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Weyl亜群と Hamilton閉路
山根宏之

富山大学学術研究部理学系

Hiroyuki Yamane 

Faculty of Science, Academic Assembly, Univesity of Toyama 

Abstract. Weyl亜群のHamilton閉路について解説する。詳しくは、 [16]をみよ。 [16]
において、標数0の体上で定義される（有限型の）一般化された量子群に付随するWeyl

亜群のCayleyグラフのHamilton閉路の存在性を示した。階数がnならば、そのCayley

グラフは、連結n一正則グラフである。階数が1のときは、そのCayleyグラフは、頂点
が2つで、辺が lつであるので、 Hamilton閉路は存在しない。階数が2のときは、そ

のCayleyグラフは、連結2一正則グラフであるので、 Hamilton閉路の存在性は明らか
である。 [16]ではその存在性を階数が3,4のときは、例を具体的に与える事によって
示し、階数が5以J:::のときは、存在性のみを示した。 [3]によって有限コクセター群に
対して定義される Cayleyグラフに Hamilton閉路が存在する事が示されたが、 [16]で
は本質的に同じ証明法を実行した。

1 Introduction 

x,y E股U{-oo, oo}に対して、 Jx,y:= {n E Zlx S:: n S:: y}とおく。集合Xに対して、
囚を Xの濃度とする。まず、有限グラフと Hamilton閉路の定義を与える。

有限グラフ

Vを空ではない有限集合とする。 P2(V)をVの部分集合で 2つの異なる元からなるも
のを元とするものとする。すなわち、 P2(V):= {X C v11x1 = 2}である。 EをP2(V)
の空でない集合とする。組(V,E)を有限グラフとよぶ。組(V,P2(V))を有限完全グラ
フとよぶ。

Hamilton閉路
r = (V,E)を有限グラフとする。ここで、 VとEはそれぞれ頂点と辺の集合である。
¢ :J1,|VI →Vを全単射写像とする。ゃがrのHamilton閉路であるとは、

{cp(IEl),cp(l)} EE および Vi E Jl,IEl-1,｛cp(i), cp(i + 1)} EE 

を満たすときにいう。

[3]によって有限コクセター群に対して定義される Cayleyグラフに Hamilton閉路が存
在する事が示された。その方法は非常に簡潔なものであって、有限コクセター群のコ
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クセターグラフがループを含まない事のみを使って証明している。さらにそれは下記

の定理 1.1と本質的に同じ証明法である。

定理 1.1. (Rapaport-Strasser (1959)、［14,Lemma 1]をみよ） Gを有限群とする。

S = {a,/3,"I} c Gを〈S〉=G,a2 =防＝召＝ eとなるものとする。 a/3=加を仮定
する。このとき Cayleyグラフ r= r(a,s)はHamilton閉路をもつ。

証明： z E GとXcGに対して叫X):= {g E G ¥ XIヨXEX,g = xz}とおく。
H=〈/3，1〉cGとお<。 |Hl=2mであって、 r(H,{/3, "I}）はHamilton閉路

e ⇔ f3 ⇔ /3"(+--+ /3"(/3⇔・・・⇔ (/31)m-lf3 9 (/31忙＝ e 

をもつ。

帰納法を用いる。ふ＝ H£;; X2 こ•••こふ＝ Gとなる列を考える。各l:Si:Sqに
対してxiは閉路をもち、 Xi=Y;,1H1J・・・1JY;,1Hである。叫X;)=0ならばX;=G  
でなければならないので証明は終わる。

叫 X;)ヂ0と仮定する。 yE叫 Xi)とする。 yHnX;= (/Jである。 （・・・ヨhEH, 
X := yh EX;と仮定する。 y= xh―1 E Xiとなり矛盾である。）

xi+i := xi 11 yHとおく。 xEX度 y=xaとなるものとする。 X=yaである。 xiは
閉路をもつので、 xin{xa,x(3，X"(}ナ0である。 xa(/_ xiであるので、 X;n{x(3，X"(}ナ0
である。 X"(f--+X⇔ x(3は、その閉路の部分道である。

● ● • ⇔ x ⇔ x(3 ⇔・・・ (Xi) 

t t (・a) 
・・・⇔ y +--+ y/3 ⇔・・・ (yH) 

上の図を参考にして、 X;の閉路から x⇔ x(3を取り除き、 yHの閉路から y⇔ y/3を取

り除いて、おけ y=xaとx(3+--+X(3a= xa/3 = y/3でつないでXi+lの閉路を得る。 ロ

上の定理の証明法と同じ方法で主結果を得た。

主結果([16]）一般化された量子群のワイル亜群のCayleyグラフはHamilton閉路をもつ。

2 一般化されたルート系とワイル亜群 (1つ目の）定義

この節の内容について、詳しい事は[10],[9], [1]を見よ。 Iを空でない有限集合とする。
n := IIl(E N)とおく。凡（I)をIU {e}を生成元とし関係式i2= eで定義される半群と
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する。凡（I)は群である。 Aを凡（I)が作用する空でない集合とする。 i,jEN, a EA  
とする。

8(i,j; a)= {(ijr, (ji)叫mE Z:::,o} 

とおく。 8(i,j;a)= 8(j,i;a)であり i・ 8(i,j;a) = 8(i,j;a)が成り立つ。 0(i,j;a) = 

l8(i,j;a)l(E NU  {oo})とおく。 (i,j;a)(o)= (i,j;a)(o) = aとおき，（i,j;a)(m) = i ・ 
(i,j;a)(m-1), (i,j;a)(m) = j ・ (i,j;a)(m-l)とおく。各mENに対して (i,j;a)(m)c/-
(i,j; a)(m)であれば0(i,j;a)= ooでありそうでなければ

0(i,j;a) = min{m E Nl(i,j;a)(m) = (i,j;a)(m)} 

である。

IおよびAを上のものとする。

mi,j;a = mj,i;a E Z〉2U{oo} (aEA,i,jEI,icf-j) 

とする。 0(i,j;a) E Nかつ mi,j;aE Nなら 0(i,j;a)はmi,j;aを割り切ると仮定する。

0(i,j;a)なら mi,j;a= ooであると仮定する。 m= (mi,j;ali, j EI, i #-j, a EA)とおく。
半群

W=  (W,I,A,-,m) 

を{O,ea, s't}を生成系とし下の定義関係式(1)-(3)により定義する。
(1) 00 = eaO = 0伶＝ s'tO= Os't = 0, e~ = ea, e凸＝ 0(a cf-b), ei-a舜＝ s't伶＝ s't,
(2) s1鸞＝ ％ 
(3) s炉愕．．．sf;：：： = % （i,j E N,i cf-j,a EA, mi,j;a EN,ここでm= mi,j;a, i2k-l = i, 
砥＝j(k E J1,m), at= (itit-1・・・釘）．a(t E J1,2m)とおく。 ） 

各aEAに対して％を n次元実線形空間とし、 1Ta={可|iE J}を％の基底であるも

のとし，凡を叩 C凡を満たす兄の部分集合とする。

Rt= Ran （ふEIZ~o可）， H;;,=Ran （①iEIZs;o心）

とおく。各 aE A, i E Jに対して oa: Va→知を線形同型写像とする。各 aEA, 
i,j E J, i cf-jに対して mi,j;a:= IRt n (Z~oa't 〶 Z~o心） l(Ehoo U {oo}）とおく。

定義 2.1.データ R= (I, A, (Va, Ra, 1Ta,（吋）iEI)aEA)が次の（1)-(4)を満たすとき一般化
されたルート系とよぶ。

(1) Ra= Rt UR;，恥a'tn Ra= {a't, -a't} 
(2)び't(R砂＝ R四,r,f(a't) = -a門， r,f(a'.;)E a}a + Zミ0a戸(j#-i) 
(3) (5げ呼＝idv"
(4) 0(i,j; a) ENかつ mi,j;aENなら 0(i,j;a)はmi,j;aを割り切る。 0(i,j;a)= ooなら
叫，j;a= 00である。
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さらに、 IRal< 00のとき、 Rを一般化された有限ルート系とよぶ。 |Ral< 00のとき、
R;＝ -Rtである。

この m = (mi,j;ala EA, i,j EI)に対して定義される W = (W,I,A,・, m)をRのワイ

ル亜群 (Weylgroupoid)とよぶ

定理 2.2.公理(4)は、次の公理(4)'（または公理(4)"）に取り換えることができる。

(4)' k EN, it E J (t E J1,k), a EAとする。 at:= (itit-1・・・打）． a(t E J1,k)とおき、
1 :＝び・~kk-1... 咤吠とおく。全ての i E Jに対して 1(a:)＝ a？であるならばak= aで

ik 

ある。

((4)"'Yを(4)＇のものとする。 1(R't-)= R竺ならばak= aである。）

Vを{eiliEJ}を基底とする恥線形空間とする。吠 EGL(V)を年（ら） ＝一ei,的(ej)= 
e1 +N訪 (ji-i)で定義する。ここで、 Nt;E Z：：：。を吋(a'.t)E a}a + N尉心により定義
する。 J 

定理 2.3.k EN, it E J (t E J1,k), a E Aとする。 at:= (itit-1・・・紅）． a(t E J1,k)とお
き、 1:＝び~t-1... 咤蝶，う：＝ 6takk-1 ・ • • 6炉兄，とおく。 dijE Zをう（ej)=区iEIdijeiに
より定義する。このとき、

1（心）＝こい？
iEI 

が成り立つ。

定理 2.4.k EN, it E J (t E J1,k), a E Aとする。山：＝ （itit-1 ・ ·•り）． a (t E J1,k)とお
き、 'Y:= a~:-1... 帽元とおく。 C := s~:-l ・ ・ ・ S炉岱(EW)とおく。このとき、

'Y = idva {:::⇒ C = ea 

が成り立つ。

3 (2つ目の）一般化されたルート系 1つ目と同値

この節の内容について、詳しい事は[15],[2]を見よ。 nENとする。股nを標準的なn次元
実ベクトル空間とする。 e1,...'enを股nの標準的な基底とする。 zn:= Ze1 〶 ••·EBZen C 
股nとする。

町の有限部分集合冗を {e1,...,en}CR  C znとなるものとする。 Rの部分集合

の族lBlを、各BElBlがznのZー基であり nt:= nn (Z2':o釘①・・・①z2':o%)とおいたと
きに冗＝ntu(-nt)を満たすものとして定義する。
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定義 3.1. 「Rが一般化された有限ルート系」であるとは、次の (0)-(3)を満たすとき
にいう。

(0) Rは空でない有限集合であり、 Bは空でない。

(1) {e1,..., en} E JIB 
(2) Va ER,股anR=｛士a}
(3) VB E JIB, Va EB,ヨB(a)E且(-闘） nnt(a) = {-a} 

このとき

ヨN尻aE Z;:,o((3EB¥ {a}), B(a) = {-a} U {(3＋N尻aal(3EB¥{a}}

が成り立つ。

定理 3.2.JIBを定義 3.1ものとする。 B € Bの元に次の性質（＊）を満たすように順序付

けB= {af,...,a[｝を行うことが出来る。

（＊）全単射乃： B→JIB(i E J1,n)で次の性質「」を満たすものがある。

圧(B)= B閃）であり、 a?(B)= -af'a;,cB)＝呼＋N：：び9af(jヂi)」

明らかに

冗（て(B))= B (BE JIB) 

が成り立つ。

定理 3.3.BE JIBとする。このとき、 B= ｛冗•.． Tik(B)lk EN, it E J1,n(t E J1,k)｝が成
り立つ。

定理 3.4.BE匝とする。 1~ i ヂ j~n とする。

m :＝碍：＝ 1幻 n(Z呵oai①Z呵0①)|

とおく。このとき

(TiTj)叫B)=B  

である。さらに、 m個の元

B, Tj(B), TiTj(B), TjTiTj(B),...'... Ti乃TiTj(B)
‘v  J 

m-1 

は全て異なる。

定理 3.5.定義 2.1の炉は、 1『|＜ ooであるならば、定義 3.1の一般化された有限

ルート系である。ただし、 a：と eiを同一視する。逆に、定義 3.1の冗は、 A=Ill¥とす

る定義 2.1の意味での一般化された有限ルート系である。
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定義 3.6.グラフ r(n)= (V(R), E(R)）を頂点の集合V(R)をBと同一視し、辺の集
合E(R)を{{B，巧（B)}IBE JIB, i E J1,n}と同一視することによって定義する。 (Rのワ
イル亜群を W とする。 r(n)をW のCayleyグラフとよぶ。）

Remark 3.7.一般化された有限ルート系は [5]により分類された。

4 主定理

恥を標数0の体とする。恥X :＝阪＼｛O}とする。写像x：四 x宜→底X が次の性質を
満たすとき bicharacterという。

(4.1) 
x(a + b, c) = x(a, c)x(b, c), x(a, b + c) = x(a, b)x(a, c) 
(a, b, c E Z門

匝を四の（順序付き）基の集合とする。 B= { af,..., a!} E匝に対して

砧：＝x(af,af) (i,j E J1,n) 

とおく。匝の空でない有限部分集合lBlがadmissibleであるとは、次の条件 (1)-(4)を満
たすときにいう。

(1)]Blは空でない有限集合である。

(2)各BElBlと、各i,jE J1,n, i,f-j,に対して、次の条件を満たすN:，BEZこ。が存在
する。

(2-1) q<= 1のときは、 Nげ＝ 0 

(2-2) q〖 #1 のときは、

((q〖)N戸＋1-1)(1-q伽り(q〖)閃'B) = 0, 

かつ

((q<)m+l -1)(1 -qりば (q〖)門ヂ 0 (m E J。,N;}'B_l)

(3)各BEllllと、各iE J1,nに対して、 Ny,B:=-2とおき、

て(B):= { a?(B) = af + Ni},B① |j E J1,n} 
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とおく。巧(B)E lBlである。

(4)各BElBlに対して、

]Bl= {B} U {Ti1 ・ ・ ・ Tik(B)lk EN, i1,..,, ik E J1,n} 

である。

定理 4.1.]Blをadmissibleであるものとする。 R := UBEIIBBとおく。冗は一般化された

有限ルート系である。

主定理([16])n ~ 2とする。 IBlをadmissibleであるものとする。 R := UBEIIBBとおく。
このとき、有限グラフ r(R)はHamilton閉路をもつ。

Remark 4.2. admissibleな (x,lBl)は、 [7]により分類された。（恥の標数は 0である。
Remark 4.2と下記の Remark5.10は同じことを述べている。）

5 一般化された量子群

恥を休とする。阪X :＝1K ¥ {O}とする。 n€ Z20, X €阪に対して、

n n 

(n)x:＝どが，（n）』：=IT(n)x 
r=l r=l 

とおく。 nE ZミO,m E J。,n,XE Kに対して、（土）XE応を

（訊：＝ （：）X := 1, 

(;:,) X := (~五lt+ Xn-m(;:,-::_~)x = Xm 『五lt+ （土―-~t (m E J1,n-1) 

によって定義する。 (m)』(n-m)且（::it= (n)』が成り立つ。 nE Z;:,o, x,y E応に対
して、

n 

伽x,y) := 1 -xn-1y, (n; x, y)! := IJ (m; x, y) 
m=l 

とおく。 XE恥Xに対して、 ord(x)E Z:c:o ¥ {1} U {oo}を

0rd(x) := { :in{n E Nl(n)x = O} 

により定義する。

(Vn'E麗 (n')xcf-0であるとき），
（ヨn"EN, (n")x = 0であるとき），
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nENとし、辺：＝冗、 I:= 11,nヽ ai：＝釘 E別 (iE J)とする。 U= U(x)を
bicharcter x : Q(x Q(→応によってきまる一般化された量子群とする。 U=U(x)の定
義は [2,Theorem 6.1]をみよ。 Uは仄上の結合的代数である。

[X, Y] := XY -YX (X, YE U(x)) 

とおく。

Uの生成元K入，ム(μ E辺）， Ei,F; (i E J)は次の関係式をみたす。
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(5.1) 

｛口／〗：1＝:：k:9:：三:=L=：E RLa, ＋ 1 RF2 
S(K入） ＝ K＿入，S(L入） ＝ L＿入，S(E』=-K_aiEi, S(Fi) = -F,L-a, 

uo = uo(x)をUのK入， L入(μ E辺）で生成された部分代数とする。 {KALμI入，μE辺｝
はuoの応線形空間としての甚底である。即ち、

(5.2) 

uo =①入，μE嘉 K入Lμ

である。 u+= u+(x)をUの(iEI)で生成された部分代数とする。ただし、 1Eu+ 
である。 u-= u-(x)をUの(iEI)で生成された部分代数とする。ただし、 1Eu-
である。線形写像

U―露 U゚ 露U十→ U (Y R Z R X f--t YZX) 

は全単射である。 Uの線形部分空間い（入 E辺）で

U° c u。,EiEU.年，EiE u_ai, u凸 cu入＋μ,U＝麟如
を満たすものが一意的に存在する。叫：＝①iEIZ2:oaiとおく。入 E叫に対して ut:=
u+nu入， u~.x := u-nu＿入とおく。
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が成り立つ。
u+＝叡鐸＋囚， u-=叡遠＋u_＿入9

dim勾＝ dimu_＼，
dimu訂＝ dimU~ = 1, Uiば＝恥l,u:,＝恥Ei,
dim U0 = dim U~ai = 1, U0 =恥l,U玉＝応Fi,

が成り立つ。次の事実(5.3)が成り立つ。「(5.3)がU(x)の定義である」と言ってよい。

●入€如＼｛O}, XE勾とする。

(5.3) 
このとき、「ViE I, [X, Fi] = 0 ====} X = 0」が成り立つ。

● 入€如＼｛O}, YE U_＼とする。
このとき、「ViE I, [Ei, Y] = 0 ====} Y = 0」が成り立つ。

Uの応代数としての自己同型写像D:U→U でD(K入） ：＝ K＿入， Q(仏） ：＝ L＿入，
D(E;) := F;L-a;, D(Fi) := K-a;Eiとなるものが一意的に存在する。

[X, Y] := XY  -X（入，μ)YX (XEU.入，YEUμ,), 
[X, Y]0P := XY -x(μ, >.)YX (XE u入，YE U』,

とおく。 i,jEI, i # j, m ENに対して、

恥，j:= E;, Em,i,j := [E;, Em-1,i,j], E恥：＝ E;,E;;,,i,j := [Em-1,i,j, E』,
F。,i,j:= F;, Fm,i,j := [F,, Fm-l,i,j]0P, F;心：＝ F，，Fふ，j:= [Fm-1,i,j, F',』°見

とおく。

伽：＝ x(aぃ叫 (i,j E I)とおく。
次の等式が成り立つ。

(EQl) [Ei, F',門＝ （m)q;J-Ka. +q;;,m+lら）F戸 (iEI, m EN) 
(EQ2) [E仇Fi]=-(m)q.. (-La. + q;;,m+l位）E'f'-1 (i E I, m E N) 
(EQ3) [Ei, Fm,d = -(m)q..(m; qii, q如）Ka.Fm-1,i,i (i,j E I,i # j,m EN) 
(EQ4) [Em,i,j, Fi]= (m)q.. (m; q訊，qi]炉La.Em-1,i,j (i,j EI, i # j, m EN) 
(EQ5) [Ei, F,ふ，j]= (m)q.. (m; qii, q如）F孟＿1,i,jら (i,jE I,i-/j,m EN) 
(EQ6) [Eふ，j,Fi] = -(m)q..(m; q訊，q面）E孟＿1,i,jKa. (i,j E I,i # j,m EN) 
(EQ7) (i,j E I,i-/j,l,m E Z叫

[El t,J, Fm 9,J] ＝｛ □9:q:，;:；tqJt;；tq;：［こiご—+l:la二，十a1)
-(m)q.. !（!)q..(l; qii, q如）！Ef-mKma，十<>j

(EQ8) (i,j E I,i-/j,l,m E Z:::0) 

厚，J，F孟tJl=｛二：999,'口；二：i9;,［'：qご二十a;FLtmma,l+a3)
(m)q.. !（!) q.. (l; qii, %qii)!L→+<>jE;-m 

(O≪::l<m), 

(m = l), 

(l > m 2'. 0). 

(O:::;l<m), 

(m = l), 

(l > m:;::, 0). 



66

(EQ9) [Ez,i,J, Fm,i,k] = [E羞，J，Fぷi,kl= 0 (i, j, k E I, i -/-j -/-kヂi,l，＂i E Z：：：o) 
(EQlO) [EJ, Fm,i,J] = (m; qii, %qJi)!Fim La; (i, j,J, i-/-j, m E Z叫
(EQll) [Em,i,J, FJ] = -(m; qii, %炉！Ef'Ka;(i,j, I, i-/-j, m E Z叫
(EQ12) [EJ, F,ふ，J]= -(m; qii, %%i)!Kの庁 (i,j,l,i-/-j, m E Z叫
(EQ13) [E出，J,FJ] = (m; qii, %qJi)!L的勾（i,j,I,i-/-j,mE Z叫
(EQ14)△(E'[")＝区こ。 (";t,Ef-tKtai R Ef (i EI, m E Z叫qii 
(EQ15)△（庁） ＝区乙(";)qii F[ R Ft-t Ltai (i E I, m E Z：：：゚）

(EQ16) (i,j EI, i-/-j, m E Z：：：り

△(Em,i,j) = Em,i,j R 1 + L:。(":¥)t;qii, ql戸qi如）！EfK(m-t)a叶aJR Em-t,t,J 
(EQ17) (i,j E I,iヂj,mEZ叫
△(Fm,i,j) = 1 R Fm,i,j + Lド。 (";¥ii(t; qii'qf:―t%qJi)!Fm-t,i,j R Ff L(m-t)ai+a; 
(EQ18) (i,j EI, i-/-j, m E Z叫
△(Eふ叫＝ Kmai十aJR Eふ，j+L:。（？に（t;伽，咄―t%qJi)!E孟＿t,i,JKtaiR Ef 
(EQ19) (i,j EI, i-/-j, m E Z叫
△(Fふ，J）＝ Eふ，jR Lmai+<>;十こ□。(?)qtt(t；伽，咄―tqがか）！F：R F孟-t,i,JLta,
Remark 5.1.等式 (EQ1)-(EQ19)は、 (5.1)だけを定義関係式とする Hopf代数fJ(x)
において成り立つ。

補題 5.2.i E I, m E Z：：：。とする。 (m)qii!= 0 ならば、 U~°'i = {O}である。 (m)qii!-/-0 
ならば、 dimU~ai = 1 および u~ai ＝応E'[" である。

補題 5.3.([1, Lemma 4.9 (2)]) i,j EI, i-/-j,とする。 mEZ：：：。とする。このとき、
{Er,i,JEf―rl (m -r)q)(r)q)(r; qii, qi叩）！ヂ 0} は U~ai十a3 の基底である。（この集合が
空集合ならば、 u+mai+a; = {O}である。）

Karchenko's PBW  Theorem 
まず、記号を用意する。 Yを辺＋＼｛0}の空でない集合とする。 z:y→ Nを写像と
する。

臼：＝ ｛（入，k)E Y x N|入EY, k E J1,z（入）｝

とおく。写像p〈Y,z〉:Y〈z〉→ Yをp〈Y,z〉(y)：＝入 (y=（入，k)E Y〈z〉)により定義する。

面〈Y,z〉:＝ ｛f: y〈z〉→z：：：叶fは写像｝，
沿〈Y,z〉,’:=｛fE沿〈Y,z〉||｛yEY〈z〉|f(y)-/-O}I < oo}, 

氾〈Y,z〉,'：＝ ｛f E~<Y,z>,’|VyEY<z>,0 ::; f (y) < ord(x(P〈Y,z〉（リ），p〈Y,z〉(y)))}

とおく。

吋 z〉:=｛fE炉〈Y,z〉,'IL J(y)p〈Y,z〉(y)=入｝ （入 E町）
yEY〈Y,z〉

とおく。
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定理 5.4.([12], [13], ([6]もみよ））
(1)炉 (X)C町＼｛O}と写像四： R刊x)→Nで次の性質 (5.4)を満たすものが一意的
に存在する。

(5.4) V入E幻 dimU1=|氾i酎 (x)，匹〉 1

(2) R+(x)〈政〉上の全順序ごと EyE囚 (yE R+(x)因〉'),:= p〈R+(x)〈'P支〉ぶ〉(y)）で、 1
と

Et1(Y1) Et2(y2)... E:~;k1) 

(f E沿面(x)〈咬〉 9バ〉，',{Y1, Y2, ・ ・ ・, Yk1} = r--1(N), Y1 -< Y2 -<・・・ペ YKf)

から成る集合がu+(x)の応基底であるものが存在する。

R(x)：＝庄(x)u(-R冗x))とおく。写像c.px:R(x)→ Nを公（ー(3):＝公((3)：＝外((3)
((3E R+(x)）により定義する。

Ni}:= l{m E Nl(m)q,,!(m; qii, %tか）！ヂOI(E Z::::o U { oo}) 
(i,j E I,i c/-j) 

とおく。 NJ:=-2 (i EI)とおく。
補題 5.2,補題 5.3より次を得る。

補題 5.5.i,j EI, i c/-j,とする。 mEZ::::。とする。このとき、

「mai+ aJ E R+(x) —⇒ m € J。,N[j」

が成り立つ。さらに、 mE J。況：ならば、四(mai+ aJ) = 1が成り立つ。

定義 5.6.i EIとする。

(l) Xがi-finitcであるとは、「VjEI¥ {i}, Ni~< oo」を満たすときにいう。
ZJ 

(2) Xがi-finiteであると仮定する。 Z加群の同型写像叶：辺→辺を

叶（巧）：＝巧＋N詞 (jEI) 

によって定義する。 (an-1＝吟である。
(3) Xがi-finiteであると仮定する。 bicharacterTiX : Qt x別→ ]KXを

TiX(a, b) := x(af(a), cバ(a)) (a, b E辺）

によって定義する。 0，巧x=叶であり、 TiTiX= Xである。
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定理 5.7. ([4], [8]) Xがi-finiteであると仮定する。

(1)叶(R(x))= R(TiX)および五x゚ 叶＝ cpxが成り立つ。
(2) K代数の同型写像Tt乃X:U（巧X）→ U(x)で次の等式(5.5)を満たすものが一意的に
存在する。

(5.5) 

T〉X(K入） ：＝ K外（入），TtiX(L入） ：＝ L外（入）9
T2でX(E;):= F';L_a;,T戸（F;):= K-a;, E;, 

か (Eリ：＝ ENぃ (jcf-i),
T：ぺ（Fj)J :＝⑳）q計(N:，q99,q卿）！FNぃ (j#-i), 

とくに、 T，巧X（U(m)入） ＝U(x)呼（入） （入 E辺）が成り立つ。

補題 5.8.IR(x) I < ooと仮定する。このとき、 R(x)は一般化された有限ルート系であ
る。さらに、やx(R(x))= {1}である。

定理 5.9.([11, Theorem 4.9]) IR(x)I < ooと仮定する。 k:=IR可x)Iとし、 itEl(tE
J1,k)を叶窄・・・窄(R+(xk))= -R+(x)となるものとする。ここで、 Xt:= T;,'''Ti1X 
(t E J1,k)とおく。 (31:= °'iiとおき、 (3t:＝岱窄・ • • Uご―/(a;,)E R+(x) (t E J2,k)とお
く。 {(3titE J1,k} = R+(x)である。 Eg1:＝尻とおき、 Ef3,:= TtT;,~2... T,ざ汽尻） € 

Ut, (t E J2,k)とおく。 9:J1,k→ J1,kを全単射とする。このとき、

E叫 (l)E叫 (2)・ • • E叫 (k)
知 1) 各（2) 各(K) (mt EJ。,ord(x(f3⑱)）-1)

から成る集合は、 u+(x)の氏基底である。

Remark 5.10.恥の標数が0のとき、 1炉 (x)I< ooである xは、 [7]で分類された。
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