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序

一般にニューロン (neuron)は図 1. 1に示すように,樹状突起 (dendrite),軸索突起

(axon),細胞体 (cellbody)からなっている.ニューt=ンとニューロンがつながり合って,

軸索突起から樹状突起-,あるいは細胞体-信号を伝える接続部を作っており,これがシナプ

ス (synapse)と呼ばれる構造である.一つのニューロンには数千～数万倍の他のニューロン

の軸索からのシナプス結合があり,これを通して,たくさんの他のニューロンからの信号が,

そのニューロンに入力となって入ってくる.信号伝達は,他のニューロンの軸索を通して送ら

れてくる電気的なパルスが,シナプスにおいて伝達物質の排出を促し,樹状突起において伝達

物質を受けたニューロンは内部の電位が上昇し,全ての入力 (全てのシナプス結合から受け取

る伝達物質の効果)の総和による電位上昇が,ある閥電圧を越えたとき非線形にバノレスをつく

り出す,そしてこのパルスはまた次のニューロンの入力となる,といったプロセスが考えられ

ている. 1 との神経回路網に対して,嫌々なモデルが作られ研究がなされている.2,3,4,5本講

では,まず始めに,神経網の信号伝適を,パルス頻度を用いたいくつかのモデルについて考え,

それらのダイナミクスと平衡状態について議論し,その後で学習の問題について考える.特に

最後に神経場のモデルを用いて,硯党系で起こると言われているブロック化現象の説明を試み

る.以下に簡単な目次を掲げる.
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｢神経回路網の数理｣

Ⅴ〃J.情報処理機構の自動生成

1)神経場の学習

2) W(i)-0の場合

3) W(f)≠0の琴合
4)トパラメータ一族 (1-パラメーターで表わされる信号バターン)

5)局在興奮解の安定性

図1.2

∫.ニューロン

ニュー･ロンをこの様な情報処理機能を持つ素子と考え,図1.2の棟にモデノレ化する.

一つのシナプス結合から出される伝達物質の量払 軸索を通ってくるパルスの頻度に比例する.

そこで多くのパルスを十分含むような時間スケール △tで時間を離散化し,パルス頻度 (時

間 △tに入ってくるパルスの数)に比例する信号の強さが,ニューロン-の入力の強さと考え

る･すなわち, △tの間に受けた入力 T.･ (パルス頻度)払 ニューロン内部の膜電位上昇に
A

wiC.･の寄与をし,n個の細胞から入力を受けているときの膜電位上昇壮 ∑ W.･2:iである･
)';1

ここで W.･はi番目のニューロンからの入力のシナプス結合強度を意味する･閲電圧をhと
A

すると,パルス男鹿の形で出力 2-I(∑ W,･Ci- h)が出されると考える･すなわち,
i=1

ある一定時間に入出力されるパルスも その頃度というアナログ量の入出力が一定間隔毎に行

なわれるとする (図 1.3)･出力関数 f(3)は単調増加関数である (図 1.4).実際の
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ニューロン払 最小のパルス間隔 Tを持ち,パルス頻度 (∝1/T)は最木値をもつ･この

最大値がlになるようにパルス頻度を規格化しておき,

0≦ ci≦ 1

0< Z< 1

0≦ f(I)≦ 1

とする.

入力 スカ
｢ー｣ナス㍉ ･--→ f
廿も
カ
ル叫山
力

図1.4

(1 ･1)

〟.ニューロンとその平均腰電位の状態方程式

定常的な n個の入力 3:.･があるときの膜電位の変化分 u,即ち平衡状態での膜電位 u

は,

†一

u = ∑W.･∬.･- h
i=1

と書ける-.また膜電位 uは時定数 Tの減衰を持つとすると,その時間変化は,

丁T4=uW _二..(‥ ⊥3--u(i)+∑ wl･X.･- h
l'=1
-4-
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｢神経回路網の数理｣

と考えることができる.この定常解が (2.1)になっていることは明かである･また出力払

Z(i)-jtu(i)] (2･3)

で決定される.

この様な仮定はもちろん定性的なもので,実際のニューロンでは関電位 hは時間的に変

動しているであろうし,樹状突起間の結合やシナプス前抑制の様な問題を無視している. (但

し,これらの結合は嘱乳類の中枢ではみられないど言う報告もある.)しか し,このモデルに

紘,時間和作用,空間和作用,閑値作用,不応期の効果等が含まれている.

図3.1

Ill.単純なネットワーク

: '･

図3.2

図3. 1に示すような, n個の入力とn個の出力を持つ1層のネットワークについて

考察する (一般には入力の数と出力の数は異なっていて長いが,これからの議論に差し支えな

いの{･,簡単のため,どちらもn個で等しいとする). n個の入力の一つ一つは層内の n

個の細胞全てに投射している可能性がある･ 1これは i番目の細胞が出す出力を zI.とし, 3

番目の入力を 3')･とすると, jからi-のシナプス結合強度 W.･)･を用いて･

A
zi=ft∑W,･,･C,･-hi】
3-%1

(3･1)

と書ける･ ziを成分に持つベクトル Z･ Cl･を成分に持つベクトル =, Wi)･を成分に持つ

行列 W等を用いて (3.1)帆

I-flWC-h]
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甘利 俊一

とも書ける･ここ{･f【C]払 flci】を i番目の成分とするようなベクトルを返す関数で

ある.すなわち,この様なネットワークによる情報処理は,次のような W によって決定され

る非線形のオペレーター Twによる,情報空間 (£)から情報空間 iI)-の写像とみ奉

すこともできる (図3.2).式で書くと,

I-Twc

1).巨視的な取扱い

議論の簡単化のために次のような仮定をしておく.

flc]- sgn【ェ 】

2㌔･:1または -1のどちらかの値を帝る･
I

W.･,･:平均 W,分散q三となるある確率分布に従って
ランダムかつ独立に選ばれる.

即ち基本式は,

71

ut･-∑W.･)･CJ･- h.･
)'=l

z,･-son(ui)

となる.

(3･3)

(3･7)

このような回路網で W.･)･をランダムに与えた場合にどのようなことが言えるだろうか･

ここで回路網のアンサンブルを考え,アンサンブルの中の圧倒的に多数のものに対して共通

に成り立つ法則を調べよう.そのために,次の活動度とよぶ平均量を定義する.

x(I)-i 云CI･
nI･=1

a(I)-i去Z.･nt･=l

(入力の活動度)

(出力の活動度)

(3･8)

(3･9)

アンサyブル平均を意味するときに変数の上にバーをつけて表現すると,平均膜電位のアンサ
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｢神経回路網の数理｣

ンブル平均払 (但し開催 hi子方とする･)

A
言-∑布37-年-w nX一方)'-1
q3-nq芝

(3･10)

(3･11)

uは非常に多くの独立な確率変数の和{･あるから,中心極限定理より正規分布するとしてよ

い･即ち tLの分布P(～)帆

P(u)-
expt-i# l

よって ziの平均ほ,次のように書ける･

Elz,･]-Prob(u>01-Prob(u<0)

言争n蒜X_方=F(X)

争(u,-意/:vexpl一%]d y
ここで,

(3･12)

(3.13)

(3.14)

である (図3.3)｡ 大数の法則より, Elz,･】-才 としてよい･但し, n- ∞ で

発散しないように, nw～一定, nq孟～一定としてスケーリyグする必要がある.
こうしてマクロな活動度の間の関係式,

才-F(X)
が求められる.

ー7-
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図3.4

図3.3

2).信号間の位相

今までの詰れ マクロな量 Xが一定となる (I)の部分集合から,マクロな量 Zが

一定となる (I)の部分集合-の写像を,求めるもの{･あった (図3.4)I. しかし,

議論を詳細にするには,信号空間に位相を導入する必要がある.すなわち,元の像空間

( =)で距離 D を持つ Cと=′が,写像空間 tz･)で払 ●どの様な距離を持つ2点 Z,

Z' に写されるかということに興味がある (図3.5).

_i __ -- :

図3.5

そのためには,信号間の距離をなんらかの形で定義する必要がある.最も一般的には,

ノ､ミング距離 (Hammingdistance)
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D(I,富,)≡去.fl巨t･-ct･'l-三#(cl･如 ,･')

｢神経回路網の数理｣

(3･16)

がある.

シナプス強度 wi,･は平均 0,分散q孟~の分布からランダムに選ばれるとし･入力 才,
3'による膜電位を u, Vとすると,

T一

～-∑ wiJ･T)･
3'-1

n

V-∑ wS･,･I,･′-埋 - zI･'
)'-I

なk,簡単のため h,･-0としている･ Zと3'との距離 D′払

D･(I,Z･)≡i#(I.･≠ 招

=土井(uiVi･'0)-P,ob(uv <0)
n

(3･17)

(3･18)

(3･19)

である.この D'と, Sと ∬′との距離 D と払 どういう関係にあるだろうか7 まとち

に計算しようとすると大変な気がするが,膜電位の空間の放何字的な意味を考えると容易に求

められて,

D,=3-sin-11序
汀

となる.以下に求め方の概要を示す.

膜電位 u, V は互いに相関を持つ正規分布に従うことに注意する.すなわち,

[: ] -N 〔叫 :紺 〕

従って,確率分布の式は,

P(u,V)-

ここで,p=
U的q叩

である.但し,

-9-
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q三V=qev-nq急

uとVの相関 (この場合 Elu1-Elv]-0なの{･共分散でもある)は,
7L n

q 三 V -Elu v 】-El∑ W.･,･3,･∑wikXk'】
)I-1

～

-El∑ W,･,･2 C,･3,.'】
)'=1

7L
=q孟(∑3,･C,･')
)'=1

-(1-2D)nq三

h=1

I
q三V-qeu-nq己(1-2D) (ミo)

従って,

(3.23)

(3･24)

となる･ Zと2'との距離D'払 (3.19)式に示したように,相関を持つ分布 (3･22)式,

すなわち,楕円の切口を持つような丘陵形の2次元正規分布の, 2つの確率変数 u, Vにつ

いての積分を, ～v<0となる領域で求めれば長い.このままでは,解 くのは困難であるが,

2次元分布関数が回転体となるように確率変数を座標変換しておくと,定燕域の立体角の比を

求めるだけで,積分を求めたことになる (もちろん,2次元分布関数はlに規格化されている

とする･) (図3.6). こうして求められたのが (3･20)式の関係である･ (以上)

図3.6

- 10-
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｢神経回路網の数理｣

結果について考えてみると,情報間の小さな距離 D は,このようなネットワークによっ

て大きくなり,大きな Dは小さな D'に変換されていることがわかる (図3.7).すなわ

ち,このネットワーク壮似ている情報を引き離し,違いすぎる情報を近づけて,情報を均一性

する働きを持っているといえる.

図4.1

∫γ.フィードバックのある系

次に,単純なネットワークの出力Zをそのまも 入力につないだ,フィードバックのあ

る系について考えてみる (図4.1).一回ネットワークを通 り抜ける度に-ずつ増加する

離散的な時簡 tとともに,単純ネットワークの考察のところで定義した, (3.3)式の非線形

なオペレータ Twを用いて書くと,次のようになる･

=(i+1)=TwC(i)

1).巨視的な取扱いについて

(4･1)

この系でも単純ネットワークの時と同じく活動度を用いた取扱いが{･きるだろうか?す

なわも,

X(i+1)=FlX(i)]

が成 り立つかどうかに興味がある.少なくとも,

rill-

(4･2)
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uI･(i+1)-∑ wI･)･:)･( i ) -h.･
3'=1

(4･3)

7L

忙おいて, i,･(i)-son(∑W,･hCk(i-1ト h,･であるから一 ,･もwt･,･の関数なの
k31

7LI

で,簡単に∑W.･)･C)･と別々に平均化T.きないので,事は複雑である･その証明については
)'=1

言及しないが, wI･)･の和が無限分割可能分布のうち{･ポアソン形･またはその拡張のときに払

広い意味{･(4.2)式が成 り立つ･

2).状怒遷移図

ところ{･, (4･2)草のような漸化式払 1変数ならば･bistable･あるい払 mono-

stableな解が存在するといえるが,多変数の系の横舞いを,活動度のような,単純化したパラ

メーターだけから,安定,不安定を言うことは注意が必要である.このことを見るために,状

態遷移図というものを考えてみよう.状態遷移図とは,信号空間内の,本来 n次元の超格子

の頂点-{･あるべき点を,平面に措いた丸の中にある点{･表わし,ステップとともに,系の状態

が,信号空間内を (超格子の頂点を)移り歩く様子を,矢印を用いて表わすという大胆な概念

図である.平面に措いた点と点との距離が近い時壮ノ､ミング距離も短いというすんぽうである.

状僅遷移図は (W,I)･)が決まると決定されることに注意する･図4･2K:,その状塘遷

移図の一例を示す.

これによって,フィー ドバックの系でのア トラクターとして,リミットサイクルや,平

衡状鯨などがあり,それらのア トラクターがその中の点から出発すると,.必ずそのアトラクタ

ーに落ちつくといった,ある種の流域を持つ様子を概念的に表わすことができる.

3).信号空間の構造

信号空間の構造をもう少し詳しくみるために,"ある子状態 Cに遷移してくるような親

状態の個数が iとなる確率 q.･''を定義する･ qiを式で書くと,

q.･=probHTw-1cI-i)(Cの親状態の個数をlTw-1CIと書く) (4.4)

-12-



｢神経回路網の数理｣

図4.2

規格化条件を,

2■

∑ q.･-1
i;0

とすると,そのような親状態の個数の平均値と分散を求めてみると,

2■
∑ i･qi- 1 (n-∞ )
i=0

2A
∑ t'2･q.･=1 (n-∞)
i三0

(4･5)

(4･6)

(4.7)

となっていることがわかった (参考文献(1) p130 ).すなわち,親無し子がたくさんいて,

親のたくさんいる子が少しいるということである. 7'の分布状態を描いてみると図4.3の

ようになる.

少 しいる.
図4.3

- 13-
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V.対称結合型のネットワ-チ

今まで払 W.･)･はヲyダム虹分布しているとして特K.制限はつけなかったが･

W.･)･IwJ･,･となるように対称分布している系は;平衡点が極小点となるような,ポテンシャ
ルをつくることができるという点で興味深い系である･や仕り,骨号 C,･が 士1をとる2値モ

デルで考える.

1).ポテンシ十ル

EI-頴 .W,･,･C,･3,･
Il)

このポチ yシャJL,払 1番目あ神経細胞が出す居号に注目すると,

△E-Elェ;Cl-1ト El=;T.1皇-1'】
I一

=-2∑ wl)･C}･
)I一l

であるから,前に定養した非線形な変換規則 Tw払

AE:(,i.0

ならば ∬1- 1にせよ,

ならば 31--1にせよ

すなわち,ポテンシャル Eの低い方-系壮動いていくと理解できる 6 (図5. 1).

図5.I

-14-
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｢神経回路網の数理｣

2).ポルソマンマシン4

ボルツマンマシyの考え方は,状態が遷移して行くときの確率のみがわかっているとい

うものである.

7L

ui(I)=∑ wi,･C,･-h
)'=1

で,現在の状態が Cのとき,状藤の第 i成分が1となる確率は,

I(u.･)-
1+exp(-2u.･/T)

(5･4)

{･あるという風に確率的に決まるとする.すると状態 Cの遷移は数学的に紘Markov chainと

なり,その定状確率は,
I

P(S)-cexp(-B(I)/T) (5.5)

と,求浅る.これは統計力学でいうボルツマン因子に対応しているのでこの名がある.対称型

のネットワーク払 ポテンシャル Eが複雑で多くの極小点を持つの{･,確率P(I)も多く
のピークを持っていることがわかる (図5.2).

- 1 5 -

ポテンシャル

Ⅹという状態を

とる確率

- 好
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3).アナログモデルでのポテンシャル関数

対称モデルの場合,信号 エがアナログ値を取っていたとしても,.ポテyシャル関数をか

ける.

n u.

U(u)--壇 .wi,･f(u.･)I(u,･)･去(ui- ai"(uiト Eill(S)ds (5･6,1IJ I-=1 1'王1

U(ui)の時間変化を見てみると,

n

旦堅ニーf･(ui)[∑ W.･)･f(u)･)- u.･+at･]-
atLI･ )･-1

だから,状嬢方程式,

II

･u'.･=-u.･+∑ W,･,･I(u,･)+a.･ (要素表示)
3'=1I

紘,

晋-真莞 ù'i=-Ef'(ui)u'i2丁< 0
7L
l'ヨ1

を満たしており,系はポテンシャル Uの低い方-移って行く.

(5.7)

(5･8)

(5･9)

l〝.学習

あるバターンrJJを入れたとき, zP という出力を返す羊うにネットワークの結合強度

を決めることを,相関連想記憶という.但しFLはバターン̀を区別する番号{･ある.

1).単純ネットワーク

単純ネットワークにおいて, m 個のバターンを相関記憶するには,結合亀度を次のよ

うにきめればよい.I

W.･,･-Ⅰ 芸 ziPC,P (要素表示)n
〝…1

(6･1)

j番目の入力から i番目のニューロン-の結合強度wi)･払 n行 n列の行列の形に書く

-16-



｢神経回路網の数理｣

n

ことができる.

全てのパター y =1,...,2m が直交しているとき払

cp･ry=Spvn

であるから,

Tw･Cv=sgn(W Xv)-son(工 芸 zp(2P･=V)†
〟-1

-Son(zV)-zV

(6･2)

(6.3)

2).フィードバックを持つ系

I
フィードバックを持つネットワークの場合は,∫.A.An derson,7 Ⅹ.Nakano,8 T.1tohonen9

(1972)が詳しい.ここでは,信号 gi, Ziは確率 1/2{･+1か Tlのどちらかの値を取

るものとする.則ち, dL･エJ'の値が正規分布 N(0,n)に従 うので,今ま{･のように,

W.･,･が,対称性 (W,･,A- W,･.I)を持つ以外は全て独立･ということができなくなる･

相関ぎ己憶の結合強度は,次式のようになる.

W,･,･-Ⅰ 芸 EiP3,I (要素表示)n
FAil

重ね数 m

行刀
- =r
n

(6･4)

(6.5)

この 7.は,重ね度といって,どれだけ多くのパターンを, 1組の結合強度に重ねて記憶

したかの度合を表わす量である.シミュレーションの結果はⅡopfield6 によって r=0.15と

いう値が求められているが,もっと簡単な計算により求めることができる.揺果は,

1
r《ゴ
21n(n)

-17-
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甘利 俊一

これを求めてみよう.まず,数ある系の状態の中で,全ての神経細胞が発火した状鯨,

すなわち cl- (1,1,‥ .,1,1)について調べることによって,一般性を失わずに議

論{･きるから,これを用いて本質的なところだけを見て行こう.

二つの状態 cl, 才 間の距離はその内横ではかることも{･きる,則ち,

A(31,∫ )-土 ∬1･= (状態ベクトルの内積)
n

このAは,-ミyグ距離 D とよく知られた関係,

A=1-2β

D=忘 J21-才J (- ミング距離)

の関係にある.

さて,入力 cがあった時の出力 ='は,

£′-son(w r)-son(i rl(21･C )+工 芸 エP(=P･工))
n n

=sgn(A=1+N)

〟-2

ヽ ' n2 ′

～Ⅳ(0,㍗) ( ∴ (6･5))

(6･7)

(6･8)

(6.9)

A > - N,･ならば, I,･′は C,･lになり符号は変わらなvl･ N,･の分布を調べてみると,

N,･- i 芸3P̀ (dL･=)- N(0,n(Tn-1))JI
n
〝…2

よって Ni< -Aの確率は誤差関数,

erf回 =意/_㈲ exp(- t2/ 2 )d t

3

を用いて,

Prob(ci' ≠C.･1)-erf

-18--
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｢神経回路網の数理｣

(6.13)

となる.知 りたv>のは,

A′-i il ･=･-i 去C.･13.･･
n n t･=1

この関数 申(3:)紘 (3.13)式です{･に定義された関数で,図3･3にあるように単調に増加

してゆく関数である.紘じめに記憶させたバターンの中の1つ flが入力されたとき,同じ

31を出力するということは A=A′-1ということ{･ある.入力されたバターンが変わ

らずに出力されるのが,重ねて記憶できるパターyの数 m がいくつま{･{･あるかが問題であ

ら.この mの限界値は当然 nに依存する.ある i番目の成分が変わらない確率を qとする

と,これは(6.12)式以外のケースだから,

I
q=probい ,･'-I,･1)-1-erf-Aフ;-1-erf

(Aの托うは入力であるから, 1と等しくて長い.)

n個の要素全てが変わらない確率 Q払

7L
Q=IIProbい.･'=C,･1)-
1'31 (1-erf )

I一

これが, n一 〇〇としたとき Q- 1となればよい.こうして,

32 ㌔

~1I ~ - 1 - -

去 I_∞e 2 ゐ - 石 窟 e 2
などの近似を用いて,

n
7TL～～
2ln(n)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6･17)

が求められる.すなわち神経細胞の全数 nに対する,入力を変化させないでおける重ね数の

割合は,定数ではなく, nの増大とともにゆっくりと減って行く.

次に=(0)から出発してC(i)が31に近づく時間的な振舞いを見て行く.すなわち,

-19-



甘利 俊一

=(i+1)-son(W=(i)) (6.18)

を時間とともに追いかけてみる･すなわち,記憶させたパターンがど?程度安定かを見るため

に,いろいろな初期バター ンから出発して,時間的にどの様にAが変わって行 くかをプロット

してみる (図6.1).図6.1に示すように,あるthresholdまでは,殆ど全てのパター y

が目的のバターyのどく近く-落ち着くのであるが,それよりも遠いバター ンから出発すると,

殆どのバター ンが,一旦はthresholdを越えて近づくにもかかわらず,目的のバター yから離れ

て行くのである.これは,パター ン間の距離だけで考えてはいけないことを示している.すな

わち,倍号空間は殆ど,ある領域内{･一つのア トラクターに収束する構造をしているが,その

流域にはひび割れのように吸い込み点が浸入していて,流域の外から出発した場合,一旦その

吸い込みロに吸い込まれてから離れて行くと考えられる (図6.2).10

図6.1 図6.2

γ汀.カスケードネットワーク11

図7.1に示すような,単純ネットワークを順につなげていったネットワークを考える

と解析托楽である. 11それぞれの単純ネットワークにも,添え字をつけて,そのようなネット

ワークの添え字は変数の真上につけることにする.図7.2に示すような,m個のデータのシ

ーケンスを考え,そのシーケンスにも番号をふる.学習紘そのシニケンスを再生できるように,

シーケンスの相関を学習する事が目的である.相関の学習は次式で規定される.

ふ.･,･-Ⅰ惹 'CLl･年 (要素表示)†1
〟-1

-20-
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図7.1

E ]

n

｢神経回路網の数理｣

sl=支｣ 長1-ifL+

sa=貴- 支し ま L-

●●●

5TR=紅一 まし まし与
図7.2

tステップ日からt+1ステップ目-の変換を求めてみる･

=(i+1)-Tkc(i)-son(i 芸 甘 p(･ip･=(i)))
〟-1

son(i甘1(呈1･=(i))+工 芸甘p(ip･=(i)))
n n

i
son(A帯 1+N)

N ,･=i芸甘r(呈p.I(i))
亡
†1
FJ;2

〝=2

(7.2)

nfL-2
1

NI･壮多くの確率変数の和なの{･,正規分布 N(0,U字)にしたがう･I

ElN.･]=ElHxLT(如 ･∬(t･))]=El等IT】El(ip･=(i))]=o (7.4)
ここ{･,tもLr主か ･=(i)は独立{･あることを使った･

U,2-El(k.･)2】-El吉 葺け T(ip･小 ))･工芸甘㌻(iv･小 ))]
JL=2 n v=2

一意孟仰 紺 El'去p･cH ｡ 'iy･rH ｡ ] (7･5,
この和q)中の項 Eli'ELr''cLT]El(孟p･=(i))(去V･=(i))】払

-21-



甘利 俊-

1) 〝≠ 〝の場合･

EtLも'.vf'cLr]E日か ･3(i))(去y･3(i))】-0 (7.6)

2)IL- Z/の場合･

El(か ･∬(り )(去y･=(i))I-∑El(i,pc,･(i))(去gCk(i))l (7･7)
)',A

ここで,

El(ip･=( i))(呈V･=( i ) )]-
1 3'-kのとき , (m-1)n 個
M j≠kのとき , (m-1)n (n - 1.)個 (7･8)

従って,

qL2 = 古 く(m i)n･(--1)n(n- 1)M I村ヱ ･-M (7･9,n

ここで 〟 の値は次のように求められる.簡単のために,

守-a, 基だ-a (7･10)

とお くと,

M芦Elabc,･(i)ck(i)]･･･(m-1)n(n-1)個 籍mn2ィ固

-Elabsgn(A+aX+ Y,･)son(A+bX+Yk)l (7･11)

ここで,

x≡i (iclp･C(i-1))
n

yk≡i ∑紀 (i=･入･エ( i- 1))n入三2人■〝
A-Aト1

である.また,

現 岩i,1-1

-22-
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｢神経回路網の数理｣

を使った.

a, bとX, Y(-Y,･)IY'(-Yk)は互いに独立な確率変数であり･

xと Y, Y･もまた,互いに独立な確率変数である･ Yと Y'は分散 ql2_1の正

規分布, Xは分散 化 1/m の正規分布に従い,平均値はすべて 0である･すなわち

Xの大きさの程度は Y, Y'に比べて非常に小さい.

ここで, aa-+1の場合と, ab=-1の場合にわけて考え,正規分布が原

点に関して対称であることを利用すると,

M-iElsgn((A+x + Y)(A+x+Y･))]2
-iElsgni(A+X+Y)(･4-X+Y･))]2 (7･16)

更に定数 A と確率変数Z(平均 0で分散 q2の正規分布に従う)についての補選,

Elsgn(A+a)】-申(A ) (図7･3参照)q

を利用し, γ, y'についての平均をさきに取ると.

A+X ､ー ′ ^ - X

2 L' ql_1 ′ ' qト 1 ′ ql_1
M-i El申(旦 土 ヱ )2-◎(rF

ここでX/qi_1は小さいので, X/ql_1Kついて展開すると,
^ 土 X

qL-1 'qト11 'ql_llqト1 2

= pj=qX+rx2

(7･17)

(7･18)

) - ◎(--i )士@･(｣L )A +i 申-(A )(エ )2▲ヽ
qt-1 qト1

(7･19)

(7･20)

従って,

･-÷El2q2x2･14pqX･4qrX3,･o(君,
～～ 4 '(

A

qト1)2古 Elx 2]

-23-
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結局 (7･10)に(7･25)を代入し, AL+1とU,2+1忙対すろ耐 ヒ式として,

^什1=卓(土 )
qf

q12･1Ir･-eXp(チ

2

汀

(7･21)

(7･22)

が得られる.これらにより,重ね数 r とア トラクターの流域に関する相図が描け

る (図7.4).この相図{･A-1の水平線は,記憶させたパターンで,いわばア ト

ラクターとなるべきものせある.領域Aの上側の境界線は,最終的に系がおちついたと

きの,状態を表わしている.このように,必ずしも,系紘教え込んだバターンに落ち着

くわけではなく,教え込んだバターンから僅かにずれたものに落ち着く,このずれは,

rが大きくなるにつれて少しずつ大きくなるが, r-0.27辺 りで,急に,どの様な
I

パターンを初期値にして出発しても,教え込んだバターンから,はなれていってしまう

ようになる.領域 Aはこのようなアトラクターの流域である.この領域の外を初期値に

して出発し,状態を変化させて行くと,いったんほ,ア トラクターの流域に入 り込んで

ち,大きな分散のために,また引き戻されてしまう. 10

/･･古ノ

図7.3

瓦 この差は非常に小きし
t
l~~~-

A′へI-用III
この辺りの分散は非常に

大きいので引き戻される

図7.4
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｢神経回路網の数理｣

これらの事に関係して,BAM (BidirectionalAssociatiyeMemory)ll,12に関する

研究や,時系列の記憶に関する研究13 がなされている.また連想記憶のスt='ングラス的

手法を用いた解析がある.14

補足

連想記憶に関して,双対ベクトル *Cを用いる方法がある (図7.5).これは,

互いに直交してい太い入力情報の集合から,出力情報の集合-の連想記憶をするために,

入力情報の集合の双対ベクトルの集合との直交性を利用するというものである.このよ

うな相関学習は次のようにして行なえば長いことが分かっている.15

7L

△wt･,･- ccj･p(- ∑ W.･klkP+早 )
h=1

I

号二 三

図7.5

(7･23)

VItZ.情報処理機構の自動生成

これまでの話は,外界の情報をランダムにエンコードしたものを,神経集団全体に

バターンとして記憶するという｢記憶の分散表現｣の問題であったが,これからの話払

外界の情報を部分に分けて記憶して行く｢記憶の局在表現｣を,自動的に生成して行く

にはどうしたら長いかという問題である (図8.1).たとえば,第一次視覚野には種

々の特徴抽出細胞があり,ある角度の斜め線にだけ反応するような細胞が反応する角度

の順に局在している.これらの機能による局在は,ある程度遺伝によって与えられては

いるが,後天的な学習により,その境界がはっきりしてくる (図8･2).

-25-
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分散表現

局在表現

図8.2

1).神経場の学習

神経細胞を連続的2次元に配列した神経場を考え,場の空間座標を,

f=(fl,E2)とする･神経場の興奮の方程式を,

T塾昆｣ユ ニ-u(i,i)+a(E,i)+wof【u]
at

と仮定する.ここで a(i,i)は f点に入る外界からの入力の和で,

-26-
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｢神経回路綱の数理｣

a(i,i)=9(E,i)･3 - So(i,i)To (8･2)

とする. 2;は外界からの信号 (刺激)であり,シナプス結合効率 S(i,i)で,神経場

の Eに入力される･ coは抑制信号を単純化して定数の入力としたものであり,

S｡(E,i)はEにおけるその結合効率である･この抑制性入力 2:o壮閥値と考えても

長い.また(8.1)式の最後の項払

-w oflu]-Jw(i,f')f一u(f',i)】df' (8･3)

であって,位置 Eの神轟場 u(E,i)によって, I(i,i)-flu(i,i)】が出
力され,それが Eとぐ の結合 W(i,f′)によって,その位置にフィードバックさ
れる効果を表わしている (図8. 3).

図8.3

vv(%) ヽ

図8.4

結合荷重 Wは図8･4の樺に距離のみで決まる関数 W(E,f')=W(fi-E'[)
とする.
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これは人間の硯党がマッノ､効果を示すことから予想されるものである･またフィー ドバ

ックはパルスで行なわれるから,タイムデイレイは考えなくともよい.実際の学習は

S(i), S｡(i)について行なわれ,学習方程式は次のようになる･

TJRfiiJli=-3(I,i)+C∬ ･flu(E,i)]at

′
丁
as°(E,i)
at --S｡(E,i)+C'C｡･flu(i,i)]

(8･4)

(8.i)

(8･4)式の右辺の最後の項払 入九 出力が共に正の場合に結合効率 βが増加する効果

を表わす.学習は非常にゆっくりおこるから(T<くT'),右辺 f内の uをその安定平

衡値 U(i,∫)i:･置き換えて (断熱近似)議論して行く･このとき,外界の甲号に応
じた自己組織化がおこるかどうかが問題である･特徴としてはfが非線型であり･こ.れ
をどの棟に取り扱うかがポイy Ttである.ここで,実際計算の簡単化のために,

(1) ∬Oを出力の総和程度の量と考え,一定と.仮定する･

(2) f【u]=1【u】 とする･ llu)はステップ関数である･

(3) (8･4)式,(8･5)式の学習は非常にゆっくりと行なわれるから

(丁くく 丁′),学習は入力信号を見せ続けた最後の瞬間に行なわれると考え, (8･4)

式の有声のf内の u を(8･1)式の安定平衡値U(E,I)で置き換える (断熱近似)･
この U払 入力信号 Sに対する場の反応を示す･この U(i,I).がわかれば

また,神経堤の影響野の中で Uが正となっているような領域に対応している入力信号

が を知ることもできる.図8.5に倍号空間の受容野と神経場空間の影響野を,一次

元で表現したポンチ絵を示す.

(4) 時間 T'で学習が起こる間に,いろいろな信号 王が入ってくることが考えら

れる･従って (8･1)式{･, a(∫)を Cの確率p(C)によるアンサ yブル平均,

< a(I)>-Ja(I)p(=)dc (8･6)

で置き換え,(8.4)式,(8･5)式でも C｡について確率p(I)でアンサyブル平均を

とる･その際 CとS, soの平均を独立に行なうという近似をする事にする･
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影響野

図8.5

以上の近似のもとに方程式を変形して行くことにする･ここで U紘(8.1)式の平

衡状態の解であるから,

U(i,3)-A+w ol【U(E,=)】 (8.7)

^-S･3-Soco (8.8)

となる･ここでいろいろな入力倍号についての S, soのアンサyブル平均を S,

Soと書いた･ S, Soの時間発展の方程式壮 (8.4)式, (8.5)式より,

,∂β

T ~訂 =-S+C< 3'llU(E,I )】>
aS.

丁'T訂 = -So+C′co< 1lU(i,エ)】>

(8･9)

(8･10)

と得られる･信号空間 (∫)に構造を与えたときに,神経場において払 そのダイナミ

ックスに従もて興奮が起こり,最終的にあるパター ンが出力されるように自己組織化さ

れる･これらの式を解いて自己組線化についそ調べてゆきたいのであるが,まずは簡単

なところからはじめる｡
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2)･W(E)-0の場合

Wa0の場合,則ち神経巷の異なる位置の間に相互結合が全 く無い場合に何が起

こるかを調べよう. Eを固定して U(ぐ,C)- U(C)と書くことにする.

(8.7)式で W=0とすると,

-U(C)=^-S･3-SoZ=o (8･1.1)

であるから, (8･9)式と(8･10)式の定常解 S, S.を求めるには, Eに依らない方

程式,

S-C< エ･1【S･8-S.C｡】> (8.12)

S.-C'C.< 1【S･3 - Soc｡】> (8.13)

を連立させてiterativeに解けば良い･こうして平衡状態にやけるS,S.杏(8･12)式,

(8.13)式より求めた後.(8.ll)式から Uが求められる. U>0に対応する信号空

間の受容野Rを,

R=(SIU(I)>0) (8.14)

と定義する･ (8.12)式, (8･13)式で,離散的な有限個の倍号 が ∈月の入力アンサ

ンブルにおける確率 pFLを使うと, (Sの右添え字牲バターyベクトルの番号を表わす.

) .

S-C< エ･1【S･C - SoCo]>-C∑pP dL=cp(R)XR (8.15)

〟

S｡=C'co< 1【S･C - S.3.]>-C'xo∑pP-C'X｡P(R) (8.i6)
〟

ここで XR 壮領域Rの中にある信号 CFLの重心で,

XR-

∑ppが
〟

p(R)
, (SJL∈R)

p(R)-∑pP , (CP∈R)
rLZ

である (図8.6)･これらを(8.ll)式に代入して U(I)が求められる.
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(!,̂*)>0

さてどの棟なRが (8.14)式の解として資格があるだろうか7 Rに対する方程式

を求めよう. dL∈Rならば (8.ll)式から,

U=S･エIL-Soco>0

でなければならない. iFL≠Rならば,

U-S･SFL-Soco< 0

(8･19)

(8.20)

でなければならない･ ㌦ ∈Rのとき条件 U>0払 (8･15)式, (8･16)式を

(8.19)式に代入し,
∫

xR ･d･>エー Co2
Cl

Sp≠Rのとき条件 U< 0は同様にして,
′

xR･dL<エー Co2
C

(8･21)

(8･22)

となる･すなわちXR を中心とした受容野の大きさが (C'/C)C｡2tiぁることが導

き出された一 (8.21)式, (8.22)式はRの必要十分条件であることも容易にわかる.

3).W(f)≠ 0の場合 .

W を考慮したときの時間発展を見るために,入力倍号の時間変化について考えて

みる･ このときA(E,I,i)に着日するともっと見やすい形が得られる. Aの式

(8.7)式の時間微分をとると, (8･9)式と(8.10)式を使って.
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,∂A
T ~~= T
at ･怠(S･- S.C｡)

-トS+C< 3 ' f(U)>]･才一 卜 So+C'2,｡< f(U)>】2:0

--A+< (C='･8-C'co2)I(U) >

--A+< k(S,= ' )I(U(i,= ' ) ) >&･

--A+k(3,才 ′ ) *f(U) (8･23)

ここ{･右辺第二項は外界の信号 Sに関する,重みp(=)付きの畳み込み積分を表わし

てレヽて,

k(2,3 ' ) *f(U)I/k(I,2 ' ) f【U(i,3')】p(3')血′ (8･24)

である･この k(I,= ' ) =k(lエ ー エ Il)は,図8･7に示すように,
W(ff-f ' 日 に似ているが, Wが影響野の相互結合なのに対して,一々は受容野

の相互結合を表わす. Uとjl払 (8.7)式と(8.23)式を連立させて解くことがで

きる.

図8･7
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4)1-パラメーター族 (1-パラメーターで表わされる信号バターン)

外界から来るパター y rの集合が,一つのパラメーターで決定される曲線1にあ

る場合を考える.例えば,2次元平面内で空間的に細長く並んだパターンが常に入力さ

れて,それらのパターンは,鉛直方向に対する角度 ♂だけに依っているとする.信号空

間で見た場合払 =(0)が丁度この角度 Cに並ん{･いるような時に信号の現われる確

率 p(=)-p(e)が 0でない値を持ち,他のバターンの時はp(I)-0であ●る
と考えることもできる.これは,視覚野に於ける特徴抽出細胞の形成を調べるのに適す

る (図8.8).

これにともない,方程式(8･7), (8.23)払 次のように書きかえることができる.

U(E,0)≡ U(E,エ(e))

A(i,e)≡S(i)･=(0)- Sdc｡-A(t,I(a))

k(O,3')= k(I(?),I(3'))

を用いて,

U(i,0)=A(i,e)+w of(U)

T′-dA(L C)I-A(E,e)+k*f(U)dt

ここで, k*f(U)-Ik(0,0')p(e′)flU(i,e')]d3'であり, e空
間の均質性を仮定し, k(0,0')-k(0-0') とする･ (図8.9).

p(e)=定数のとき,これらの方程式の解として図8. 10のような,

-33-



甘利 俊一

K(の

図8.9

U(I,e)=9(i-ae)

図8. 10

(8.27)

を促定する. 9の形及び aの値が未定になっていることに注意する. (8.25)式,

(8.26)式から平衡状態ゐ方程式

U-k*flU]+woflU] (8･28)

が得られ,これに(8･27)式を代入すると9忙対する方程式が得られる･こめ方程式と,

条件 9(E-tae土 C)-0から, 9の形及び定数 a, 9の幅 C を求めれば長い･

βに適当なスケール変換を行なえば α-1としてよい.さらに,

k(0,0')R36(0- 0′)- C (8･29)

という近似を使って (8.28)式を解くと解は安定{･あるが, k(e)に幅を持たせると

不安定な解になる･ k(0)に幅を持たせてシミュレ-ショyで解くと,図8･ 11に

示すように,信号空間の受容野とそれに対応する神経場の影響野がブロック化された解

が安定になった. 16 第一次視覚野に,線の角度に応じたブロック化が起こることと考え

合わせると,これは非常に興味ある結果である.

5).局在興奮解の安定性1

自己組織の歩を論じるには,神経場の興奮バターンのダイナミックスを論じておく

必要がある.外部からの入力がコyスタy ト C であるとして,1次元の tに対して,～

様な構造を持った神経場 (Wが E-(′だけの関数{･あるような)の興奮の方程式
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図8.ll

･地 上⊥ - 一軒 ,i). C./W(H I)lfu(f･,i)]df･(8･30)at

を考える.

はじめに,興奮がどこにも起こっていない状態を考える.興奮していないとき (

u< 0のとき) 1【tL】-0だから,平衡状態{･払

u(f)= C< 0 (8･31)

これは無興奮の必要十分条件であり,安定であることも自明である. (Cをちょっと変

えても り< 0である).

次に局在興奮解とその安定性を調べたい.これはなかなか難しい問題{･あるが,簡

単のために単純な局在興奮解の形を仮定し,それに対して図8.12のようなパラメー

ターを考えi. 1次元的な神経場の上{･ある興奮解 u(E,i)があったとして,この解
が時間と共に不変なら局在興奮解{･ある. u(i,i)のエ･;ヂ 31, C2が時間的に変

化すると,その幅 a=32- 31も変化するが,それが 0であるかどうかを調べて安定

性を見る.計算は次のとおりである.

u(i,i)の時間変化払

u(i,i+St)-u(i,i)+品6t
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Tt'S工･ エユキSxも

=u(i,i)+iトu(E,i)+a
T

+/ W (卜 f′) 1 ( u (E′ , i))dE']61 (8.32)

時刻 t{.のエッヂ 31, 32及び,特刻 t+6tでのエッヂ cl+631, 32+62:2

に対して,
I

u(3.･,i)-u(C.･+68.･,i+6t)=0 (i=1,2)

従って,

生 62･告 St=OaX

c.･をtの関数と考えると陰関数定理 から,

鶴 2..-- % /[慧

よって,

x･1--⊥ rc+W(32- g1日
Ta

3'2-一意 【C･W(32-Cl)I

但し,

壬

W(I)-i w(3')ゐ'

ここで α, βはエッヂ rl, C2での uの勾配i:･,
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｢神経回路網の数理｣

･{･ある･よって,局在興奮解の幅 a=32- 31の時間変化払

i-C'2-3'1-T-1(α一l+β~1)【C+W(a)】 (8･38)

図8･13に示すように相互抑制性の神経場で払 β, α>0の範囲で,ある幅 α2

を持つ局在興奮解が存在する.

以上は単純な形の局在興奮解に対する議論であったが,もっと複雑な形の局在興奮

解とか,複数個の局在解が同時に存在する場合とか,いろいろ拡張した場合も部分的に

調べられている.また2次元の場合は, 1次元のエッジの代わりに2次元の図形,例え

ば円の形の変形に対する安定性等を,フーリエ係数等で議論することも考えられ七いる.

生物における視覚野のブロック構造の自己組織化による形成に関しては,生後4週

間位が自己粗線化の時期ともいわれている.ブロック構造も,はじめから大まかな結合

として弱 くはあるが存在し,生後幾日かで,外界からの刺激による学習で,より正確な

自己組織化が起こると考えられる.このような問題に対して,この神経回路網モデルの

自己組織化はその突破口として,今後,非常に興味のある問題であろう.

-37-



甘利 俊一

IX.記録書 証

この講義ノー トは甘利俊一先生が,東北大 ･理学部大学院講義室で行なわれた集中

講義 (1988年7月11日～14日)をもとにして作成したものです.

ややもすると数式の洪水になりそうな問題を,ダイレクトに結論に結びつく図を用

いて納得させてしまう甘利節が伝わるようにと,図を多く用いて順序もなるべく講義の

順に沿うように書いたつもり{･す.数学記号などについては,なるべく物理分野になじ

みが深い形に書き換えるように心がけました.豊富な図を使用した甘利先生の明解な講

義を文章化してまとめるにあたって,記鼻音の独断{･修正補足を行なってこのノートと

なってしまいましたが,もっと舌足らずでない方法が合ったかも知れません.

神経回路網に関する研究は生物学,医学,情報科学,数学,物理学,工蛍 認知科

学等多くの学問分野にまたがるものであり,それだけに非常に興味深い分野だと思いま

す.本稿が,この神経回路網の研究が,物理学の分野{･更に強い関心をもたれるための

一助となることを希望しています.御多忙にも拘らず原稿に日をとうして頂いた甘利先

生に心から感謝申し上げます.

最後に意味不明瞭な点等を御指摘下さった応用物理学科の措苗代教授,浜中君,そ

の他,この講義ノートの研究室ゼミで誤記の訂正等でお世話になった松原助教授はじめ

研究室の皆様に感謝致します.応用物理学科に属する私に,甘利先生の読売を聴講する

機会を与えてくだきり,また甘利先生の監修をとりはからって下さった物理学科の都築

教授に心から感謝致します. (田森住秀)

(補記)甘利先生は超御多忙にもかかわらず東北大学理学研究科で,すぼらしい,そし

て挑発的な講義をして下さり,心から感謝いたしております.講義ノートを物性研究に

に出させていただくことに御同意下さいましたの{･,･昨年京大でなされた講義のノート

(物性研究 生-6(1987-3) )のことも考えて,"神経場の自己紅織"を中心に

今回壮ノートを作 り,先のものと合わせてひとまとまりのものとしようと計画しました.

ところが田森住秀氏 (東北大 ･工 ･応物 ･持苗代研院生)がすぼらしい講義ノートを作

ってくれましたので,全コースの記希を捉供することにしました.甘利先生の監修付き

です.篠本滋氏によるノー トと合わせて活用下さい.田森住秀氏に感謝いたします.あ

漢-りにすぼらしい出来なので,甘利先生御自身の著書 ｢神経回路網の数理｣ (産業図書,
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1978)が売れなくならないかと心配です. (都築)
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