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Abstract

有限自由度のⅠIamilton系の積分可能性,不可能性を与える請定理をまずreviewする.

その上でZiglinの定理 (1983)にもとづく積分不可能性の証明を詳細に解説する.無限自
由度の系(PDE), および散逸系については何もふれない.

1 積分可能性

1.1 IJiouville-Arnoldの 定 理

包含系をなす第-積分の租.求積可憶.作用 ･角変数

1.2 Hamilton-Jacobiの方 程 式 の 変 数 分 離 可 能 性

Liouville,Stackel,DarbollX,Whittaker,… 速度 について2次の積分の存在

Ⅰ.MarsllallandS.Wojciecl10WSki,J.Matll･Phys.29(1988)1338.

1.3 単 純 Lie代 数 と Lax方 程 式

Todalattice.ルー ト系.Dynkinダイヤグ ラム

0.I.Bogoyavlensky,Commun.Matll.PllyS･51(1976)201.

2 積分不可能性

2.1 Bruns(プ ル ン ス) の 定 理 (1887)

3休問題の積分不可憶牡.歴史的意義.はたして誰が正 しく理解 しているか

A.R･Forsyth,Theoryo/DiRerenlialEqual2'ons,Chap.17(1900).
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2･2 Poincar6の定 理 :そ の 1(1892)

II-/Io(p)+FLIIl(p,q)+p2II2(p,q)+… に対 して,4,-0.(p)+FL申1(p,q)+FL2･l･2(p,q)+_..
なる積分の非存在.知限個の条件必要

2.3 Poincar6の定 理 :そ の 2 (1892)

周期解上でgrad申,･一次独立なる積分の存在 - すべての特性指数-0

2.4 Poincar 占 -Melnikovanalysis

積分可能 -→安定多様体と不安定多様体のtransversalな交わ り不可

2.5 Ziglinanalysis

積分可能 - 多重周期解に付随するMonodromy群に強い肘J的

S.L.Ziglin,FullCt.Allal.Appl.16(1983)181.

3 Ziglinの定理にもとづく積分不可能性 (Ziglinanalysis)

3.1 introduction

次の自由度 2のⅠIamilton系を考える.

II-(1/2)(p言+p…)+(1/4)(q14+q,:)+(i/2)qfq22 (1)

ここで,Eはconstantである.この系はE-0,1,3のとき積分可能であり,多項式の第-積分

を実際に書 き下すことができる.例えばE-1の時,◎-plq2-P2ql(角運動量),E-3の時,

¢-pIP2十qlq2(qf+q…)が Hamiltonianと独立な第-積分である.E-0の時はあさらか.そ
こで当然,問題になるのがこれ以外に積分可蛇な場合があるかということである.任意に与え

られた系に対 してその積分可能性を決定するalgoritllmicな判定条件は知 られていない.特に

積分の非存在を主張することは大変むづか しい.既知の積分不可能性の定理はIlear-integrable

な系にだけ有効で現在の問題には役に立たない.

しか しながらZiglitlの定理にもとづいた解析 (Ziglinana･lysis)によjJLば,nea･r-integrableで

ない系の積分不可能性を主張することができる.ここで本質的な仮定はITamiltonianが(q,p)の

板東解析関数として与えられ,かつ多重周期を持つ特殊解を有することである.Ziglinanalysis

の結果 ｢ITamilton系 (1)はf-0,1,3の時のみ独立な解析的第-積分を有する｣ことが結論
される.
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3.2 Ziglinの 定 理

(i)は明かな特殊解 (直線解)q1-0を有す る. このときq2li, 呑2+q23-0を満足 し, そ
の解は Jacobiの楕円関数によって

q2(i)-cn(i,1/ヽ乃), (2)

と表 され る.楕円関数は 2つの周期Tl,T2を持つか ら,直線解 q1-0は 2重周期解である と
いえる.

(1)の直線解 q1-0のまわ りの変分方程式の うち直交成分 (NormalVariationalEqllation,

NVIり は

さ-77,カニ-ftq2(i))2E (3)

と書ける.(3)は 2重周桝係数を持つHillの方程式 とみなせる.各々の周期 γに対 して(3)の
解の時問発展

(三'(芸),)-M(Tt･,(5'(oo',) (4,
は Monodromy行列 M(T.I)(i- 1,2)を定める.M(Tl),M(T2)は一般 に可換でない.Mon-

odromy行列 M(T)はそあ固有値 (特性乗数)p が 1のべき根でないときno】一一rcsonantと呼

ばれる.以上の状況のもとで Ziglinの定理 は次のように述べ られる.

定 理

Ifamiltonian(1)が少な くともql-P1-0の近傍で解析的かつ独立 な第一積分 ¢-const.
を有するとする.さらに,M(Tl)が non-resonantと仮定す る. この時,(i)M(Tl)とM(T2)

は可換であるか,(ii)traceM(T2)-0とならなければならない.

この結果,例えばM(Tl),M(T2)共にnon-resonantであること,およびそれらが非可換で
あることが確認できれば解析的な第一積分の非存在を主張できることになる.

3.3 Ziglinの 定 理 の 証 明 の 概 要

<I'(q,p)-consi.fol･theoriginalIIIa･miltoniansystem

-I(E,rl,i)-COnSi.forthenormalvariationalequations
- I(E,Tl)-COnSi.fortllemOnOdromygroup

ifM(Tl)Ron-1･eSOnant- (i)M(Tl)commutesWithM(T2)or(ii)traceM(T3)-0.
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3.4 Examples

3.4.1 2次元の同次式ポテ ンシャル

原点 を通 る直線解が常に存在 し,それは多重周桝解

NVEは Gaussの超幾何方程式に変換-Monodromy行列のexplicitな表現

Ⅴ(q) :次数 kの同次式ポテンシャル (k≠0,土2)

C:代数方程式 gradV(C)-Cの lつの解

入1,人2(-k-1).･ⅠIessian行列 D2V(C)の固有値

Th･ifAl∈SA･ (直線解が指数関数的に不安定) - noadditionalanalyticintegral.
II.Yosllida,PhysicaD29(1987)128.

3.4.2 N次元の同次式 ポテ ンシャル

V(q) :次数 kの同次元ポテンシャル (k≠0,土2)

C:代数方程式 gradV(C)-Cの 1つの解

入1,人2,...,人n:11essian行列 D2V(C)の固有値

△PJ:- 1十8kA,･/(k-2)2
Th.if△pi(i-1,2,...,N)有理数体上一次独立 - Iloadditiollalanalyticintegl･al
H.Yosllida,Phys.Lett.A141(1989)108.

3.4.3 非同次式 ポテンシャル

任意次数の truncatedTodalattticeの積分不可能性 (n-3:I-16non-IIeiles)

H.Yoshida,Commun.Math.Phys.116(1988)529.

3.4.4 その他

MonOdromy行列の数倍計算 - velocitydependelltpOtentials

D･RoekaertsandII.Yoshida,J･Phys.A･21(1988)3547.
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