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巡回和公式は和公式の細分化と呼ばれており，和公式は多重ゼータ（スター）値の基本的か

つ重要な関係式族の一つである．多重ゼータスター値の巡回和公式はM.Hoffmanによって

予想され， Y.Ohnoによって証明された ([1]).その後， Ohno-N.Wakabayashiによって多重

ゼータスター値の巡回和公式が証明された ([4]).一方で，小山宏次郎氏との共同研究により，

有限多重ゼータ値および有限多重ゼータスター値の巡屈和公式を得た ([3]).今回，その lift

となるふ有限多重ゼータ値およびふ有限多重ゼータスター値の巡回和公式を与えた ([2])の

で報告する．

1 多重ゼータ（スター）値の巡回和公式

この節では多重ゼータ値および多重ゼータスター値の巡回和公式について説明する．

正の整数k1,... , krに対して，自然数の組(k1,... , kr)をindexと呼ぶ.index (k1, ... , kr) (k1 :2: 

2)に対して，多重ゼータ値および多重ゼータスター値を

((k1, ... ,kr) := L 1 E股
碕i... mダr

m1>…>mr>O 

および

ぐ(k1,.. ,,kr):= L 1 
柘 k

E艮
... r 

m12'. …2'.mr>O m1 mr 

でそれぞれ定義する

巡回和公式は多重ゼータ値の間に成り立つ閲係式族の一つであり， M.Hoffmanによって

予想され， Y.Ohnoによって証明された ([1]).その後， Ohno-N.Wakabayashiによって多重

ゼータスター値の巡回和公式が証明された ([4]).巡回和公式を述べるために記号を定める．

正の整数k,r(k 2りに対して， indexの集合I(k,n)を

I(k, r) := { (k1, ... , kr): index I k1 +・ ・ ・+ kr = k} 

で定義する．そして， I(k,r)の二つの元が巡回同値であるとは，び=(1・・・r)とj= 1, ... ,r 

に対して，

(k1, ... , kr)三 (kが(1),...'kが(r))
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を満たすこととする.indexの集合I(k,r)における巡回同値類の全体を II(k,r)で表す．以

下，空和は0とする．

多重ゼータ値および多重ゼータスター値の巡回和公式を以下に述べる．

定理 1.1(Hoffman-Ohno [1], Ohno-Wakabayashi [4]). II(k,r) (k > r > 0)の任意の元aに
対して，

こ区((k1-i,k2,... ,kr,i+l)= L く(k1+ 1, k2, ... , kr) 
(k1,k2, …，kr)Ea i=O (k1,k2,---,kr)Ea 

および

k1-2 
klal とどぐ(k1-i, k2, ... , kr, i + 1) = 
r 

(k1,k公..ぶ）Ea i=O 

く(k+ 1) 

が成り立つ．ただし，右辺の回は aの元の個数とする．

2 A—有限多重ゼータ（スター）値の巡回和公式

この節では，ふ有限多重ゼータ値およびふ有限多重ゼータスター値の巡回和公式につい

て述べる．

Aー有限多重ゼータ値と入有限多重ゼータスター値を定義するまず， J.Rosen [5]による

入を定義する．正の整数nに対して， Q-代数Anを

ふ＝（』/fp"Z)I (翌~/fp"Z)
で定義する．任意の正の整数nに対して，自然な準同型A叶 1→Anが存在し，この準同
型について｛ふ}n21は逆系をなす． そこで， A:=limAnとすると，自然な全射準同型

← n 
7f: II Zp→ Aが存在する．このとき，正の整数nとindex(k1, ... , kr)に対して， A町有限
p 

多重ゼータ値および心有限多重ゼータスター値を

(A,, (k>, ... , k,-) ,~Cm, I叫 >Om↑'1m夕,mod pn)'E A,, 
および

立(k,,...'似） ~Cm,e~叫 >Omぐ'lmな,mod p•)'E A,, 
でそれぞれ定義する．また， .A-有限多重ゼータ値およびAー有限多重ゼータスター値を

奴(k,,.. ,,~)·~~(C,E叫>0m『1』1)EA 
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および

叩,,•••• ")~, (C. 戸叫>Om↑,l mが)JEA 
でそれぞれ定義するさらに， p:= 1r((P)p〗とする．

今回得た，A-有限多重ゼータ値およびA有限多重ゼータスター値の巡回和公式を以下に
述べる．

定理 2.1.II(k, r) (k~r > 0)の任意の元 aに対して，

柘ー2

L Lは(k1-i, k公・..ぶ i+ 1) 
(k1,k2, .. -,kr)Ec:t i=O 

=(k1,k2; 柘）Ec:t((応+1, 虹 ，kr) +言心(k2,上ふ +l)+奴(k公 ，krぷi,l))pz-1)

および

k1-2 

I: I: 唸(k1-i, k2, ... , kr, i + 1) 
(k1必，…ぶ）Ea i=O 

00 klal 
n 
奴(k+ 1) +区区(}(k公..., kn, k1, l)pl-l 

(k1,k2, …，kn)Ea l=l 

が成り立つ．

有限多重ゼータ（スター）値の巡回和公式の左辺に現れる indexは，多菫ゼータ（スター）値

の巡回和公式（定理1.1)の左辺に現れる indexに一致している

A:=A1とする．定理2.1は次の定理の liftとなっている．

定理 2.2(K.-Oyama [3]). II(k, r) (k 2". r > 0)の任意の元 aに対して，

k1-2 

区区 (A(k1-i, k公...,kr,i+l) 
(k1必，．．．ふ）Ea i=O 

L {(A(k1 + 1, k2, ... , kr) +〈A(k2,... , kr, k1 + 1) + (A(k2, ... , kr, k1, 1)} 
(k1,k2, …，柘）Ea 

および

k1-2 

L L (A(k1 -i,k2, ... ,kr,i+l) = L は(k2,... , kr, k1, 1) 
(k1,k2, …，kr)Ea i=O (k1,k2, …, kr)Ea 

が成り立つ．
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