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Effective method 

and applications in Diophantine problems 

日本大学理工学部＊平田典子

Noriko Hirata-Kohno 

Dept. of Math., College of Science and Tech., Nihon University 

1 I ntrod uction 

この数年，数論の諸定理に対する証明が effectiveであるか否か，そして結果

をexplicitに示せるかが，応用上の理由により話題になっている．ディオファン

トス近似でeffective或いはexplicitという成果を得るには，何よりも AlanBaker 

の対数一次形式（いわゆる Baker理論）そして Pade近似 (Hermite-Fade近似），

加えて超越近似が有効である．近似そのものの証明も面白い．

本稿はH.G. Senge-E. G. Straus及び C.L. Stewartの結果に関し，京都大学

の尾高悠志氏から受けた質問がきっかけになって計算したもの，そしてディオファ

ントス問題における effectivity即ち effectiveな成果を与える証明方法について

簡単に概説したものである． ShantaLaishram氏，川島誠氏との共同研究を含む．

1973年， SengeとStrausはPisot数の考究から発展したディオファントス問題

の一つとして，次の問を考えた [18].Stony Brookで開催された SummerSchool 

(1969)で提出された問題が発端になっている．
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QUESTION 1.1.正整数を 2つの異なる正整数a,bで展開したときに， a進展開

における各桁に現れる数と， b進展開における各桁に現れる数との総和が有界にな

るような正整数は，無限個存在し得るか？

この Question1.1に対し，［18]では「K.Mahlerや S.Langの， 1つの代数的数

を（固定された代数体に属する）代数的数で近似するディオファントス近似で答え

を出す」と述べられているが， SengeとStrausの用いたこの近似は effectiveで

はない．その後に Stewart[20]が対数一次形式を適用して Senge-Strausの結果を

effectiveにしたが，各情報への explicitな依存度を見るため，少々計算したものの

報告である．なお，現存する方法のうち， effectiveかつ最も精密な評価を与える

Pade近似 (Hermite-Pade近似） ［15]により， effectiveな無理数度 [14]，超幾何級

数の値及び多重対数の一次独立性についての判定基準 [8][9] [10] [11]も得られる．

2 Effectivity 

Effectivityとは，有限回の操作で有限時間内に実行可能なアルゴリズムにより

最終的な目標物が決定できる状況を示す言葉である．計算量が膨大であっても有限

時間に終わるならばeffectiveであると言って良い．

ディオファントス問題における典型例，例えば方程式の全ての整数解が有限個で

ある場合等においても，その整数解を全て決定することが有限時間内に終了するな

らば，解もしくは解を求めるための証明はeffectiveであると称する．対象物であ

る解を全て列記できる場合， explicitという単語を用いる．

対象物が有限個に限ることが証明できる場合であっても，対象物を全て求め得る

計算方法が実際に存在しなければ， effectiveとは言えずに， ineffectiveとなる．

現時点でどのようなディオファントス近似がineffectiveであるかを羅列する．

Axel Thueや C.L. Siegelらが示した， 2次以上の代数的数に対する有理数によ

る近似の指数の改良によって K.F. Rothはフィールズ賞を受賞したが， この近似

の証明は effectiveではない．即ち以下の定理において，有限個であることが示せ

ている有理数？ €Q を決定する方法は知られていない．
q 
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THEOREM 2.1 (Roth, 1955). aを次数 d2:: 2の実代数的数とする．任意の

s>Oに対し，不等式
p 1 

a-- ＜ 
q |q|2+e 

を満たす p_E Qは有限個に限る．
q 

Rothの定理は次の形で W.M. Schmidtにより一般化され， Schmidtの部分空

間定理 [17]と名付けられた．部分空間定理は Rothの近似のいわば同時近似版で

ある．部分空間定理の活用により，ディオファントス問題に関する多くの新発見

が最近も得られているが [6][21],Schmidtの部分空間定理は effectiveではなく，

effectiveになる技術革新は今のところ無い．

THEOREM 2.2（部分空間定理）． nE Z2:2とする．変数Xぃ・入五に対し n個

の一次独立な代数的数係数の一次形式L1,・..,Lnを考える．このとき，任意の

e>0に対し，有限である£個の真の線形部分空間 T1,・・・,Tc C Qnで，以下を満

たすものが存在する：整数ベクトル0=/-X = (x1, ・ ・ ・, Xn) E znで

IL1(x) ・ ・ ・ Ln(x)I::; JI].?'~ (lxil)―e 
1:Siさn

を満たすものは，必ず T1,...,Ttの和集合に属する．

(1) 

さらなる一般化もあるが，残念ながら全てineffectiveである． tの上界はexplicit

に得られている．部分空間定理の応用には Siegel(1921)らによる単数方程式の解

の有限性を経由する場合も多い．一般的な単数方程式の解の有限性定理としては

J.-H. Evertse-H. P. Schlickewei-Schmidt [12]があるが， 2変数の単数方程式に限

りBaker理論 [4]が適用可能で， effectiveな結果が得られる (Rothの定理からも

解の有限性は出るがineffective)．即ち Kが有限次代数体， 0#-a, /3 EKのとき，
単数方程式ax+(3y = 1の解x,yE UKは有限個であり， 2変数の場合に限って，

以下の手順で解x,yはeffectiveに求まる（ディオファントス方程式の effectiveな

結果は， 2変数の単数方程式の解の effectivityに帰眉される場合が多い）．
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THEOREM 2.3 (A. Baker [4]). 0でない a1,...,aeEKを固定し，これら

の高さの最大値を A とおく．全てが 0ではない整数 b1,・ ・ ・, be E Zに対し，

a『1...O'.ク＃ 1を仮定． B=max区Jg|bバ十3とおく．このとき £,A,[K:Q]に
よる effectiveな定数C>Oが存在して，以下が成立：

閲・・・心ー 11> B-c. 

簡単のため係数 1の単数方程式 x+y=l (x,yEUK)にTheorem2.3を

適用して， 2変数の単数方程式の解を effectiveに求めよう． X -/-0, y -/-0即ち

x = l -y -/-0, l -y -/-lとする． C1,C2,...はeffectiveな正定数とする．

Dirichletの単数定理から x= <e『l.．．e平， y=ぐ咋・..cヤと表せる．但し

く，〈＇は K に属する 1のべき根，釘，・・・，eTは単数群UKの基底とする． x=l-y

より， loglxl = log| （咋・・• eヤー 1|．この 0-/-x=l- （的・• • eかに対して

Theorem 2.3を適用すると

log lxl = log|（的・・・占ー 11> -Ci log B. 

一方，高さの性質やDirichletの単数定理より loglxl :'.S -C2Bが成立（実数Bは

未知であることに注意）．以上の不等式をつなげると—C1 logB < -C2B, 

C 
:.B く ~logB.
C2 

logBはBより小さいので，これより Bは有界． Bの定義より， y=＜均...cヤ
における指数部分の整数b1,...'brが定まる．〈，ぐや釘，・・・，己はK に依存した

情報で effectiveに求め得るので， y,従って xもeffectiveに定まる．残念ながら

この証明は 3変数以上の単数方程式では走らない．

3 Senge-Strausの問題と答え

Question 1.1にはTheorem2.2の特別な場合から次の答えが出るが，これをどの

ように effectiveにできるのかを見てみよう．具体的に以下の問を考察する．
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y E Z, y > 1, y c/= 10の累乗とする． dE Z>oに対して，炉を 10進展開して

Yd = XQ + X1 ・ 10十四・ 102+・・•+ % •10れと表示し， 10 進展開の digits の和を

S10（炉）＝ Xo十X1+・・・十％とおく．

一般には N E Z2:2を考え，整数 a,b E Z2:2を固定． a,f3 E Z, 0さa<a, 

0さ/3< b, La,a(N) := N のa進展開における， a とは異なる digitsの個数，

L/3,b(N) := N のb進展開における， f3とは異なる digitsの個数とする． また

La,a,/3,b(N) := La,a(N) + LJ3,b(N)とおく．

今の場合は L。,10（炉）が炉の 10進展開における非零 digitsの個数で，明らかに

L。,10（炉） :'.SSlQ（炉）が成立する．この場合の Question1.1の問題と答えとしては

下記を考察することができる．

1.数列Y,Y叉砂．．．，y叫．．．を考える．

2. d→ 00のとき， s10（炉）→ CX)であろうか？
3. d→00のとき，非零の digitsの個数L。,10（炉） → CX)であろうか？
4.一般に， L。，10(N)+ L。,y(N)が下から評価される場合， 10及びyは乗法的

に独立になるであろうか？
. logy 

5. Senge-Strausの答え [18]:~ (/: Qであることと， L。，10(Yり＋L。，y(Yり
log 10 

が下から評価され，その下界が無限大に発散することは同値（但しineffective

である）．

この Senge-Strausの答えの explicit版が，以下の定理である．

log a 
THEOREM 3.1 (Laishram, Kawashima and NHK). ~ ¢: Qならば

logb 

La,a,/3，b(N) + 1 > 
loglog(N) 

log log log(N + 30) + 105.砂＋ 105．炉＋ 107.ab(a + b) ・ 

即ち，対数一次形式から explicitな計算によって explicitStewartつまり Senge-

Strausのeffective(explicit)な答えが得られたことになる．
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この Theorem3.1から以下が得られる．

1.炉を 10進展解する： yd=Xo十叩・ lO+x2・102十．．．十Xn・ 10八

2. 10進展開の digitsの和を s1o(Yり：＝ Xo+ X1 + ・ ・ ・ + Xnとおく．
3. L。,10（炉） ＝ydの10進展開における非零 digitsの個数であるが，明らかに

L。,10(Yり~ S10（炉）．
4.例えば S10（炉）さ 35と仮定すると， L。，10（炉）さ 35である．

5.しかし上記の定理より 36~ log log炉が得られる．

6.不等式をつなげると， d≪ l. 
7. dはexplicitに定まる．

8.つまり， s10（炉）が有界となる dはこのように定まってしまう．

4 超越近似による effectiveな結果

超越近似の手法を用いると，以下の effectiveな結果が得られる．

1. F. Amoroso-S. David, Davidら[1][7]による， Lehmer問題の評価 [16]．例

えば代数体K上の Abelianvariety AのN-torsion点pEAに対する評価

（詳しくは [7]参照のこと，予想の解説もある） ： 

[Q(p) : Q] 2': C ・ N入

はexplicitな定数C>O,入＞ 0を用いて記述される．

ちなみに Abelian varietyではなく，元の Lehmer問題の評価に対する現時

点で最良の結果は [2]である．

2. Pila-Wilkieの一連の定理に関する評価の一部に対しても， effectiveな結果

が得られる（現在， Workin progress). 

超越近似については，いわゆる Baker理論に加え様々な背景を述べてある本とし

ては [5]が良いが，対数一次形式の定理の証明そのものは [4]を参照されたし．



81

謝辞 本研究は JSPS科学研究費補助金 GrantNo. 21K03171の助成を受けてい

ます．国際共同利用・共同研究拠点としての京都大学数理解析研究所の支援も受け

ております． この場をお借りして厚くお礼申し上げます．

References 

[1] F. Amoroso and S. David, Le problもmede Lehmer en dimension 

superieure, J. Reine Angew. Math., 513, (1999), 145-179. 

[2] F. Amoroso and S. David, Covolumes, unit邸，而gulateur:conjectures 

de D. Bertrand et F. Rodriguez-Villegas, Annales mathematiques du 

Quebec, 45, (2021), 1-18. 

[3] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers. I, II, 

III, IV, Mathematika, 13, (1966), 204-216, 102-107, 220-228, 204-216. 

[4] A. Baker, Transcendental Number Theory, Cambridge Univ. Press, 

1975. 

[5] A. Baker and Gisbert Wiistholz, Logarithmic Forms and Diophantine 

Geometry, New Mathematical Monographs 9, Cambridge Univ. Press, 

2007. 

[6] P. Corvaja and U. Zannier, Applications of Diophantine Approximation 

to Integral Points and Transcendence, Cambridge Tracts in Math., 212, 

Cambridge Univ. Press, 2018. 

[7] S. David, Bulletin de la Societe Math. de France, 121, no. 4, (1993), 

509-544. 

[8] S. David, N. Hirata-Kohno and M. Kawashima, Can polylogarithms 

at algebraic points be linearly independent?, Mose. J. Comb. Number 

Theory, 9, no, 4, (2020), 389-406. 

[9] S. David, N. Hirata-Kohno and M. Kawashima, Linear Forms in Poly-

logarithms, Ann. Scuola Nor. Sup. Pisa, Classe di Scienze, series 5, 23 

(3), (2022), 1447-1490. 



82

[10] S. David, N. Hirata-Kohno and M. Kawashima, Linear independence 

criteria for generalized polylogarithms with distinct shifts, Acta Arith., 

206, (2022), 127-169. 

[11] S. David, N. Hirata-Kohno and M. Kawashima, Linear independence 

of values of hypergeometric functions and arithmetic Gevrey series, 

preprint, arXiv:2203.00207. 

[12] J.-H. Evertse, H. P. Schlickewei and W. M. Schmidt, Linear equations 

in variables which lie in a multiplicative group, Annals of Math., 155, 

no. 3 (2002), 807-836. 

[13] N. I. Fel'dman and Yu. V. Nesterenko (authors), A. N. Parshin & I. R. 

Schfarevich (eds.), Number Theory IV, Encyclopaedia of Mathematical 

Sciences Vol 44, 1998. 

[14] M. Kawashima and A. Poels, Pade approximations for sh柑edfunctions 

and parametric geometry of numbers, J. Number Theory, 243, (2023), 

646-687. 

[15] K. Mahler, Perfect systems, Compos. Math., 19, (1968), 95-166. 

[16] D. Masser, Auxiliary Polynomials in Number Theory, Cambridge 

Tracts in Math., 207, Cambridge Univ. Press, 2016. 

[17] W. M. Schmidt, Diophantine Approximation, Lecture Notes in Math., 

785, Springer, 1980. 

[18] H. G. Senge and E. G. Straus, PV-numbers and sets of multiplicity, 

Periodica Math. Hungarica, 3, (1973), no. 1-2, 93-100. 

[19] C. L. Siegel, Transcendental Numbers, Annals of Mathematics Studies, 

16, Princeton University Press, Princeton, 1949. 

[20] C. L. Stewart, On the representation of an integers in two different 

bases, J. Reine Angew. Math., 319, (1980), 63-72. 

[21] U. Zannier, Diophantine equations with linear recurrences, An overview 

of some recent progress, J. Theor. Nombres Bordeaux. 17, (2005), no. 

1, 423-435. 




