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モード結合理論 (modecoupling theory， MCT)が、ガラス転移の微視的理論として登場し

てから 20年以上経つo MCTは、ガラス転移点近傍の過冷却液体のダイナミクスを、定量

的に説明できる唯一の理論として注目を集めたが、実際のガラス転移点よりかなり高温で

破綻するなど、深刻な欠点も早くから指摘されている。 MCTがガラス転移の本質の全て

を捉えることはできないことは、はっきりしている。それにもかかわらず、 MCTは、様々

な新しい現象を実験に先駆けて予言し続けており、現在でもガラス転移研究において重要

な役割を果たしている。 MCTの導出で使われる近似の荒唐無稽さを知る者は、数多ある

欠点に幻滅するよりも、むしろMCTが大きな成功を収めた事実に驚倒する。その成功や

手法を解説した論文は多いが、限界や欠点を強調したものはあまりないようである。本稿

の目的は、 MCTの成功例や問題点を整理し検証すること、そして、筆者の関わった研究

を中心に最新の研究成果を紹介しつつ、 MCTの今後の発展の可能性を占うことである。

本稿では、多くの未解決の問題について論じている。読者諸氏の意見を頂き、それらの問

題の解決の糸口を見つけることができれば幸いである。
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1 はじめに

ガラスは人類最古の人工材料であり、金属に次いで最も生活になじみが深い物質である。

ガラスを作る方法は、 6千年以上前から知られている。しかし、なぜ、そして、どのよう

にガラスができるのかは未だによく判っておらず、現在の物性物理学に残された最大の疑

問のーっと言われている [1]。液体を融点以下に急冷すると、結晶化をし損なって過冷却

液体となる。さらに温度を下げていくと、過冷却液体の粘性は劇的に増加し、やがてアモ

つ中つ中P
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ルファス状に凍結する。これがガラス転移と呼ばれる現象である [2-4]。温度の代わりに、

圧力や密度を大きくしても同様の転移が起こる。ガラス転移は、直感的には、液体中の分

子が温度低下や密度増加によって運動しにくくなり、結晶の秩序構造を見つける前に(核

これを物理的に正確にしかし、生成する前に)、交通渋滞を起こしてしまう現象である。

理解しようとすると、 ガラス転移の定義すら判然としてたちまち難しくなる。そもそも、

いないのである。
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図1.1:(a)ガラス化しやすい様々な過冷却液
体の粘度の温度依存性。(文献 [5]より)(b)液
体と結晶のエントロピーの差ムS= Sliquid-

Scrystalの、温度依存性の概念図。
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ガラス転移とは何か

まず、ガラス転移点(九)とは何か。九には、

観測の方法の違いによって 2種類の定義がある。

1.1 

1つは、系の巨視的なダイナミクスの測定から

定義する方法である。それによると、「過冷却液

体の粘性係数が 1013poiseに達したときの温度j

10'" 

i1S 

(b) 

を九と呼ぶ。図1.1(a)は、何種類かの典型的な

過冷却液体の粘性係数の温度依存性をフ
o

ロット

したものである。九jTを横軸に取り、縦軸に粘

性係数を対数で表したこの図は、 Angellプロッ

トと呼ばれている [5]。粘性係数が低温で発散的

に増大していることがわかる。九は、通常の粘

度計で粘性係数を測定できなくなる温度、
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とし

て人為的に定義されているのである。 舟実に、粘

性係数は系の緩和時間に比例するから、九は同

時に、観測時聞が緩和時間を追い抜いてしまい、

測定が不可能となる温度、ということもできる。

さて、図1.1(a)を見ると、 Si02(、ンリカ)など

は比較的よく直線に乗っている、つまりアレニ

ウス的な振舞いをしていることがわかる。一方、

OTP(オノレソターフェニル)などの低分子液体では、非常に強い非アレニウス的な振舞い

をしていることがわかる。これらの振舞いは、 Vogel-Fucher(VF)則と呼ばれる経験則、
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ここで、 Bや九(<九)はフイツテイングノfラメータ

である。シリカでは九《九であるのに対して、 OTPは九と Toは近い値を取る。 Toと

九の差の指標K 回 1/(1一九/九)は、アレニウス的な振舞いからのずれを表すパラメー

タで、ガラスの「脆さJ(仕agility)と呼ばれている [5]30 シリカは丘agilityの小さい「強
3正確には、 K は図1.1(a)において、 loglQηの九での傾きjK=一九dloglQη(T)JdTIT=九で定義され

円、
u
q
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を用いてフィットすることが多い。
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いガラスJであり、 OTPは逆に「脆いガラスJである4 VF員IJは、粘性係数がToにおい

て発散することを表している。このことは、九以下のある温度九で、何らかの「相転移」

が存在する可能性を示唆している。

ガラス転移点のもう 1つの定義は、系の熱測定から定めるものである。それによると、

「比熱に異常が現れる温度jを、九と呼んでいる。図 1.1(b)は、液体と結晶状態のエント

ロビーの差、ム8= 8liquid -8crystalの温度依存性の概念図である。高温の液体を急冷する

と、本来、融点 Tm での結晶化に伴い、ムSはOへと不連続に変化するべきところである

が、核生成する機会を逸した系の l18は、 Tm 以下でも連続的な変化をする。この過冷却

状態のエントロピーは、温度低下とともに減少する。同時に分子運動の緩和は遅くなって

いしすると、ある温度で緩和時聞が観測の時間スケールを追い抜いてしまう。この温度

以下では、観測の時間スケールで、過冷却液体の分子運動が凍結しているように見える。そ

のため、その温度を境にして、見かけ上、エントロピーの減少が突然鈍り始め、固相のよ

うな温度依存性を示すようになる。また、その傾きである比熱 Cp= T(θ8jθT)pは、急激

にジャンプする。この温度を九と定義する。多くの過冷却液体では、この九と、先に粘

性係数で定義した乃はほぼ等しい [5]。粘性係数は緩和時間に比例するので、これは驚く

べきことではない。この比熱の跳びによるむの定義もまた暖昧で、観測の時間スケール

に依存して変化してしまう。実際、急冷速度を遅くすると九は減少する(図1.1(b)の九，1

とTg，2)。

では、急冷速度を遅くしていった極限には何があるのだろうか。この図から想像すると、

ムSはそのまま下がっていき、もし何も起こらなければ、ある温度TKでム8<0となる、

つまり無秩序相である液体のエントロビーが、結晶のエントロビーよりも小さくなる、と

いう奇妙なことが起こる [6]0 これが、いわゆる Kauzmannのパラドクス、またはエント

ロビー危機と呼ばれる問題である50 TKはKauzmann温度と呼ばれている。 TKは、式

(1.1.1)で定義した九の値に近いことが多く、この温度で何が起こっているのかを理解す

ることが、ガラス転移の根源的な問題である。

以上が、ガラス転移点の定義である。最初に述べたように、ガラス転移は分子の交通渋

滞である。つまり分子間距離程度の長さのスケールに起源を持つ現象で、ある。従って、ガ

ラス転移を理解するためには、微視的なスケールでのダイナミクスをつぶさに観測しなく

てはならない。この目的のためによく調べられている量は、微視的な物理量に対する時間

相関関数である。分子間距離程度のスケールで、も保存する物理量は密度場であるから、そ

る。式(1.1.1)で、 η。として、典型的な液体の粘度 10-2Poiseを選ぶと、 K= 15Tgj(Tg一九)と表される。
4この[脆さ」という言葉は、ガラスの力学的な硬さとは何の関係もない。九付近での自由エネノレギーラ

ンドスケープ (frceenergy landscapc， FEL)の形状の、温度に対する敏感さを形容する言葉として導入され
たらしい。

5厳密には、液体状態のエントロピーが、有限温度で結晶状態のそれよりも低くなること自体は、熱力学的

には問題はない。むしろ、温度T=Oの極限で熱力学第3法員IJS =0を満たすために、温度低下とともに、
エントロビーがどこかで減少を止めて増大に転じなくてはならない、という異常さが問題なのである [2]0
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(1.1.2) 

の相関関数を調べるのが適当である。単原子分子の場合であれば、密度場は、

N 

ρ(r， t) =乞<5(r一九(t))

で定義される。

特に中性子散乱や光散乱実験、シミュレーションで調べられるのは、

換して波数 (k)表示にした密度、 ρk(t)= 2:[:1 Cik.Ri(t)の相関関数である中間散乱関数

(intermediate scattering function)、

ここで、 Nは分子の個数、 a(t)は時刻 tにおける分子の重心座標である。

これをフーリエ変

F(k， t) =志向k(t)悦 (0)) (1.1.3) 

また、 1分子の

10' 

である。ここで、 6ρk=ρk一(ρk)は密度揺らぎ、“牢"は複素共役を表す。

密度場ρs，k(t)= eikRi(t)に対する自己中間散乱関数凡(k，t)= (<5ρs，k(t) <5ρ:.k(O))もよく

調べられる量である。

図1.2(a)に、ガラス転移点近傍でのFs(k，t) 

の典型的な振舞いを示した。 Lennard-Jones

(LJ)ポテンシャルで、相互作用する 2成分液

体(Kob-Andersen2成分液体(KA目LJ液体)と

呼ばれる)[7]に対して、 BrownianDynam-

ics(BD)シミュレーションを用いて計算した

結果である。
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これは、分子運動がランジュバ

ン方程式に従うことを意味しているが、通常
3 (b) 

のニュートン方程式に従っているとして、 MD
(
ぃ
『
)
句

o 
o 

シミュレーションを行っても結果は基本的に

同じである。スローダイナミクスに関する限

り、分子の運動法則の微視的詳細は重要ではな

い[針。 Fs(k，t)は高温では指数関数的な振舞

いを示すが、温度が低くなるに従って緩和が急
8 

k 
図1.2:(a) BDシミュレーションで得られた、
KA-LJ液体の Fs(k，t)の時間依存性。温度や時
間の単位は、通常の LJ単位を用いている。温度

がT= 1.0以下になると、ガラス系に特徴的な
プラトーが出現する。 (b)静的構造因子 S(k)の

波数依存性。(文献 [9]より)(a)、(b)ともに、 2
成分中片方の成分に対する量をプロットした。

20 

激に遅くなることがわかる。 F(k，t)の振舞い

も、基本的に凡(k，t)と同じである。因みに、

このシミュレーションで調べた最低温度は、ガ

ラス転移温度九に比べて、恐らく 20%程度高

温であろう。より低温では、緩和時間が爆発

的に増大するため、現在の計算機では計算できないのである。図1.2(b)には、図1.2(a)に

対応した温度における、静的構造因子S(k)= N-1(1旬以0)12)= F(k， t = 0)をプロット

した。これは、動径分布関数g(r)とフーリエ変換で、関係付けられており、分子の空間配置

の情報を表している関数である。この図からわかるように、液体分子の空間配置構造を反

映して、 S(k)はkmax~ 2π/σ に高いピークを持つ。 σは分子の直径である。図1.2(a)の
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凡(k，t)において、波数は k= kmaxに選んである。それ以外の波数でも、基本的な振舞い

は同じであるが、より大きな波数領域では分子振動や速い緩和が、より小さい波数では拡

散的な緩和が、全体をマスクしてしまう傾向が強くなり、ガラス特有のスローダイナミク

スを観測するのには適さない。興味深いことに、高温 (T= 1.0)から低温(T= 0.45)にか

けてダイナミクスが劇的に変化しているにもかかわらず、 S(k)はピークの高さが連続的に

わずかに変化するだけで、特に異常が見られない。ガラス転移は、感受率などの静的な物

理量に異常が現れる通常の平衡相転移とは、全く異なるのである。さて、 Fs(k，t)に代表

される時間相関関数の特徴は、長時間に渉って台地状のプラトーが現れ、緩和が 2段階に

なっている点である。このプラトーは、 1つの分子が、周囲の分子の閉まれて捕らえられ

てしまい、身動きできなくなるために現れる。この効果は、鳥篭 (cage)効果と呼ばれてい

る。プラトーが現れる時間領域はベータ緩和領域と呼ばれており、代数的な遅い緩和を示

すことがわかっている。十分な時聞が経てば、鳥篭を形成している分子達は配置換えを起

こすので、分子は鳥篭から逃げ出すことができる。これがプラトーからゼロへの緩和を表

しており、アルファ緩和(構造緩和)領域と呼ばれている。アルファ緩和領域における振舞

いは、引き伸ばされた指数関数、いわゆる Kohlrausch-Williams-Watts(KWW)型関数

凡(却)α叫一(t/Ta)βi (1.1め

でよく記述できる。日はアルファ緩和(構造緩和)時間と呼ばれる。 Fは1より小さい指

数で問TW指数と言う 60 図1.2(a)や式(1.1.4)に見られる緩和の特徴は、凡(k，t)だけで

なく、様々な物理量の時間相関関数や応答関数に対しでも観測されており、ガラス転移点

近傍での、普遍的なダイナミクスを表していると言ってよい。

ガラス転移に関係する普遍的な現象は、これだけではない。ここでは詳しく取り上げな

いが、多くの系に共通して観測される、ガラス特有のダイナミクスはいくつもある。例え

ば、 THz程度の周波数帯に現れる集団励起現象(ボゾンピーク)[10]や、九以下の温度で

観測される非平衡緩和過程(エージング)[11]、そして、多原子分子あるいは高分子ガラス

で、アルファ緩和時間より短い時間領域に現れる、アレニウス的な緩和 (Johari-Goldstein 

過程)[12]1、などである。また、ガラス転移を起こすのは、普通の分子性液体だけではな

い。金属液体や高分子溶液、コロイド分散系においても観測される。他にも、泡やペース

ト、粉体 [13]、さらには細胞のような不均質系 [14]においても、ガラス転移に共通して見

られるスローダイナミクスや運動の凍結が観測されている。

以上、ガラス転移の定義と特徴を、巨視的、熱力学的、そして微視的な視点、から述べた。

ではガラス転移の正体は何であろうか。九より低温のどこかで、真の相転移が存在するの

だろうか。この疑問に対して、いささか乱暴であるが、大きく分けて以下の 3つの答えが

考えられる。

6この βとし、う記号は、前述のベータ緩和領域とは何ら関係はない。後述の Johari-Goldstcin過程もベー
タ緩和と呼ばれることがあるが、やはり別物である。ガラス転移研究においては、紛らわしい記号がいくつ

もあるので注意が必要である。

7 r遅いベータ過程」と呼ばれることもある。

po 
q
L
 

P
n
v
 



ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

(a)ガラス転移は見かけ上の転移に過ぎない真の相転移は存在しない、という考え方で

ある [6]0この考えによれば、ガラス転移は、過冷却液体の緩和時聞が、実験の観測

の時間スケールを超える現象に過ぎず、十分に長時間(恐らく数千年の時間スケー

ノレ)で観測すれば、系は必ず位相空間上で結晶構造を見つけ出し、核生成すると考

える。

(b)ガラス転移は熱力学的な平衡相転移であるある有限の温度(それが TKである)で何

らかの平衡相転移が起こり、そこでムSが特異点を持てば、 Kauzmannパラドクス

は回避される。この転移は、理想、ガラス転移と呼ばれている。では、それは 2次相

転移か、それとも何らかの新しい相転移か。また転移点で何の対称性が破れるのか。

例えば、スピングラス転移との類推から [15-19]、この考え方に沿った、レプリカ法

を用いた微視的な定式化もあるが [17ト決着はついていない。もしガラス転移が平

衡相転移だとすると、転移に伴う熱力学的異常と実際に観測されるスローダイナミ

クスは、どのように関係しているのか。 AdamとGibbsは、転移点近傍では、分子

はクラスター状にまとまって運動すると考え、そのような協調的な揺らぎを「協調

的再配置領域J(cooperatively rearranging region， CRR)と名付けた [20]0彼らは、

遷移確率の簡単な計算から、このCRRの配置エントロピ-sc(T)とアルファ緩和時

間は、

Tααexp [Aj sc(T)] (1.1.5) 

で関係付けられるとした。このCRRは、温度の低下とともに大きくなっていき、そ

れに対応して sc(T)は小さくなる。 sc(T)がsSに等しいと仮定すると、 sc(T)= 0 

となる点TKが理想、ガラス転移点となる。さらに、 T>TKでsc(T)回 A'(T-TK) 

と展開すれば、上式は、 (ηCXT.αであるから)式(1.1.1)のVF員IJとなる。また、この

CRRの位相空間上の運動は、多谷構造をもった(自由)エネルギーランドスケープ上

における、エネルギーの極小点(これをinherentstructureと呼ぶ)の間の遍歴と捉え

ることもできる。 sc(T)は、そのエネルギ一極小点の数の対数と解釈できる [21-23]0

Sc(TK) = 0となることは、自由エネルギー面の一番低い極小点の一つに系が落ち込

むことに対応している。最近、分子性液体のミニマルモデルとも言うべき剛体球液

体に対して、このムSのシミュレーションが行われたが、どのように密度を増やして

も、結晶状態以外に、ムs=oとなることはないらしいことが報告されている [24]0
Adam-Gibbs理論は美しい現象論であるが、まだ現実のガラス転移との対応はわかっ

ていないのである。

(c)ガラス転移は純粋な動的転移であるガラス転移を、熱力学的異常を伴わない、純粋

に動力学的な非平衡相転移とする考え方である。分子配置や熱関数は重要ではなく、

位相空間上における分子の軌道のトポロジーや時開発展のルールが、ガラス転移点

近傍のスローダイナミクスを支配していると考える。動力学だけで、どこまでガラ
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ス転移の特徴を捉えることができるだろうか。FredricksonとAndersenは、熱力学

的には特異性を持たないが、物理量の時開発展のルールに一種のフラストレーショ

ンを取り入れたスピン模型を考案した。そして、その模型が有限温度でガラス的な

振舞いをすることを示した [25]80 この抽象化された数理模型は、動力学的拘束模型

(kinetically constrained model， KCM)と呼ばれている。最近はスピン模型に限ら

ず、格子気体など様々なKCMが提案され、活発に研究されている [26]0KCMにお

ける格子上の一点は、 1分子を表現しているのではなく、一種の粗視化された物理量

と解釈すべきであるが、それが、現実の過冷却液体のどの物理量に、どのように関

係しているのかはまだよくわかっていなし、 [27]0

1.2 ガラス転移と動的不均一性

以上、ガラス転移の本質については、何一つわかっていないことが、理解いただけたこ

とと思う。ガラス転移が熱平衡相転移であろうとなかろうと、現実に観測されるのは、

非平衡現象である。九付近で大きな異常を示す比熱は、熱力学量であるが、その異常

は観測時間により変化するので、厳密な意味では熱平衡量とは言えない。そのためガラ

ス転移を理解するためには、必然的にダイナミクスに真正面から取り組む必要がある。

繰り返しになるが、平衡相転移があるとすればTKより高

温で、相転移の兆しとなるような臨界異常が、揺らぎの空

間相関や比熱などの静的な物理量9，こ現れそうなものであ

るが、現在のところ、それは見つかっていない [18，29，30]0

にもかかわらず、ダイナミクスのスローダウンは、 TKよ

りかなり高温から現れている。このスローダウンを引き起

こしているのは、協同現象であることは間違いない。なら

ば、協同現象を特徴付ける長距離相関がある筈である。そ

れを記述する秩序変数はどこに隠れているのだろう。この

疑問の解決の糸口が見つかったのは、ようやく 1990年も

後半に入ってからである。このころ実験 [31，32]とシミュ

レーション [33-37]によって、ガラス転移点近傍では、分

子がまとまって早く動く領域と、遅く動く領域が存在し、

それらが空間的に不均一に分布していることが明らかに

なったので、ある [38](図1.3)0r動的不均一性J(dynamical 

図1.3:実験が捉えた動的不均一

性 [31Joガラス転移点近傍におけ
るコロイド分散系において、早く

動くコロイド粒子を大きい丸で、

遅い粒子を小さい丸で表示した。

早く動く粒子がクラスター状に櫨

まっていることがわかる。(ハー

バード大学の D.A. Weitzグルー
プのホームページより)

heterogeneity)と呼ばれるこの概念こそ協同現象の実体であり、ガラス転移の鍵を握って

いるという期待が生まれ、現在のガラス転移研究の中心的話題となっている。通常の2次

8有限のガラス転移温度がある、という意味ではない。この模型に関する限り、完全な運動の凍結はT>O
では起こらない。

9正確に言うと、アンサンブPル平均を取った熱平衡量という意味である。最近、全ての分子の空間配置とダ

イナミクスと関係付けようと試みる研究がいくつかあり、大きな話題となっている [28Jo

-628-



ガラス転移とモード結合理論 最近の発展と課題

相転移では、臨界揺らぎが空間上で非一様に分布している。動的不均一性の存在は、ガラ

ス転移においては、軌道の揺らぎが時空間上で非一様に分布していることを意味してい

る。これは、通常の相転移において、自由エネルギーが果たす役割を、ガラス転移におい

ては、時空間上の「自由エネルギーJとも言うべき、作用積分が果たす可能性を示唆して

いる。実際、そのような視点から、 KCM模型に対して時空間上の熱力学を議論した研究

もある [39]。

1.3 様々なガラス転移理論とモード結合理論

ガラス転移を説明する理論的な試みも、星の数ほどある。いくつか例を挙げよう。上記

のAdam-Gibbs理論やレプリカ法、 KCMの他にも、分子が動くことが許される体積をダ

イナミクスに関係付ける自由体積理論 [40]、自由エネルギーの密度汎関数理論による定式

化 [41]、ガラス転移をエネルギーランドスケープ上の確率過程として扱うトラッピングモ

デ、ル [42，43]、複数の秩序変数を導入した現象論 [44]、系のフラストレーションを秩序変数

として導入した理論 [45]、動的不均一性の正体を空間的にランダムな一次相転移とみなし

た現象論 [16，46]、ガラス転移的な振舞いを示す模型の数理構造を調べる試み [47トそし

て本稿の主題である、モード結合理論(modecoupling theory， MCT)などがある [48，49]0

この中でMCTは、ガラス転移点近傍のスローダイナミクスを第一原理的に扱うことが

できる唯一の理論である。ここで、「第一原理的」とは、一切のパラメータを外部から与

えずに、定量的にダイナミクスを記述できる、という意味である。 MCTでインプットと

して使われるのは、温度と密度、そして S(k)のような分子配置の情報のみである。 MCT

は、図1.2(a)に示したような相関関数の振舞いを、図1.2(b)のような静的な情報だけを

使って、見事に説明することができる。そのため、 MCTは、ガラス転移研究者の問で、

一躍注目を集めることとなった。しかし、 MCTの深刻な欠点も早くから指摘されている。

MCTは、ある温度丸で、相関関数の緩和時間が発散することを予測してしまうのだ。し

かも、多くの系で、丸は実際のガラス転移点九よりも高い。この温度の前後で、 S(k)は、

図1.2(b)のように、連続的にしか変化しない。このことから、 MCTが記述する緩和時間

の発散は、純粋な動的転移であると考えられている。しかし、これを以って、 MCTが先に

述べたガラス転移のシナリオの (c)を支持している、と考えるのは早計である。 MCTが

記述する動的転移は、現実のガラス転移ではなく、理論の不完全さに起因する言わば偽物

の転移である o Tcと九の中間の温度領域では、 MCTでは考慮されていない、自由エネル

ギーランドスケープ上の活性化過程が、ダイナミクスの主要な機構になると信じられてい

る。では、 MCTは、ガラス転移の本質の理解には役に立たない理論だろうか。確かに現

在の形のままで、 MCTがガラス転移の全貌を明らかにすることは、まずないだろう [50]0

しかし、出発点としては悪くない理論であるように思われる。 MCTは、スピングラスの

平均場模型の一種である、 p=3スピン模型に対する動的方程式と数学的に等価であるこ

とから、ガラス転移の「平均場理論Jと呼ばれている [15，16ぅ51]0この「平均場理論」が、
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ガラス転移で果たす役割は何か。そして、根本的な改善と発展を将来、期待することはで

きるだろうか。この疑問に答えるためには、その誕生から 20年以上を経ていささか手垢

にまみれている MCTを、ゼロから見直してみる必要がある。本稿では、 MCTの導出や

最近の発展、そして欠点とその克服の可能性などを議論してしえ。

本稿の構成をここで纏め

ておこう。次章では、 MCT

を紹介した後、代表的な 2

つの MCTの導出方法の概

略を述べる。さらに、 MCT

が予想する様々なダイナミ

クスと、実験・シミュレーシ

ヨンとの比較を行い、その ミ
成功と限界について考察す

る。 MCTが原理的に扱うこ

とができない、細いロッド

状分子から成る液体につい

ても、ここで議論する。第

1.4 本稿の構成

臨調

MCア'(1)広符

図1.4:本稿の構成の模式図。横軸に MCTの応用的な側面、縦軸に

MCTの原理的な進展の度合いを取り、本稿で紹介する話題を並べた。

白抜きの文字の項目は、筆者が関わった研究を、網掛けの項目は、筆

者が部分的に関わっているが未完成の問題を、それ以外の項目は、筆

者は関わっていないが、本稿で紹介した問題を表す。

3章では、 MCTの最近の発

展を、筆者の研究を中心に

紹介する。ここで論じる話

題は、 MCTの原理的な進展と、応用的な発展の2種類ある。前者は、 MCTを一般化して

動的不均一性を定量化する理論や、 MCTに使われる近似を系統的に取り払い、 MCTそ

のものを乗り越える試みなどである。後者は、 MCTが応用された、あるいは応用される

であろう、ガラス転移を取り巻く周辺の話題を指す。具体的には、シア流中のガラス転移

や、ゲ、ル化現象、ランダム媒質中でのガラス転移などである。未完成の研究や、今後の研

究課題も、第3章で紹介する。第4章で、 MCTをより系統的な近似理論の枠組みの中で

捉える試みとして、場の理論による定式化の可能性について議論する。これも未完成の問

題である。最後の第5章で、今後の展望について短くまとめた。図1.4は、本稿で紹介す

る研究の位置付けを、横軸にMCTの応用的な側面、縦軸にMCTの原理的な側面を取り、

模式的に描いたものである。
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ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題一

2 モード結合理論とは何か

モード結合理論 (MCT)は、 F(k，t)のような2体の時間相関関数に対する、記憶を含ん

だ非線形方程式である。 1成分の単原子分子系に対する MCTは、以下の式で与えられる。

θ2 F(k， t)θF(k，t) ， ~2n/'- ，¥ rt， "~2~ ，r1l " θF(k， t') 
θt2 4 寸「 +QIF(kl)=ーんぽぽM(k，t -t')ヲ「 (2.1) 

ここで、左辺のnk、!kBTk2jmS(k)は音波の周波数 (mは分子の質量)である。 rk
θF(k， t)jθtは、短い時間スケールにおける運動量緩和を表す減衰項である。 rkは粘性係
数に関係する輸送係数であるが、スローダイナミクスの本質には影響を及ぼさないので、

ここでは特に具体的な形は与えない。これら左辺の 2つの項は、密度場の音波の減衰振動

を表している。右辺が、ガラス転移に特徴的な、強い多体相関の効果を記述する記憶項で

ある。ここで、 M(k，t)は記憶関数と呼ばれており、

S(k) r dq TT2 
M(州)= 2~p~~2 J'研九(q，k -q)F(lk -ql， t)F(q， t) (2.2) 

と書かれる。ここで、 po= NjVは系の数密度、

九(ql，q2)三 Po{k. qlC(qt) + k. q2C(q2)} (2.3) 

はパーテクス関数と呼ばれる量である。 k= kjlklは単位波数ベクトル、 c(k)三 {1-

1jS(k)}j向は直接相関関数である [52]。この凡(ql，q2)は、異なる波長(モード)聞の相

互作用を表す結合定数であり、「モード結合J理論という名前はここに由来する。同様に、

自己中間散乱関数九(k，t)に対する MCTは、以下の式で与えられる。

θ2 Fs(k， t) θFs(k， t) θFs(k， t) rt θ凡(k，t') 
十Fゅ S ¥ 'V， 十n;.kF(k，t)一一一一=-I dt' n;，kMs(k， t -t') θt I W ws ，k，~ ¥'V， θt ん θt'

(2.4) 

ここで、 rs，kは短い時間スケールで定義される抵抗係数、。s，k 、/kBTk2jmは1粒子の
振動周波数、

(1fdq2  Ms(k， t) = _ -1') IIC\-~'l ~k(k -q)凡(q，t)F(lk -ql， t) POk2 } (21f)3 'SI<:¥-- "'lr 15¥'1' V/_ ¥1-- "'11' V/ (2.5) 

"Vsk(q) = k・qρoc(q)

が記憶関数である。

MCTは、コロイド分散系のガラス転移にも応用できる。液体とコロイド分散系の違い

は、前者は、分子運動がニュートン方程式に従っているのに対して、後者では、コロイド

のブラウン運動を記述する、ランジュパン方程式が支配方程式で、ある点である。スローダ

イナミクスを扱う際には、この違いは重要ではない。 MCTにおいてこの違いは、式(2.1)

のれにおいて、液体の場合には、運動量が保存量であることを反映してrkcx: k2 (k→ 0) 
であるのに対し、コロイド分散系では、近似的にコロイド 1粒子のStokes抵抗係数 (0を

用いて、 rk勾 (o/mと書くことができる点である。さらに、コロイド分散系では運動量
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の緩和は速いので、 overdampの極限を取ることにより、式(2.1)の第1項は落ちる。従っ

て、コロイド分散系に対する MCTは以下の式になる。

θF川 Dok'2 ( T:11L .L¥' r.u' u lL.L .L'¥ 8F(k， t') ) 
一一一=一一一~ F(k， t) + I dt' M(k， t -t')一一一}
θt S(k) l ん θt' J 
:dudJ、 (2.6)

θ凡(k，t) n L2 ( T:1 {L .L¥' rθFs(k， t')) 一一一一 =-Dok2 {凡(k，t) + I dt' Ms(k， t _ t') ¥/.L s~'，:' " J } 
θt -U'- l ん θt' J 

ここで、 Do= kBT/(oはコロイド 1粒子の拡散係数である。

さて、 1984年のG批zeらの研究が、 MCTがガラス転移に応用された最初であろう [48]。

ガラス転移の MCTが、現在の形に纏まるまでには、非平衡統計物理学の発展と歩調を合

わせた長い歴史がある [53]。もともと、 MCTは動的臨界現象や乱流の長距離相関を説明

するために導入された理論である [54，55]0基本的に臨界現象では、長時間長距離でのス

ケールが重要であるから、微視的なスケールについては粗視化した流体力学的記述が有効

である。その流体力学的方程式は、秩序変数や流速場といった、ゆっくりと動く変数によっ

て記述される非線形方程式である。 MCTは、長距離相関の原因となる非線形項を、実効

方程式に繰り込む処方筆であった。

一方、 1960年代から、 Boltzmann方程式に始まる気体分子運動論を高密度気体へ系統

的に拡張しようと試みられていた。その頃、熱力学量に対するピリアル展開のような通

常の密度展開が、運動論では破綻することが知られていた [53，56]0 しばらくして、シ

ミュレーションにより、高密度気体の時間相関関数の緩和が t-3/2のように代数的に振

舞うことが発見された [57]0いわゆる long-timetailである。 long-timetailの存在は、

微視的な分子衝突の時間スケールと、巨視的な流体力学の時間スケールの聞に、はっき

密度展開の破綻と long司timetailはいず

れも、次々と起こる分子衝突の聞に動的

な相関があることが原因である [56](図

2.1)。この相関は、一度衝突した分子

の1組のべアが、巡り巡ってしばらく

すると、再び衝突(リング衝突)するこ Binary collision Ring∞llision 
図2.1:希薄気体のダイナミクスは、 (a)のように独立し

とに由来している O そのことは、分子 た 2体衝突の足し合わせで記述できるが、密度が高くな
ると、 (b)のようなりング衝突が重要になる。図では1組

衝突によって誘起された運動量がなか の分子のペアの「再会Jまでに、 1回の衝突しか描し、てい
なか減衰しないことを意味しており、 ないが、実際にはし、くつもの別の分子との衝突を繰り返

しており、その時開発展は、プロパゲータである F(k，t) 
その結果、単純な密度展開で見積もつ で表される。

た場合に比べて、分子は動きやすくなる o Back flowとも呼ばれる、この効果が密度展開

が破綻した原因である。これを運動論の言葉で書くと、輸送係数に運動量の相関関数の長

距離相関が繰り込まれた形となる。その式が、輸送係数に現れる臨界異常を説明するため

(a) (b) 

に開発された MCTの表現と、同じであることから、気体運動論と MCTの手法が融合す

ることとなった。
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ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題-

1970年代半ばには、さらに密度の大きい液体に対して、 MCTを拡張する試みが現れた。

液体では粘性が大きいために、運動量の長距離相関は弱まってしまう。また、高密度での

ダイナミクスは、分子間距離程度の長さのスケールが重要であるが、そのスケールでは運

動量は速く減衰してしまう。このような微視的な空間スケールで、の唯一の保存量は密度場

である。密度と運動量の2変数を巧みに取り入れた、液体に対する MCTは、 70年代後半

にSj凸grenらによって定式化された [58，59]0これは、簡潔かつ現象の本質を良く捉えた美

しい理論なので、ここに結果を紹介しよう。彼らが導出した、単原子分子液体の自己拡散

係数Dに対する、セルフコンシステントな式は以下で与えられる [59]0

同十
D
一叫

D
 

(2.7) 

ここで、 Doは短時間での自己拡散係数で、 2体衝突を記述する Enskog理論から計算する

ことができる [60，61]0MpとMtはそれぞれ、密度モードと横運動量モードの寄与で、

Mp cx: (日1V(q){凡(q，t) -F;O) (q， t)} F(q， t) ん J(27r)3 rsO 
1 01(2.8)  

Mρ/dt f1V(q){凡(q，t) -FiO)(q， t)}Ct(υ) ん J(2π)3 • t 

で与えられる100 Ct(k， t)は横運動量相関関数、 Vt(q)は密度と横運動量のモード結合を表

すヴァーテクス関数である。ここに現れた相関関数は、液体の密度領域では、凡(k，t)勾

exp[-Dk2t]、F(k，t)回 S(k)exp[-Dk2tl S(k)]、Ct(k，t)巴 exp[-ηk2tlPolと近似できる。
また、 F;O)(k，t)三 exp[-kBTk2t2/2m]は短時間における密度の自己中間散乱関数である。

これは、 MCTで長時間長波長の揺らぎを取り入れた際に、 ・緒に繰り込んでしまった、短

時間短波長の揺らぎの寄与を差し引くために導入された、カットオフ関数である。式(2.7)

で、密度がそれほど大きくなければ、右辺第2項の Mtが主要な寄与である。この被積分

関数を波長について積分を実行した結果は、 r3/2のように振舞い、 long-timetailが現れ
る。さらにこれを時間積分した Mtは正であるから、拡散係数はDoよりも大きくなる。

これが backflow効果である。密度が大きくなると、粘性の増加とともに Mtの寄与は小

さくなる。一方、第 1項の分母の密度モードMpは大きくなり、これが拡散係数を大きく

減少させる。式(2.7)を液体ルビジウムに対して数値解析をした結果と、シミュレーシヨ

ン結果の一致は驚くばかりである [59]0 しかしながら、この一致は多分に人為的である。

この式には、短時間のダイナミクスを記述する Doと、長時間のダイナミクスを記述する

MCT項の 2種類の寄与しか考慮されていない。そしてその 2つの時間スケールを分け隔

てるために、カットオフ関数(今の場合F;O)(k，t))が入っているだけで、ある。実際の液体

では、その中間程度の時間スケールの寄与が無視で、きない筈で、実際、ルピジワム以外の

物質に対して、式(2.7)を盲目的に使うと、シミュレーションとの一致はたちまち悪くな

lOSjogrcnの原論文では [59トさらに縦運動量のモードも考慮、されているが、簡単のためここでは略した。
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えていることは間違いない。これ以上の定量的な一致を求めることは、現在の非平衡統計

力学の枠組みの中では、恐らく難しいだろう。

以上、液体の密度領域で定式化された MCTの概要を述べた。その詳細は、文献 [63]に

詳しい。このアイデアを液体よりもさらに高密度領域へ拡張したのが、過冷却液体に対す

るMCTである。過冷却液体においては、運動量モードの寄与Mtは無視できて、代わりに

密度モードが主要な役割を果たすようになる。さらにガラス転移では、長時間のダイナミ

クスが重要であるので、短時間スケールのカットオフF10)(k，t)は無視してよい。式(2.7)
は拡散係数に対する表現であったが、これを時間相関関数の形に書き直したのが式(2.4)

であり、 F(k，t)に対する表現が式(2.1)である。

2.1 モード結合理論の教科書的導出

MCTの導出方法には、射影演算子を用いた方法と、非線形ランジュパン方程式に場の

理論を応用する方法の、 2種類がある。これらの方法は、いくつかの成書で解説されてい

る(例えば [4，54，63-65])。しかし、過冷却液体に対する MCTにはいくつもの微妙な問題

があるので、この節で、改めて MCTの導出を纏めておくことにする。

2.1.1 射影演算子の方法

過冷却液体に対する MCTは、リウビ、ル方程式を射影演算子法を用いて書き換えた、一般

化ランジュバン方程式を出発点として導出された。そのあらましは以下の通りである。まず、

我々が注目している遅い物理量(例えば密度場)の組をベクトノレ、 A(t)= (Al (t)， A2(t)γ・・)

で表そう。このベクトルは、変数の自由度と空間座標 rで張られているとする。 A(t)は、

N個の分子の座標Rと運動量Pi(i=1，2，'・.，N)の関数である。森一Zwanzigの射影演

算子法を用いて、リウピル方程式から、 A(t)に対する縮約された方程式を導出することが

できる [54，64]0まず、

PX = (X，A)・(A，A)-l • A (2.1.1) 

で定義される射影演算子を導入する。・は、ベクトルAの自由度に対する和を表す。ここ

で、 Xは任意の物理量である。内積(X，Y)はアンサンフ、ル平均(X，Y) = (XYつで定義

する。*は複素共役を表す。この射影演算子を用いると、相関関数C(t)= (A(t)， A)に対

する一般化ランジュパン方程式

dC(t) ~ro. _ rl/.L¥ ， rt 
一一 =iO • C(t) + I dt' M(t -t')・C(t') (2.1.2) 
dt ん

が導出される [54，64]。ここで、泊三 (A，A)・(A，A)-lである。 M(t)は記憶関数で、

f(t)三 cQi.ctQi乙A (2.1.3) 

を用いて、

M(t) = (f(t)， f(O))・(A，A)一1 (2.1.4) 
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ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題

と書ける。 Q三 1-Pは?に直交する射影演算子、 t乙はリウピル演算子である。 f(t)は

ランジュパン方程式のランダム力の役割を果たしている。

ここまでは何ら近似を導入しておらず、式(2.1.2)はリウピ、ル方程式の形式的な書き換え

に過ぎない。問題は、この方程式の記憶関数民l(t)の中身をどう調理するかである。我々

の目標は、遅い変数の2体相関関数C(t)に対する実効方程式を決めることである。今、そ

の最初のステップとして、遅い変数Aに対する厳密な方程式を求めたのだが、遅い変数は

これだけではない。 Aの積である、 AAやAAAのような高次モーメントも同様に遅い変

数である筈である。しかし、これらは射影演算子?を施したときに、弾き出されて M(t)

の中に埋め込まれてしまった。次のステップは、この埋まっている変数を取り出すことで

ある。話を簡単にするために、最低次のモーメント AAだけを取り出すことを考えよう。

この目的のため、新しい射影演算子、 P2X= (X，AA)・(AA，AA)一1.AAを定義する。
先と同様な手続きを取ることにより、記憶関数から遅い部分だけを取り出すと、

M(t) = Mfast(t) + Mmct(t) (2.1.5) 

となる。右辺第2項が、遅い変数を取り出した記憶関数で、

11fHEedt)=(eQiUP2fP2f(0))・(A，A)-l 
=1り(A，A)12. (AAぅe-QiLtAA)・(A，A)-l 

で与えられる。ここで、ヴァーテクス関数を

(2.1.6) 

り(A，A)三 (f，AA)・(AA，AA)-l (2.1. 7) 

で定義した。 P2で弾き出された早い運動の寄与は、全て Mfast(t)に押し込めた。この

Mmct(t)の中に登場した、 (AA，e-Qi.ct AA)は4体相関関数であり、このままでは式(2.1.2)

は2体相関関数で閉じていない。最後のステップは、この4体相関関数を、以下のように

2体相関関数の積で近似することである。

(AA，e-ωAA)信玄(A(仏A(O))(A(t)，A(O)) (2.1.8) 
pcrm 

ここで、乞pcrmは2体相関の全ての組み合わせの和を表す。さらに、ここで時開発展演算

子 QiCを、必で置き換えることにする。この置き換えに合わせて、式(2.1.7)の中に繰り

込んでおいた規格化因子も、 (AA，AA)巴玄pcrm(A，A)(A， A)と2体相関の積で置き換

えておく。これを式(2.1.5)に戻せば、記憶関数は

Mmct(t) = 1り(A，A)12・{乞 C(t)C(付・(A，A)-l (2.1.9) 
¥pcrm J 

となる。式 (2.1.8)の手続きが、最も手荒な近似が入った場所であり、これを decoupling

近似と呼ぶ。この近似はガウス近似というより、むしろ図 2.1(b)に示したリング衝突の数
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学的表現と解釈するべきである。衝突(相互作用)した物理量Aのペアが、再び衝突する

までの時開発展を、それぞれのプロパゲータ C(t)の積として表しているのである。

以上が、 MCT導出のあらましである。これを実際の過冷却液体に当てはめてみよう。液体

や過冷却液体の場合の適切な遅い変数は、密度と運動量であるから、 A= (dρk， Jk)を選ぶ。

ここで、運動量はJK=m-12:L長 PiCik-Riで定義される。 Jkとして、密度場と強く関係
する波数方向の成分である、縦運動量Jk= k.Jkのみを取り上げた。これらから作られる相

関関数の組として、 Cpp(t) = (dA<(t)df'k) = N F(k， t)とCJp(t)= (Jk(t)df'k)三 NCJ(k，t) 

を考えよう。それ以外の行列成分は互いにカップルしないので考える必要はない。これに

対して、一般化ランジュバン方程式、式 (2.1.2)を書き下すと、

θF(k， t) ik 
8t一一示CJ(k，t) = 0 

rt (2.1.10) 
θCJ(k， t) ikkBT n lJ .¥ ， n rt IJ .¥， r 
θt -BTZ戸(k，t)十九CJ(仰)+ Jodt' Mmct(ムt-t')CJ(υ)=0 

となる。ここで、式 (2.1.5)で定義される Mfast(k，t)は、我々に興味の無い短い時間のダ

イナミクスの寄与であるから、 Mfo回 t(k，t)回 2rkd(t)と近似した。問題は、 Mmct(k，t)で
ある。ここでは、取り出す変数として密度のみを考えて AA= dpq1dρq2とする。もち

ろんAA=dρq1Jq2のような組合わせの寄与もあるのだが、これらは相対的に小さい寄

与であり、ここでは無視する。式 (2.1.7)に現れたランダム力は、式 (2.1.3)の定義から、

fk = (0， Jk -iOkdρk)である。式 (2.1.7)中の規格化因子は

(2.1.11) 
= N2S(qdS(白)(dq1，q3dq2，q4十九，Q4dQ2，q3)

となる。ここで、 dQ1，Q2= (2π)3V-
1d( q1 -q2)はデルタ関数である。この式で、 (q1，q2) x 

(q3， q4)の波数の組み合わせが無いのは、 decoupling近似において寄与しない組み合わせ

であるからである(場の理論で言うところの、おたまじゃくしダイアグラムに相当する)。

式 (2.1.11)と、以下の等式

t 川 }Jk，dρQ1dρQ2) =一一一~ik. q1S(q2) + ik. q2S(qd ~ dk，Ql+Q2 
m ~ J 

(dρk，dρQ1dρQ2) = NS(k)S(qdS(q2) {1 +ρ6C3 (k， q1) } dk，Ql十Q2

を組み合わせると、ヴァーテクス関数は

ikBTρo (，^~ ¥ ， ，̂_ ¥ ， J ¥ 1 りk( d Rtll d Rt2) =一一一一 {k.q1c(qd + k. q2C(q2) +均的(q1，q2) ~ dk，Ql+Q2 (2.1.13) 2m l . ~ ~， ...~ ，...~ I J 

となる。ここでC3(qI， q2)は3体直接相関関数であるc 単分子液体では、 C3(q1，q2)の寄与

は小さいので無視するのが普通である。しかし、分子聞にネットワーク構造を持つシリカ

のような強いガラスでは、この寄与は無視できない [66]0一方、 decoupling近似した4体

相関関数は、

乞(A(t)，A(O))(A(t)， A(O)) = N2 F(q1' t)F(q川

(2.1.12) 

perm 

(2.1.14) 
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ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題-

と書ける。以上の結果を纏めると、式(ρ2.1.10的)の記憶関数λMrr恥 tバ(kうtの)は、式(2.2)となる。
さらに、式 (2.1.10)でC(k，t)を消去して、 F(k，t)のみの表現に直せば、式(2.1)を得る。

以上が最も標準的なMCTの導出方法である。

2.1.2 非線形ランジュバン方程式の方法

射影演算子を用いたMCTの導出は、あまりにも機械的で、しかも近似の物理的根拠が

はっきりしない。臨界現象や乱流で使われる MCTは、標準的な場の理論を用いて導出さ

れており、それは前節の方法と趣が全く異なる [54，55]0ここでは、その方法の概略を述

べる [67]。ここで述べる方法が、ガラス転移で使われない理由については、第4章で詳述

する。出発点は、過冷却液体に対する非線形ランジュパン方程式で、ある。ここでは話を簡

単にするために、球状のコロイド分散系を考えることにする。コロイド粒子のブラウン運

動は、以下のランジュパン方程式で与えられる。

d~ 1ふ伽(I九 -Rjl)， 1! 
dt G。←ィ θ~ ・ J t 

3ヂZ

(2.1.15) 

ここで、~は t 番目のコロイド粒子の座標、む(r) はコロイド粒子聞に働く 2 体相互作用

である。 (0は抵抗係数、 fi(t)はランダム力で、(人α(t)ん，β(t'))= 2叫んjd.α〆(t-t') (ギ
リシア文字は空間座標を表す)の性質を持つo fi(t)はガウス・白色ノイズであると仮定し

た11。式(2.1.15)は、このままでは扱い難い。そこで、これを式(1.1.2)で表される、密度

場ρ(r，t)で書き換えることにする。この手続きは、文献 [68]に詳しい。また、若干見通し

をよくした導出方法を付録 Aに掲載した。その結果は、

θρ(r， t) T'¥ 'r7 ('r7 1 .¥， 1 .¥'r7 r " 11 '1¥ l'  .¥ 1 
一一一=Do'¥l . ~ '¥1ρ(r， t) +一一ρ(r，t)'¥Iμr'v(lr -r'l)ρ(r'， t) ~ +ん(r，t) (2.1.16) δt l ''-¥ -， ~ I ' k

B 
T'-¥ -， ~， • } -- ~ ¥ 1- - 11'-¥ - '~I J 

である。密度場に対するランダム力fp(rぅt)は、以下の性質を満たす。

(1ρ(r， t)fp(r'， t')) = -2Do'¥l. '¥1'ρ(r， t)d(r -r')d(t -t') (2.1.17) 

ここで、 '¥1'=θ/θr'である。式(2.1.17)の右辺に、密度場が現れることに注意してほし

い。つまり式 (2.1.16)は、 multiplicativeノイズを含んだランジュパン方程式となってい

る。そのため取り扱いは若干複雑になるが、ノイズの解釈としてIto型 [69]に決めておけ

ば特に問題は起こらない。密度場に加えて運動量場も考慮に入れることにより、液体の場

合にも同様の方程式を書き下すことができる [70]0

さて、話を一般的にするために、式(2.1.16)を離散化して以下の形式に書く。

土z- -JLiaXα+かα仰 β十点 (2.1.18) 

1l1ong-time tailやコロイド粒チ間の流体力学的相互作用を無視した、という意味である。
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繰り返して出てくる添え字については、和を取るものとする。右辺第 1項は、式 (2.1.16)

で拡散を表す項である。第2項は相互作用を表す項で、 Viαβ は相互作用を表すノくーテクス

である。ここでは、式 (2.1.18)をさらに単純化し、全ての量をスカラーにして、

土=μZ十ト2+f
を考えよう。簡単のため、ランダム力 fはadditiveノイズとする。 fは、

(2.1.19) 

(f(t)f(t')) = 2μ(x2)o(t -t') (2.1.20) 

を満たす。まず式(2.1.19)で、非線形項とランダム力の両方を非斉次項とみなして形式的

に解くと、
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(2.1.21) 

となる。ここで、 Go(t)= D(t)e-μ を裸のプロパゲータと呼ぶことにする。 D(t)はステッ

プ関数で、プロパゲータは時間に対して 1方向 (t三0)でのみ定義されることを強調した。

式(2.1.21)の非斉次項に入っている非線形項にこの形式解を繰り返し使うと、ランダム力

について展開ができて、

1 
x(t) =Go0f+~VGo0(Go0f)2 十一ν2GO 0 (Go 0 f)Go 0 (Go 0 f)2 +・・・ (2.1.22) 

4 

と書くことができる。ここで、時間積分を A0B 三 J~O'ßt' A(t -t')s(t')のような記号

で定義した。

式 (2.1.22)をダイアグラムを使って、

x= ー十く+2 x 十... (2.1.23) 

と書くことにする。ここで、矢印のついた線 z はGo(t)を、×印はランダム力f(t)

を、そして点・はバーテクス、 V/2を表す。これらのダイアグラムを右と左から掛け合わ

せて、×印(ランダム力)の積の平均を取ると、相関関数C(t-t') = (x(t)x(t'))を計算す

ることができる。これを実行した結果は、

今
'Fハコ十C(t) = T)く二 + 

(2.1.24) 

べ〉件+
となる。ここでの×印は、ランダム力の積の平均、式(2.1.20)を表す。式 (2.1.24)で最初

のダイアグラムは、 ν=0の場合の、式(2.1.19)の解Co(t)= (x2)c-μtである。第2項は、

。。
円

JFb
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おたまじゃくし (tadpole)ダイアグラム、第3項と第4項は、 1ループダイアグラムと呼

ばれる。式(2.1.24)の展開は無限に続き、様々なダイアグラムが現れるが、これらはダイ

アグラムのトポロジーによって、グループ分けをすることができる。例えば、高次のダイ

アグラムには、

(2.1.25) 

のようなものがあるが、このうち左側のダイアグラムは、式 (2.1.24)の第3項または第4

項の 1ループダイアグラムの入れ子の形をしており、 1ループの繰り返し代入で出てくる

ダイアグラムである。よって、これは 1ループのグ〉ループρに属すると考える。このように、

2つの・に固まれたダイアグラムを切り取った後、切断した線を繋ぎ合わせたダイアグラ

ムが、それがより低次のダイアグラムと同じである場合、後者を既約ダイアグラムと呼ぶ。

一方、式(2.1.25)の右側のダイアグラムは、どのような切断をしても 1ループ。で、は書けな

いので、それ自身が既約ダイヤグラムである。ここでもう一度、式(2.1.24)に立ち戻ろう。

話を簡単にするために、おたまじゃくしダイアグラムは無視することにする。このダイア

グラムは、緩和定数μに定数項を付け加える(質量再規格化)。さて、式(2.1.24)には2種

類の線が登場する。 1つは z〉く二 、もう 1つは z である。これらは、それぞれ

が独立な既約ダイアグラムである。これらの既約ダイアグラムは、一方によって片方を記

述することができない。前者は、左右から入ってくる矢印に挟まれた左右対称のダイヤグ

ラム全体であり、これは相関関数 C(t)に他ならない。一方、後者の 1方向を向いた矢印

はプロパゲータ G(t)を表していて、ランダム力に対する系の応答関数として、

Gμ)  = (耕〉 (2.1.26) 

と表すことができる。式(2.1.23)を、 f(t)で微分して (1つずつ×印を間引いて)から平均

を取る(残った×印をくっつける)と、 1方向を向いた矢印を表す全ダイアグラムが得ら

れることが、容易に確かめられよう。これら 2種類の既約ダイアグラムに属するダイアグ

ラムの全体を、改めて太い線、 ~ と こ で表すことにする。 1ループまでの

既約ダイアグラムに属するダイアグラムを全てを足し合せると、相関関数C(t)とプロパ

ゲータ G(t)は、以下のように書き表すことができる。

C(t) = )( .ベコー
一一0-一

(2.1.27) 

G(t) = 

円
同
U

円

J
戸

h
u



宮崎州正

G(t)に対する式の右辺第 1項は、細い線で表される裸のプロパゲー夕、 Go(t)である。

さて、式 (2.1.27)を数式に翻訳しよう。式 (2.1.27)の2つのダイアグラムの両辺を、

Go(t) =----+ で割ると、 GU
1(t)= (θ/θt+μ)8( t)であるから、

勺 rt/-，¥， (U _lL' '" /， ，1¥rtt/'/¥ ， ( 一 一 μC(t)+ I dt' I;c(t -t')Gt(t')十 Idt' ~c(t -t')C(t') 
d-at  d-∞ (2.1.28) 

θG(t) iY11¥ ， "，¥， r 
す μG(t)十8(t)+ Jo dt'お (t-t')G(t') 

川 )=;ν2C2(t)=0 
2川附…c(t訓ル一(引ω←山tの←山)ド円=寸J判刊刊v2内内的m川2匂引切州C(仰附(tωtの)

は、場の理論の用語でで、自己エネルギ一と呼んでいる量である。また、 G↑(t)= G( -t)は時

間を反転させたフ。ロパゲータである。式 (2.1.28)-(2.1.29)が、 MCT方程式である。場の

理論の言葉では、 MCTはバーテクス補正無しの 1ループ。近似とも呼ばれる。バーテクス

補正とは、 3本足を持つ既約ダイアグラムである、パーテクス・の高次の寄与で、例えば、

(2.1.29) 

-の次のオーダーの寄与は

ノ、
である。以上、非線形ランジュパン方程式をダイアグラムを使って展開すると、自然に相

関関数とプロパゲータの非線形連立方程式が導出されることがわかった。これは、出発点

(2.1.30) 

となった式(2.1.19)だけでは、系が熱平衡状態にあるのか否かを特定できないことの直接

の帰結である。系が熱平衡になることを保証しているのは、ランダム力の性質である式

(2.1.20)である。これは第2種揺動散逸定理とも言われる [71]0 これと等価な関係が、相

関関数C(t)と応答関数χ(t)の間にあり、

1 dC(t) 
χ(t) =一一一一一

kBT dt 

と書かれる。ここで、 χ(t)は、外力F(t)に対する系の線形応答関数で、

θ(x( t)) 
χ(t -t') =一一一

θF(t') 

(2.1.31) 

(2.1.32) 

で定義される。式 (2.1.31)が揺動散逸定理(fluctuation-dissipationtheorem， FDT)、より

正確には第一種揺動散逸定理と呼ばれている公式である。-方、式(2.1.19)のランジュバ

ン方程式のように、ランダム力がadditiveである場合、系を揺り動かしているのがランダ

ム力であるか、外部からの摂動であるかは、系にとっては区別がつかないので、 G(t)は定

数因子を除いて応答関数と等価である筈である。より正確には、応答関数とプロパゲータ

の聞には、

4
'
U
 
G
 

川一ば一一
ι'u χ
 

(2.1.33) 
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の関係、がある12 式(2.1.31)と(2.1.33)を組み合わせると、以下に示すように、式(2.1.28)

において G(t)を消去し、 C(t)で閉じた方程式を得ることができる。まず、式 (2.1.28)の

第1式の最後の積分を、

f臼Jftf何叫山山Fτ丸刈2勾引叫c(tοt一t'川F
と分けると、右辺第 1項は、式(2.1.31)を用いて、

l OF2F1 仰 -η〉rZGMW)=fdt川 -t)-7r qtf) 
∞ μ(x2) 

=」72c(t)C(0)-jdtfzc(t-f)G↑( t') 
μ(x2) -v  ，~，- ，-， J-∞ 

(2.1.35) 

と書き換えられる。ここで部分積分と、 t< 0の場合の FDT、が(t)= (kBT)-ldC(t)jdt 

を使った。同様に、式 (2.1.34)の右辺第2項は

Jか}Lνいf内向川'E可2お制川c(収t一fめ仰仰)川削附附G(仰何(tげt'
(t1" ~ 1， .d¥ dC( t') =一一2恥刻c(O)削C(印州(tωtのト)ト一一一2恥制c(例tのM例)C則C(卯例0的)一一一一-j dtrzc(t-t )17 

μ(x2) μ(x2) μ(x2)ん

(2.1.36) 

して、最後に

と書ける。式(2.1.35)と(2.1.36)を式 (2.1.28)に代入すれば、いくつかの項がキャンセル

θC( t) /"'11 J¥ (t11，... rl1 1'¥ dC( t') 
τ=ー μeRC(t)-yM(t-t)7 

を得る。ここで、 μeff=μ-(μ(x2) )-1 I;c(O)は再規格化された緩和係数、

M(t)=-17V2C2(t) 
4μ(x2) 

は記憶関数である。これが、 C(t)に対する MCTである。

以上の結果を、式 (2.1.18)の場合に一般的化すると、

aCij(t) i'I I.L¥ (tu ' H I.L .L'¥ dC，αj (t') 
ー」ー μcff，iaC，αj(t)-I dt' Mia(t -t')一一一一θt r"，u ，-.u-UJ'~' Jo --._-ou，' -I dt' 

μc的j-μij-Eヰ(O)(xx)~Jμjj

Mij(t) =かん附6帆

(2.1.37) 

(2.1.38) 

(2.1.39) 

となる。

これを、実際のコロイド分散系に対する方程式である、式(2.1.16)に当てはめてみよう。

まず簡単のために、コロイド粒子聞のポテンシャルを、実効的なポテンシャル

v(γ) = -kBTc(r) (2.1.40) 

12一般には、プロパゲータ(ランダム力に対する応答関数)と、応答関数は等価ではない。この違いこそが、

ここで述べている場の理論の方法を、過冷却液体へ応用する際の大きな障害となるのである。これについて

は第 4章を参照。
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で近似しておく。ここで、 c(r)は式(2.3)で定義した、直接相関関数の実空間表示である。

この近似の下で、密度揺らぎ、 6ρ(r，t) =ρ(r， t) -ρ。に対して、式 (2.1.16)を波数表示で

表すと、

θ6ρk Dok2 (" ，.--- r dq 
一一一一一一仇+Do Iln-:'τk. qc(q)dρqdPk-q + !pk 8t S(k) ~rA ' -vJ (2川リ

となる。これを式 (2.1.18)の形式に読み直すと、それぞれの係数は、

(2.1.41) 

D{O); 
μ p叩 k2 否頁瓦fk)O山O咋川kl

V九弘p内k山《 = t予やヂ列i除[k1.k2如刷が刈c(仇んω)+ k1 . k3却刷が叫C吋仇(伏kね'3)]d九九dk1，山3
(2.1必)

を得る。

以上を振り返ると、前節の射影演算子を用いた方法に比べて、場の理論の方法による導

出が非常にエレガントであるような錯覚を覚える。しかし、問題は単純ではない。導出の

過程でもさりげなく言及しているが、 1ルーフ。近似という系統的な近似のほかに、いくつ

かの系統的でない近似が入っている。それらを列挙すると以下のようになる。

(1)最終式の導出に、 FDTを仮定している。しかしランダム力の性質を特定した段階で、

既に系が熱平衡状態に緩和することは保証されている筈である。従って、 FDTを仮

定せずとも導出が可能である筈だが、それが一般にはできない。

(2)相互作用を式 (2.1.40)のように近似しているが、その妥当性は疑問である。密度の平

均値(ρ(r，t))に対する運動方程式は、式 (2.1.16)で相互作用を式 (2.1.40)で置き換

えたような形に書くことが、厳密にできる。これは、動的密度汎関数法の中核を成

す方程式であり、その導出は、文献 [72，73]で論じられている。しかし今の場合は、

揺らいでいる量である匂(r，t)に対する方程式を考えているので、この置き換えは厳

密にはできない。

(3)μeff，ijに現れた補正項を無視する理由がない。

これらは些細な問題に見えるが、ガラス転移の問題に限っていずれも深刻な問題である。

この問題に対する考察は、第4章で行う。

2.2 モード結合理論ができること・できないこと

2.1.1節の導出からも明らかなように、 MCTは非常に荒い近似理論である。にもかかわ

らず、かなり広い温度範囲で、過冷却液体の実験やシミュレーションの結果を、定量的に

説明することに成功している [74]0以下に、 MCTが予想する過冷却液体のダイナミクス

を述べるとともに MCTの本質的な欠点を纏める。
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2.2.1 モード結合理論が予想する過冷却液体のダイナミクス

MCTから導かれる過冷却液体の振舞いや、その数学的な構造は精密に調べ尽くされ

ている [49]0まず、 F(k，t)の全体的な振舞し、から見てみよう。直径 σの剛体球から成

るコロイド分散系に対して、式 (2.6)を数値的に解いた結果が図 2.2である O これは、

様々な密度、ここでは体積分率ゆ =πρoσ3/6に対して、初期値で規格化した相関関数

f(k， t) = F(k， t)/ S(k)をプロットしたものである。 S(k)は、 Percus-Yevick(PY)理論か

ら求められる解析解を使った [52]0シミュレーションで求められた S(k)を使っても、結

果はほとんど変わらない。式 (2.6)を数値的に高精度で積分する方法については、 MCT

のパイオニア達による論文 [75]に詳しい。さて図 2.2で、ゼロに緩和する曲線を見る限

り、図1.2(a)で示したガラス転移点近傍に特有の階段型の緩和を、定性的によく再現し

ている。 f(k，t)は、初期の早い緩和の後、長いプラトー(ベータ緩和)を経て、最後にゼ

ロに緩和(アルファ緩和)をする。また、現

実の剛体球コロイド分散系は、実験でよ

く調べられていて、高密度で、まさにこ

の図に示した振舞いをすることがわかっ

ている [76]0この図が、実験・シミュレー

ションと違う大きな特徴は、密度がある

値を超えたところでアルファ緩和が凍結

して、 f(k，t)が有限の値に留まることで

ある。この突然の運動の凍結は、非エル

ゴード転移あるいは MCT転移と呼ばれ

ている。非エルゴード状態は、

主主f(k，t)三 f∞(k) (2.2.1) 

/園、¥

吋

りぎ 0.6
、、、

〈ご 0.4
hば

~ 0.2 

1.0 
n=l 

0.0 

10-5 10.3 10.' 10' 103 105 107 109 10" 

t 
図 2.2:式 (2.6)の数値解。 S(k)のピーク値付近の波

数、 kσ 回 2π での f(k，t) = F(k， t)jS(k)をプロット
した。体積分率は、臨界点φc回 0.51に対して、 ε=
(ゆc-<t)j恥=士lO-nを定義して、 n= 1，2，'・.， 5 
を選んだ。 S(k)は py方程式の解を使っている。時

間の単位は、 σ2jDoに取った。
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が有限の値を取る状態として定義される。このf∞(k)は図 2.2でのプラトーの高さを表し

ており、非エルゴードパラメータ (nonergodicparameter， NEP)、あるいはデパイワラ一

因子と呼ばれている。また、その転移点はMCT臨界点と呼ばれており、添え字 Cを付けて

ゆc、あるいは温度をパラメータに選ぶ場合にはZなどと表す。ゆcは同IJ体球の場合、 0.52

程度である [77]0 これに対して、実験で測定されるガラス転移点は、内=0.57 rv 0.61と

見積もられており [76]、供よりかなり値が大きい。 MCT臨界点は、ガラス転移点とは全

く異なるものであることは強調しなければならない。 MCT臨界点は、常に実際のガラス

転移点より低密度(高温)側にある。この図に見られるような非エルゴード転移は、理論

の不完全さの所産である。現実の系では、熱活性化過程のために非エルゴード転移はなま

り、 MCT臨界点より高密度(低温)側でも F(k，t)はゼロに緩和する。

この見せ掛けのf(k，t)の凍結を除けば、図2.2で見られる f(k，t)の振舞いは普遍的なも

のである。以下に説明するように、 MCT臨界点より低密度(高温)側では、 MCTと、実
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験・シミュレーションで観測されるf(k，t)は、広い時間領域に渉りよく一致している。ま

た、 MCT臨界点より高密度(低温)側においてすら、 MCTはベータ緩和領域のダイナミ

クスや、 NEPの振舞いをある程度説明することに成功している。現実の系では、 MCT転

移は存在しないので、厳密な意味でのNEPは存在しないのだが、観測されるf(k，t)には、

図1.2(a)からも明らかなように、長時間に渉るプラトーが現れるから、この高さをNEP、

f∞(k)と解釈すればよい。ここでは、 MCTが予想する f(k，t)やNEPの振舞いと、実験・

シミュレーションの結果との比較をより詳しく見てみよう。

まず最初に、 NEPの密度、波数依存性を見てみよう。 f(k，t)のラプラス変換表示を

f(k，z)のようにハットをつけて表すことにすると、非エノレゴード状態では、 f(k，z→ 0) = 

f∞(k)jzヂ0である。従って f∞(k)は、式(2.1)あるいは式 (2.6)をラプラス変数表示に

した時のz=Oでの特異点から計算することができて、それは非線形方程式

M(k，∞) 
f∞(k) = 

1十M(k，∞)

1.0 

0.8 

L4) d2B 06 

0.4 

0.2 

。。

• 

。 4 

(2.2.2) 

• BD simulalion 
--MCT 

8 12 16 20 24 

k 

の解として与えられる。ここでM(k，∞)は、

式(2.2)でF(k，t)をS(k)f，∞(k)で置き換えた

関数である。ここで注意するべきことは、式

(2.2.2)は、式 (2.1)と(2.6)に含まれている、

短時間のダイナミクスを記述する輸送係数、

Dkやrkを一切含まない点である。 NEPは、

液体に対する MCT(式 (2.1))とコロイド分散

系に対するそれ(式 (2.6))のどちらから出発

しても、結果が同じである。このことはNEP

が、ニュートン方程式やランジュバン方程式

など、構成要素のミクロな運動法則に依らな

図 2.3:KA-LJ液体に対して、 2成分系に拡張し

たMCTを数値的に解析して得られたfj:，)(k)(実
線)。点はシミュレーションで得られた、 Tぉ 0.45

付近での f(k，t)のプラトーの波数依存性を示し
ている。(文献 [8]より)

い物理量であることを表している。液体でもコロイド分散系でも、密度や温度、相互作用

が定まればNEPは一意的に決まる。 MCT臨界点でのf∞(k)を臨界非エルゴード、パラメー

タと呼び、添え宇(c)を付けてf与)(k)と書く。シミュレーションにより得られたf(k，t)の
プラトーの高さを、 f~)(k) と見倣してプロットしたのが図 2.3 である。 MCT で計算した

結果も、重ねて描いてある。定量的な一致は明らかであろう。

図 2.2を見ると、ゆくゆcでは、アノレブア緩和に至る前のプラトーはほぼ一定である

が、私を越えると f∞(k)の値が増えていくことがわかる。この上昇の様子は、 NEPを

f∞(k) = f~)(k) + 61<∞(k)と展開してから、式 (2.2.2)を線形解析することにより、計算

することができる。その際に中心的な役割を果たすのは、 M(k，∞)を 61<∞(k)で展開して

得られる安定性行列
θM(k，∞) (.. .1" 1.¥12 

k，q = ~~~~r\..; :¥-/ {1 -1<∞ (q)}~ 
θf∞(q) 

(2.2.3) 
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である。数学的な詳細は文献 [49]に譲り、結果だけを書くと

f∞(k) = f~)(k) + AhkM (2.2.4) 

となる。 εはMCT臨界点からの距離で、密度であればε=(ゆcーゆ)/恥、温度であれば

ε= (T -Tc)/丸と、高温・低密度側が正になるように定義する。式(2.2.4)から、 NEPは

J司のように増加することがわかる。ここでAは、安定性行列の線形解析からは直接決
まらない物質固有の定数である。 hkは臨界振幅と呼ばれる量で、 Ck，qの右固有ベクトル

匂の、 MCT臨界点での値を用いて、

hk = {1-f~)(k)}2ekc) (2.2.5) 

と書くことができる。イオン性ガラスのCKN(Cao.4KO.6(N03h.4)に対して、光散乱実験で

測定された NEPの温度依存性を図2.4に示す[78]0この図では、実験結果をZをパラメータ

0.68 

0.66 ... k=0.227 
() k=O.232 

・k=0.235
D. k=O.336 

匂 k=O.423

・k=O.623
.. k=O.896 

_ 0.64 
吋 ι

合国.;"0.62 
、---、よ 0.60

A .. 
漏τ，，_.
。U 百，也.・ .. 

'-""() 

0.58 

0.56 
350 360 370 380 390 400 410 

T(K) 

として、y"l';てTでフィットしている。確か

に丸より高温では一定であったプラトーの

高さが、 Tcより低温でカスプ状に上昇して

いるように見える。この一致を良いと見るか

どうかは意見が分かれるところであるが、少

なくとも、実験結果はMCTの予想と矛盾し

ていないと言えよう O

次に、 MCT臨界点近傍のf(k，t)の時間依

図 2.4:CKNに対して測定された NEPの温度依 存性について調べよう。 f(k，t)の長時間での
存性(点)。様々 な波数に対してプロットしたNEP ダイナごクスドは、以下のように、系の詳細
を、 Tcをパラメータとして JT:てTでフィット ¥ 」

した(太線)[78]。 に依存しないスケール則が成立することを示

すことができる。式(2.1)または(2.6)をラプラス変換すると、周波数 Zの小さい極限で

は、どちらの式から出発しでも、同ーの表現、

f(k， z) 
= LT [M(k， t)] 

1十zf(k，z) 
(2.2.6) 

を得る。式(2.2.2)同様、 zが小さい領域では、ダイナミクスの微視的な詳細は重要ではな

い。ここで、 LT[...]はラプラス変換を表す。ベータ緩和領域、即ちプラトーの近傍での

ダイナミクスの解析は、 f(kヲt)= f~)(k) + 8f(k， t)と展開して NEPの計算と同じ方法を
用いればよい。式(2.2.4)では、安定性行列とその固有ベクトルで、表される臨界振幅似の

係数Aは、波数に依らないので、あった。式(2.2.6)の解析では、このAが時間の関数で置

き換わり、その結果は

f(k， t) = f~)(k) 十九g(t)什司 (2.2.7) 

となる。つまり、波数と時聞が分離できるのである。長さと時間のスケールがカップ。ノレす

る、通常の臨界現象におけるダイナミクスとは対照的である [54]0

F
h
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A
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式(2.2.7)を式(2.2.6)に代入すると、 g(z)についての2次の非線形方程式が得られる。

これを zが小さい領域で調べると、 g(z)には代数的な解が 2つ存在することがわかる。干

の解を g(t) 回 (t/~β)-x と書くと、 Z は以下の方程式の 2 つの解で、与えられる。

F2(1-x) 、
r(l -2x) 一

(2.2.8) 

ここで、 r(x)はガンマ関数である。入はMCT方程式における非線形項の大きさを表すパ

ラメータで、

1θ2M(k，∞) 
{1-I1∞(q1)}2{1 -1，∞(q2)}2 (2.2.9) 

k，Qlの=2. a/~)(qdδ1~)(q2) 

を用いて、

入=Zd)csd (2.2.10) 
k，Ql，q2 

と書くことができる。ここで、九は安定性行列 Ck，qの左固有ベクトルで、ある。まずε>

O、つまり低密度(高温)側の振舞いを調べてみよう。式(2.2.8)には正負の 2つの解があ

り、それぞれを α>0、-b< 0とする O

(t/~β)一α がプラトーに向かっての緩和を表

し、一(t/1!β)bがプラトーを通り越した後の

緩和を表す。前者を早いベータ緩和、後者を

遅いベータ緩和と呼ぶ。両者のクロスオー

ノ〈ーを決める時定数7β は、ベータ緩和時間

と呼ばれている。 Tβは非線形方程式の係数

の辻棲が合うように決めることができて、

結果は

6 Bela scaling regime 

ぶ

4 

1if 1if 1d 1d 1~ 10‘ 105 

t 
図 2.5:KA-LJ液体において、様々な波数kに対す
るRk(t)をシミュレーションにより計算した結果。矢
印で囲んだベータ緩和領域で、 Rk(t)に波数依存性が

アβ=tolε1-1/2α (2.2.11) 見られない。またこの領域で、フィッテイングにより得

となる。 toは微視的な時間の単位である。

られるベータ緩和指数は、 MCTの予想 (α 応 0.32、
b回 0.63)と誤差範囲で一致している。(文献 [79]よ

り)

高密度(低温)側(ε<0)については、 2つの解のうち、 (t/7iβ)一α(t< ~β) だけが意味があ

る解である。 t>r.βではg(t)は凍結し、これは式 (2.2.4)での Aに他ならない。以上の結

果を纏めると、ベータ緩和領域の f(k，t)は以下のようになる。

f(k， t) = f~)(k) + hkG(t) 

(rq仰附(作肋…tの)
G(μωt吟)=一B(収t/介7α)b (収t>>T，巾β，ε>0的) 

(2.2.12) 

Bは、ここでのスケール解析からは直接決まらない定数である。特に最後の式は、 von

Schweidler則と呼ばれている。最後の式でアαは、式(2.2.7)のv'cを吸収させたために現

れた、新しい時間のスケールであり、
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(九ず
1 1 

"(=一一十一
2α 2b 

で定義される O これを (MCT理論における)アルファ緩和時間と呼ぶ。このベータ緩和

領域での振舞いは、様々な過冷却液体やコロイド分散系に対して、実験 [76，80]やシミュ

レーション [79，81]との比較が徹底的に行われていて定量的な a致が得られている。図2.5

に示したのは、 KA-LJ液体に対して、様々な波数における Rk(t)三 {f(k，t) -f(k， t1)} 

/ {f(k，t2) -f(k， td}のシミュレーション結果をプロットしたものである。式(2.2.12)が

(a) 1.01 ーλ-----..........大¥ 成立しているならば、 Rk(t)にはG(t)だけが

0.8J 、、 J 残り、波数に依存しない関数となる筈だが、官
戸事圃司h、0.6 

匡相占〈7 0 4 

¥ 

10・t 10
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5 10. 

t/rα 
(b) 1.0 
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~0.7 
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k 

図 2.6:2成分剛体球液体に対するシミュレー
ションの結果。(文献 [82]より)(a) TTSを検
証した結果。様々な密度に対して、アルファ緩

和時間t=九で F(k，t)を一致させると、全て
がKWW則で表されるマスターカーブに乗る。
(b) KWW指数品の波数依存性。点はシミュ
レーション、線は MCTの数値解により得られ
たKWW指数仇である。波数の大きい極限で
は、ベータスケーリングの指数bに収束してい

ることがわかる。

(2.2.13) 

の図はそれを見事に示している。

f(k， t) =申k(t/Tcα) (2.2.14) 

高温・低密度側 (ε>0)では、 t>>T，βでプラ

トーからゼロへの緩和が起こる。このアルファ

緩和領域では、ベータ緩和領域のように、プラ

トーからのずれを小さいと仮定した議論は使え

ず、式 (2.1)や (2.6)を直接、数値解析しなく

てはならない。それでも一つだけ解析的に予想

できる普遍法則がある。これは、アルファ緩和

領域で緩和関数の時聞が、式(2.2.13)で定義さ

れるアルファ緩和時間 7α だけでスケールで、き

るというもので、と書かれる。ここで、世k(X)

はεに依存しない関数である。式(2.2.14)は、

温度を変化させてもアルファ緩和の振舞いは変

化しないことを表しており、「時間温度重ね合

わせJ(time-temperature superposition， TTS) 

の原理と呼ばれている。さらに、 MCT方程式

の数値解を直接求めると、 f(k，t) =世k(t/Tcα)

式(1.1.4)で定義したKWW型の引き伸ばされた指数関数の振舞いは、

f(仰)勾仰 [-Ak(t/九)βk] (2.2.15) 

でよくフィットできることがわかる13 一般に Akや、指数のふは波数に依存する。式

(2.2.14)を、シミュレーションによって検証したのが図2.6(a)である。 MCTから得られる指

数政の波数依存性と、シミュレーションの結果を比較したのが、図2.6(b)であるoFuchsは、

13式 (2.2.15)はMCT方程式の厳密なスケーリング関数ではなく、あくまでも近似式である。
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MCTにおいて、ベータスケーリングの指数bと凡の聞には、1imk→∞島 =bの関係が厳密

に成り立つことを示した [83]0図2.6(b)にbを点線で表したが、この公式が成立していること

を表している。 105

最後に、式 (2.2.13)は、 7α がεに対して代

数的な発散をすることを表しているが、これを

宮崎川正

KA-LJ液体に対して、シミュレーションで確か

めたのが図 2.7である。 Zをフィッテインク会パ

ラメータとして、 T一九に対してアαをプロット

した。そこで得られた代数則の指数は、 MDシ

ミュレーションで計算した結果はγ=2.3 [可、

BDシミュレーションではγ=2.45 [84]で、あっ

た。若干、値は異なるが、いずれも誤差の範囲

で、 MCTの予想である γ=2.46とよく一致し

ている O

2.2.2 モード結合理論の欠点

(a) 10口 • OTP(九=2柑 q
A CKN(T.=志田町
目白-OTP，MCτ僧哨hT，=2田，r-27
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図 2.8:(a)図1.1(a)のデータに、式(2.2.13)
によるフィットを重ねた。 Tc以下で、代数則

が大きく破れることがわかる。 (b)図2.7で

示した KA-LJ液体の九を、 Angellプロッ
トに書き直した図。
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図 2.7:KA-LJ液体に対して、 MD[7]とBD
[84]から得られた九の温度依存性。 Tcをブイツ
テインク、、パラメータとして、 T-Tcに対して
プロットした。微視的な時間スケールの違いは

あるが、同じ温度領域でほぼ同じ指数を持つ代

数的な振舞いが見えていることがわかる。

前節で挙げた、 MCTが説明することに成功し

ている現象以外にも、ガラス転移点近傍では実に

多様なダイナミクスが観測されている。その多く

をMCTは説明できない。それらは全て、 MCT

の欠陥に由来するのである。特に代表的なMCT

の欠陥を以下に纏めよう。

(1) MCTはZ以下でのダイナミクスを説明で

きない

繰り返し述べてきたように、図 2.2に示したよう

な非エルゴード転移は、 MCTの理論としての不

完全さに由来する非物理的な転移である。現実に

は、丸以下でもアルファ緩和は観測される。そ

こでは、自由エネルギーランドスケープ上の熱

活性化過程が重要な役割を果たすと考えられて

いるが、その効果はMCTでは全く考慮されてい

ない。
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(2) MCTはVogel-Fulcher則を説明できない

式(2.2.13)に示したように、 MCTは、 7α の温度

依存性が代数則に従うことを予測する。アαと比例関係がある粘性係数ηも、同じ温度依存

1.0 
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性を持つO 一方、第 1章で述べたように、ガラス転移点九付近で、 ηは式(1.1.1)で表さ

れる VF員IJで良くフィットできることがわかっている。これは、えと九の間で、 ηの振舞

いが大きく変わることを意味している。この事情を示したのが図 2.8である。 MCTがカ

バーできるのは、 ηや 7α の最初の 5桁程度の増加までである。現在のシミュレーションが

カバーで、きるのも同じ程度であり、 MCT的な代数則から VF員IJへの、クロスオーバーを

議論することは難しいのが現状である14 MCTが登場した頃、熱揺らぎが支配的な通常

の液体では熱活性化過程が重要であるが、温度がパラメータとして入らない剛体球コロイ

ド分散系では、熱活性化過程が抑えられるために、理想的な非エルゴード転移が観測され

るのではないかと予測されていた時期がある。確かに剛体球系では、ポテンシャルエネル

ギーランドスケープ (PotentialEnergy Landscape， PEL)上で局在化した熱活性化過程は

存在しない。しかし、エントロピ一面上での活性化過程は存在する。実際、岡IJ体球コロイ

ド分散系に対する粘性係数の振舞いは、 MCT的な代数則が成立する領域よりも高密度傾.IJ

では、 VF則において温度を密度に置き換えた経験式 (Doolittleの式と呼ばれている)で、

よくフィットすることができる [86]0自由エネルギーランドスケープ上でのガラス的なダ

イナミクスは、液体とコロイド分散系で本質的な相違があるとは思えず、 MCTが厳密と

なる系が実在するかは疑わしい。

(3)乱1CTは温度を過大評価(密度を過小評価)する

単原子分子液体 [7]や、剛体球コロイド分散系 [76]

に対しては、 αやb、γなどの指数が、実験やシミュ

レーションにより詳しく調べられており、 MCT

と定量的に良く一致することが確かめられてい

る。しかし、温度や密度はMCTの予想と一致し

ない。図2.9は、 KA-LJ液体に対する、凡(k，t)の

シミュレーションの結果を 温度をパラメータと

して、 MCTの計算結果で、フィットさせたものであ

る。シミュレーションとの一致は見事だが、 MCT

でFs(k，t)を計算する際に用いた温度は、シミュ

レーションのそれと 100%近くずれており、 MCT

1.0 

0.8 

/圃h、
....... 0.6 

蜘母
、~

lt.. '" 0.4 

0.2 

。。
1~ 1if 1~ 1~ 1~ 1~ 1if 

t 
図 2.9:KA-LJ 液体に対するシミュレーショ

ンと MCTの比較。 T= 0.466において、シ
ミュレーションで計算した Fs(k，t)(点)は、
T = 0.939における MCTの結果(実線)と
最もよく一致する。(文献 [871より)

は温度を過大評価していることがわかる。同じことはMCT臨界温度丸についても言え

て、シミュレーションで 7α の温度依存性に対するフィッテイングから得られた丸は0.435

であるのに対し、 MCTはTc= 0.922を予想する。他の過冷却液体に対しても同様である。

通常の臨界現象においては、臨界指数の計算は精密に計算されているが、臨界温度自身は

系の微視的な詳細に依存する量であり、それを第一原理的に計算すること自体には大きな

関心はない。しかし、ガラス転移の場合は事情が少し違う。 MCTと実験の温度のずれは

14それでもこの領域でのデータを強引に VF員IJでフィットして、 fragilityが議論されている [851。それによ
ると、 KA-LJ液体は、脆いガラスだと言う。
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系統的であり、そのずれにはMCTの本質的な欠点が潜んでいるに違いない。

(4) MCTは動的不均一性を説明できない

第 1章で、ガラス転移機構の理解の鍵を握る概念として、動的不均一性を挙げた。少なく

とも今までは、 MCTがこれを説明することはできないと信じられていた。この動的不均

一性について、もう少し詳しく説明しよう。通常の相転移では、磁化のような空間上の 1

点で定義される物理量ゆ(r)が秩序変数であり、協同現象に伴う長距離相関は、その分散

χ(2)(r)三(15ゆ(r)c5φ(0)){こ現れるので、あった。一方、ガラス転移においては、時空間上の

2点で定義される Gx(r，t)三ゆ(r+x，t)ゆ(r，O)が、重要な役割を果たす。この量を平均し

た量、 Gx(t)三(Gx(r，t)) = (ゆ(x，t)ゆ(0，0))は、 F(k，t)のような 2体時間相関関数であ

る。 Gx(t)は高温でゼロに緩和するが、ガラス転移点で有限の値に長時間留まるのであっ

た。動的不均一性とは、このGx(r，t)の揺らぎがある空間相関を持ちながら、不均質に分

布していることを言う。このことは、ガラス転移においては、 Gx(r，t)が、秩序変数とし

ての役割を果たすことを示唆している。そして、この「秩序変数JGx(r， t)の時空間相関

に、協同的な長距離相関が現れるのである。これを定量化するためには、「秩序変数Jの

分散

χど)(r， t)三 (c5ex(r，t)c5ex(O， t)) (2.2.16) 

を調べればよい。この量は、 4体相関関数と呼ばれている。シミュレーションが見事に

捉えたのは、 χど)(r， t)の波数表示である、 χど)(q， t)の q依存性に現れる長距離相関であ
る [36，38]04体相関関数の導入により、ガラス転移における臨界的挙動の定量的な解析が

可能となった。一方MCTは、 2体相関関数Gx(t)に対して定式化されたものである。第1

章で述べたように、 MCTはガラス転移の「平均場理論」と呼ばれている。平均場理論で

あるため MCTは動的不均一性を説明することはできない、と考えられてきた。しかし、

素朴に考えてみてもスローダイナミクスを記述する理論が、スローダイナミクスの原因で

ある協同現象を説明できない、というのはいかにも不自然である。第一、臨界現象におけ

る平均場理論も、相関長の発散を記述できるではなし、か [88]0ガラス転移の理論の現状は、

「臨界現象における平均場理論のレベルに留まっているj と言われることがあるが、間違っ

ている。「平均場理論すら満足にでき上がっていなしリと言うべきだろう。最近、我々は

MCTの枠組みの中で、式 (2.2.16)のような高次相関関数を扱えるように拡張し、相関長

を計算することに成功した [89]。その結果は第3章で紹介する。

それでも、 MCTが動的不均一性の全てを説明できるわけではない。例えば、動的不均

一性に起因すると考えられている最も顕著な動的異常の一つに、 Stokes-Einstein (SE)則の

破れがある [90]0多くの液体において、九に比べて十分高温であれば、液体中の 1分子の

自己拡散係数Dと粘性係数の聞には反比例関係、 Dcx 1/ηが成立する。これをSE則と呼

ぶ15 しかし九近傍では、図2.10のように、 SE員IJが破綻している。これは直感的には、

15本来SE員IJとは、液体中をブラウン運動する 1つのコロイド粒子に対する、ストークス抵抗係数(=3πησ

(σ はコロイド粒子の直径)と自己拡散係数の聞の関係、 D= ksTj( ()( Tjηのことを亘う。〈は、コロイド粒
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ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

以下のように説明することができる。ちに近づくとともに、分子が動きやすい場所と動き

にくい場所がはっきりと現れるようになる。このような不均質系の中に置かれた分子は、

動きやすい場所で移動距離を大きく稼ぐことができるために、空間が均質である場合に比

べて拡散係数が大きくなる。逆に、系の巨視的な性質である粘性係数は、応力を負担する

動き難い場所の影響を、より強く受ける。このような現象は、「平均場理論jである MCT

では説明できない。

10.7 

ム情込山℃・莞り
... 

Q 官

長 10

きlli記]( 

(
E
Q
)
 • 

10.9 

0.6 0.8 0.9 0.7 

乙/T
1.0 

動的不均一性のもう一つの状況証拠として

よく挙げられるのが、式(1.1.4)で表される

KWW則である。局所的には指数関数的な緩

和をしているのだが、緩和時間が空間的に不

均質に分布しているために、平均を取ると巨

視的には引き伸ばされた指数緩和となる、と

いう議論である [32]。しかし、図2.6で示した

ように、本来、非局所性があらわに考慮、され

ていないMCTも、 KWW員IJを記述できる16

このように、(少なくとも見かけ上)全く異な

図2.10:いくつかのNMR法を用いた、 OTPの
自己拡散係数と粘性係数の積、 knT/3πDη。点
線は高温側での直線によるフィットで、この値
はOTP分子の実効直径である。矢印は中性子
散乱実験で求められた、 MCT温度Tcの位置を
表す [30]0SE則の破れが Tcより低温で顕著で
ある。因みに、 OTPのvander Waals直径は てしまうことは ガラス転移研究でよくある
σvdW = 7.6 X 10-8 (cm)である。(文献 [90]よ
り) ことだが、図2.6(b)の一致は出来過ぎである。

恐らく、 2つの異なるシナリオが矛盾しているのではなく、温度領域により、異なる物理

る2つの考え方から KWW則は説明できて

しまう。異なるシナリオが同じ現象を説明し

的概念が、 K¥¥内町則に反映されているのではないだろうか。

以上 (1)-(4)に示したMCTの欠点の数々は、いずれもガラス転移の本質に関わる深刻

なものである。このような欠点をあげつらい、 MCTを批判することは易しい。 MCTの

導出を見てもわかるように、 MCTでは多くの荒唐無稽な近似や仮定が使われており、と

ても運動論とは言えない稚拙な理論である。このように考えると、 MCTの様々な欠点に

幻滅するよりも、むしろ 2.2.1節に示したような、実験やシミュレーションとの定量的な

一致に驚いてしまう。そもそもガラス転移現象は、ランダムネスとフラストレーションが

多体効果と強くカップルした、究極の強相関系である。このような問題に、部分的にでも

子周囲の液体を連続体とみなし、ナピエストークス方程式を解くことにより計算される。液体分子に比べて大
きいコロイド粒子には、音波のような短い時間スケールは効かず、液体の横運動量だけがCに寄与する。大
雑把には、このことはSjるgrenの公式(式 (2.7))で、右辺第 2項の Mtが拡散係数の主要な寄与であること
を意味している [91]0大きなコロイド粒子にとって、液体分子との 2体衝突項や鳥篭効果は小さいので、式
(2.7)の第 1項は無視できるのである。一方、上で議論している、液体の 1分子に対する SE則の物理的な起
源は全く異なる。密度が高い液体では、 Mtは無視できるほど小さい。また、分子の微視的な長さのスケール
では、連続体の描像は完全に破綻している。この場合のSE則は、粘性と拡散係数が共に、アルファ緩和時間
に支配されていることに由来する。粘性係数は TQIに比例する。また、 Mpに対する表現である式 (2.8)から
明らかなように、拡散係数はDcx: 1/T，白となる。
16MCTに動的不均一性は一切合まれていない、と主張しているわけではない。その議論については 3.1節
を参照。
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答えることができる第一原理理論が存在することが驚きなのである。

この節で挙げたのは、いずれもよく知られている MCTの欠点だが、もう一つ、 MCTが

決して説明することができない極めて重要なガラス現象がある。これを最後に紹介する O

細い口ッド系のガラス転移

これまでは、典型的なガラス系として、分子性液体やコロイド分散系を考えてきた。これ

らの系の分子間(コロイド粒子問)には、強い斥力相互作用が働いている。つまり分子やコロ

イド粒子は、有限の体積を持つ。分子が大きさを持たなければ、ガラス転移は起こりょうがな

い。しかし、ガラス転移において、分子が有限の体積を持つことは本質的ではなし、かもしれな

2.2.3 

い。例えば、理想的

に細いロッドを何本

た

か組み合わせて作つ

を考えて

みよう [92]。このロ

ッドは、長軸方向に

「分子」
来栄
(c詐

/ 
¥ア¥
(a) 

は有限の長さ Lを持
図 2.11:細いロッドから作られた「分子Jの数々 。 (a)r単原子J分子 (b)3本
のロッドから成るジャック状の分子 (c)何本ものロッドから成る球状分子 つが、太さは無視で

つまり分千の体積はゼロであるから、この系は密度(分子の個数)に依らず、

熱力学的には理想気体となる。もちろん、熱力学的相転移は存在しない。図2.11に描し1た

のは、細いロッドを組み合わせてできる「分子」の数々である。図2.11(a)は、 1本のロツ

ドから成る「単原子j分子であり、高分子物理学でなじみ深い棒状高分子である [93]0

の系のロッドの回転拡散係数は、密度の増大とともに、隣接するロッドが障害物となるた

きるとする。

しかしゼロにはならない。つまりガラス転移は起こらない。十分

ロッドは、長軸方向に拡散することにより、常に逃げ道を見つけるこ

め、急激に小さくなる。

時間が経過すれば、

1.0 とができるからである。

a 
O 

'b .':・三企~三、 e_
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ノーヘ
吋-

h母、J
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では、 3本のロッドを十字架状に組み合

わせた分子の場合はどうか(図2.11(b))。こ

のような「分子」は、欧米の子供のおもちゃ

0.0 
10-3 

に形が似ているので、その名を取ってジャッ

ク(Jacks)と呼ばれている。最近Frenkelら

により、この系のシミュレーションが行わ

れ、ジャックの密度の増加と共に急激に緩和 10' 10
3 

10
2 

10
1 10.1 10.2 

時間が大きくなる他、 TTS、KV¥市7則、動

的不均一性など、ガラス転移に特徴的なダ 図 2.12:ジャック液体のスローダイナミクス。様々
な密度 poに対して、 Fs(k，t)をプロットした。(文

イナミクスを示すことが確かめられた(図 献 [94]より)

これをガラス転移と断定するには、計算時間が短すぎるようなので早計かもし

っ“
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h
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ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

れないが、スローダイナミクスの起源が純粋に動力学に由来する、現実的なモデルとして

興味深い。さらに一分子当たりのロッドの数を増やしていけば、図 2.11(c)に示したよう

な、栗のイガのような球状の分子ができるだろう。し、かにも高密度でガラス転移を起こし

そうな系であるが、それでも熱力学的には理想気体である。理想気体の分子の動径分布関

数はg(r)= 1となる。また、 8(k)= 1 +ρo J dreik-r {g(r) -1}であるから、 8(k)= 1、つ
まり c(k)= 0となる。従って、式(2.2)と(2.5)で表される、 MCTの記憶関数は厳密にゼ

ロとなる。 MCTでは記憶関数こそが、ガラス転移を記述する要であるから、このことは、

MCTが細いロッド分子のスローダイナミクスを扱うことはできないことを意味している。

果たして、ロッドを扱えるように、 MCTを拡張できないだろうか。その困難が何処に潜

んでいるかを知るために、 MCTがロッド系でどのように破綻するのかを具体的に見てみ

よう。いきなりジヤツクを扱うのは難しすぎるので、図2.11(a)で示した、単純な「単原子j

ロッド液体を考えよう。それでもまだ問題は複雑である。我々が扱いたいのは、 ρ'OL3>> 1 

であるような高密度領域である。ロッドはブラウン運動をしているとすると、ロッドの拡

散は、ロッドの長軸方向の拡散係数DIIと、長軸に垂直な方向の拡散係数 DJ..で記述され

る。ロッドのダイナミクスが遅くなるのは、 2本のロッドが衝突すると、互いにすり抜ける

ことができず、ロッドの長軸方向に L程度の距離を迂回しなければならなし、からである。

そこで、スローダイナミクスの起源である、ロッドに垂直方向の衝突ダイナミクスだけを

抽出したミニマルモデルとして、一次元拡散系を考ることにしよう。つまり、長い直線上

に粒子が並んでいて それらが独立に拡散しているが お互いに通り越すことができない

系である。

この 1次元拡散系の問題は、 singlefile diffusion (SFD)問題と呼ばれ、古くからよく調

べられている [95，96]170 SFD系では、 1粒子の運動が、前後の粒子を通り越すことがで

きないために抑えられてしまう。そのため平均自乗距離は、 (R2(t))cx tとはならず、長時

間で

「凶作 (2.2.17) 

となる [96]。ここで、 8(0)は構造因子の波数ゼ、ロの値で、圧縮率の逆数に比例する量であ

る。直径がσの剛体球であれば、 8(0)= 1-ρoσ となる。 Doは、希薄極限での自己拡散

係数を表す。 (R2(t))がtに比例しない拡散は、異常拡散と呼ばれている。特にこの場合、

通常の拡散よりも遅い拡散であるので、 subdiffusionと言う。式(2.2.17)から明らかなよ

うに、 SFDのsubdiffusionは粒子の大きさに依らず成立する。一方、 MCTでは、粒子の

大きさがゼロの極限では記憶関数がゼロとなるので、この subdiffusionを説明することは

できない。ここでは、 MCTの欠点の所在を明らかにすることが問題であるから、既存の

スマートな理論 [95]を用いず、敢えて迂回して、標準的な運動論を用いて、 subdiffusion

を導出してみよう。通常の拡散であれば、拡散係数はD= kBT/(により抵抗係数と関係、

17熱平衡状態での SFDは、既にほぼ解決している。最近は、この系に外力を加えた非平衡状態の問題が非
常に活発に議論されている。例えば文献 [97]とその引用文献を参照せよ。
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付けられるが、 subdiffusionの場合はDが時間の関数となる筈であるから、これを一般化

し、 Laplace表示で
kp.T 

D(z) =よー
((z) 

と書く。 Green-Kubo公式によれば、一般化された抵抗係数((z)は

(2.2.18) 

的)=白十三子炉te-zt(F(のF(O))三 (0+ 6((z) (2.2.19) 

と書くことができる。ここで(0は希薄極限での抵抗係数、右辺第2項が多体相互作用に由来

する項である。 F(t)は粒子に働く力であり、その時開発展は、全粒子に対するSmoluchovski

演算子乙で記述される。注目している粒子の座標をR1とすると、 F(t)は

ふθυ(IR1(t)-~(t)1{ 1 ( 伽 (X12)
F(t)=-〉 =一卜dX1卜dX2一一-P2(ZIAJ)台 θR1(t) J -~.1. J (2.2.20) 

と書くことができる。 ρ2(X1，X2， t) = "LJ':26(X1 -R1 (t))6(均一九(t))は2体の密度分布
である。式(2.2.20)を(2.2.19)へ代入すると、 6((z)は

f∞ rL { ~ _ ( ~ __ r， _ _ -ztθV(X12)〆、θυ(X34)
6((z) =一一 Idt仰 1向卜dX3I dX4 e-zt

一~G4(X1 ， X2;川4;t)一一一kBT Jo --J --.. J --.. J ---... J θX12 、ノ δX34
(2.2.21) 

となる。ここで、 G4(X1，X2; X3， X4; t) = (ρ2(X1， X2， t)ρ2(X3， X4， 0))は4体相関関数である18

一方、 Smoluchovski演算子は、密度が小さい極限で多体相互作用の最低次の項だけを残

すと、

δ[δ1θV(X12) 1θ[θ1δV(X2dl .c(X1，X2) = D(z)一一1: +一一一一一1+Do一|一十一一一一一1(2.2.22) 
θX1 IθXl . kBT δXl δX2 IδX2 . kBT θX2 

と書ける。ここで、大切な近似を行っている。式(2.2.22)の右辺第1項は、注目している粒子

の自己拡散から来る項であるから、拡散係数として多体の効果を既に繰り込んだD(z)を

用いた。これは一種の有効媒質近似である。一方、第2項は、注目している粒子と相互作

用している粒子全体の拡散(collectivediffusion)を記述する。 1次元で、あっても、 collective

diffusionには異常拡散は現れないので、こちらの拡散係数は定数Doを用いた。この近似

は低密度で有効である。式(2.2.22)と恒等式、

L __ L __ /'1 1 、θV(X34) θg(X13)
Idx2卜dX4G4(Xl， X2; X3， X4; t = 0)一一一一 =-kBT一一一一J ---'"J 、 JθX3 θXl (2.2.23) 

を用し、 (g(X)は動径分布関数)、適当に変数変換をすると、式(2.2.21)は

fθV(X)r_ TI_  _¥1-1θg(X) 
6((z) =一ρoF2371z-L(M)137

となる。ここで、 2粒子間の相対距離に対する Smoluchovski演算子、

θ{δ1δV(X) 1 
L(x， z) = Do(1 + R(z)): ~一十一一一一〉

θX lδX . kBT θX J 

(2.2.24) 

(2.2.25) 

18この 4体相関関数に対し dccoupling近似をして、 G4(Xl，X2; X3， X4; t) 
(8ρ(2， t)8p(4， 0))としたのが MCTである。

応 (8ρ5(1，t)op5(3， 0)) 
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ガラス転移とモード結合理論 最近の発展と課題一

を定義した。 R(z)= D(z)/ Doである。今、相互作用として剛体球ポテンシャルを考えて

いるから、 L(x，z)のグリーン関数の計算は、単純な拡散方程式の境界値問題に帰着し、厳

密に行うことができる。しかし、ここでは敢えて相互作用をあらわな形で扱い、波数表示

でリゾルベント展開を用いて解く。その結果は

8ρoσkBT r∞ sin q( sin q + Z-I/2q COS q) 
6C(z)=j  
πDo(1 + R(z))ん Z+q2

(2.2.26) 

となる。ここで2三 Z(J2/ Do(1十R(z))で、拡散に特徴的な時間で無次元化した周波数を

定義した。式(2.2.26)はただちに積分できて、

2ρokBT 
8((z) = I 一'一' (2.2.27) 

となる。この結果を式(2.2.18)に戻せば、 R(z)についてのセルフコンシステントな式

D(z) 
つ「 =R(z)= ー-
i101+2ρ。、IDo
、/z(l + R(z)) 

を得る zが小さい極限では、 D(z)/Do勾 J汚0/2ρoとなる。 (R2(t))は、 2D(z)/Z2の

(2.2.28) 

ラプラス逆変換で表されるから、

的))=え作 (2.2.29) 

を得る。これは、低密度極限での式(2.2.17)に他ならない。では、 (R2(t))をMCTで計算

するとどうなるか。凡(k，t)に対する MCTは、式(2.6)で与えられる。これは、ラプラス

表示で

凡(k，z) = 
1 

DOk2 

Z十 1十Ms(k，z) 

(2.2.30) 

と書けるから、自己拡散係数は

Do D 
D(z)=lim=O  

k→o 1十Ms(k，z) 1 + 8((z)/(o 

と定義できる。 8((z)は、 1次元では

(2.2.31) 

一 kBT(∞dq TT2 
8((z) = (oMs(k = 0， z)一一一 I ::~ Vst=o(q)凡(q，t)F(q， t) 

ρo J-∞2π 一

(2.2.32) 

となる O 低密度での極限では、直接相関関数は c(q) 2sin(qσ)/q、時間相関関数は、

凡(q，z)勾 l/(z+ D(z)q2)、F(q，z)回 l/(z+ DOq2)と近似できるから、式(2.2.32)は、 z

が小さい極限で

K(z)=JTσ旬、、仁 q49
/CB 1 I --1 sm -q 

Jo i十qZ-
(2.2.33) 
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となる。これを積分した結果は、

4poσkBT 1 I 、Ii¥ 8poσkBT
d((z) = nf  n/  、、一言 (1_e-2yi)旬、/z¥ /  (2.2.34) 

である。この式は、式 (2ユ27)と異なり、ゾEが分母に無く、従ってz=oでの特異点が
存在しない。言い換えれば、これから (R2(t))をセルフコンシステントに角料、ても、通常

の拡散が出てくるだけである。さらに、 σ→ Oの極限で、 d((z)= 0となってしまう。式

(2.2.26)と式(2.2.33)は非常に似ている。式 (2.2.26)で、ウ、アーテクス関数中のsinqの 1

つが Z-1/2qcos qと置き換わっている点だけが唯一の相違である O この項こそが、互いに

すり抜けることを許さない動的な拘束を表しているのであり、 MCTが見落としている最

も重要な効果なのだ。ほんの僅かな違いで、 MCTは動的な拘束を記述できないことがわ

かる。もし、この微妙な違いを上手く克服する処方を見つけることができれば、先に述べ

たジャックのガラス転移を記述できるように、 MCTを一般化する道筋がはっきりするであ

ろう。式(2.2.29)の導出では、運動論における Enskogの方法を拡散の問題に応用し、さら

に有効媒質近似を行っている。この方法は、ロッドの拡散におけるレピュテーション [98]

や、格子上に配置されたロッドのガラス転移 [99]に用いられているが、この理論が MCT

とどのように融合するのであろうか。

3 モード結合理論の最近の発展

MCTは欠点だらけの理論であるが、ガラス転移研究における重要性は現在も変わらな

い。それどころか、第一原理理論としての MCTの役割は、近年、むしろ増しているよう

にさえ見える。前章では、主に典型的な過冷却液体の 2体相関関数F(k，t)のダイナミク

スにのみ注目してきた。特に、比較的単純な単原子分子液体や剛体球コロイド分散系を例

として、 MCTの成果を紹介した。しかしガラス転移は、これらの系に留まらず、はるか

に多様な系で観測される普遍的な現象である。最近は、過冷却液体に限らず、コロイドゲ

ル、泡やベースト、粉体など、熱力学的に準安定なソフトマターに普遍的に見られる、ス

ローダイナミクスを統一的に理解しようという機運が生まれている O ここでも、 MCTは

主導的な役割を果たしている。 MCTは、実験に先んじて現象を予言することで、この新

しい研究の潮流を生み出す原動力となっているのである。また、 MCTの問題点を洗い出

し、より一般性の高い理論へと拡張しようという動きも最近活発になってきている。この

ように、 MCTをより広範な系へ応用する試みを横糸とし、 MCTを拡張しガラス転移を

より深く理解しようという試みを縦糸として、ガラス転移研究は着実に進歩しているので

ある。この章では、最近の MCTの発展を、筆者の関わった研究を中心に紹介する。
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ガラス転移とモード結合理論 最近の発展と課題

3.1 モード結合理論と動的相関長

ガラス転移のスローダイナミクスの背後にある分子の協同現象が、動的不均一性として

現れることを第 1章と 2.2.2節で説明した。この動的不均一性を、時空間上での臨界揺ら

ぎと捉えると、それを特徴付ける相関長が存在する筈である [38]0 この動的相関長を、シ

ミュレーションにより定量化することに初めて成功したのは、山本と小貫である [36]0彼

らは、隣接した分子のベアをボンドと呼び、それが時間とともにどのように変化するかを

シミュレーションによりモニターした。ぺアが独立に運動していれば ボンドはすぐに拡

散消滅してしまうが、動的不均一性が存在すれば、長時間にわたる時空相関が残るであろ

う。このボンドの相関関数を彼らは計算したのである。ボンド相関関数は、式 (2.2.16)で

定義した 4 体相関関数 χ~4)(r， t) の一種である円その後、 χ~4)(r， t)は、主にシミュレー

ションを用いた方法で盛んに研究されている。特によく調べられているのは、 χ日)(r， t)を
空間で積分した量χ4(t)である [101，102]0 これは非線形感受率と呼ばれている。最近は、

実験により χ4(t)を直接観測する野心的な試みも出てきた [103，104]0χ4(t)の定義はいく

つか提案されているが、代表的な定義の 1つは、 Laξevieらが導入した、

治 (t)= kB~N2 {(Q2(t)) -(Q(t))2} (3.1.1) 

である。ここで、 Q(t)== ~ij s(α-I~(O) -Rj(t) 1)は重なり関数で、異なる時刻におけ

る2分子間の距離が、適当に定義した αを超えないような、分子のベアを拾っている。も

う1つの定義は、 Berthierらにより導入された、

加 (t)= N {(月(k，t))一(え(州)) (3.1.2) 

であるo Fs(k， t) = N-1 ~i cos{k. (~(t) -~(O))} は、密度の自己相関の揺らぎである。

動的相関長の存在が明らかになった現在は、その相関長の臨界指数や、モルフォロジー(揺

らぎの形)に焦点が当てられ、活発に議論されている。では、果たしてこれを理論的に予

測することは可能だろうか。我々は最近、 MCTを拡張することによって、この動的相関

長を計算することに成功した [89]0

MCTが動的相関長を記述できるのではなし、かという予想は、 2000年にParisiらによっ

て提案されていた [105]0彼らはスピングラスの平均場模型である pスピン模型に対して、

χ4 (t)に対応する一種の 4体相関関数を計算し、これが動的臨界点で発散することを示し

たのである。彼らは出発点として、

H = Ho(S) + dH(S， So) = Ho(S) -hC(S， So) (3.1.3) 

で与えられるようなハミルトニアンを考えた。ここで、 Ho(S)=乞il<i2<・・<4pAlb-dp S41 

Si2・・・Sipはランダムな相互作用Ji1b・.ipを持つpスピン模型のハミルトニアン、 dH(S，So)= 

19正確には、 4体相関関数をガラス転移研究に初めて導入したのは Dasguptaらである [100]。しかし、シ

ミュレーションが不十分であったためか、彼らは動的相関長を見出すことはできなかった。
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-he(s， So)が摂動項である。 hは外力、 e(s，80)三 8.80= N-l2:ご4StSo，jは、スピンの
初期値を 8(t= 0) = 80と固定した時の、スピンの 2体相関である。摂動がある状態での

2体相関関数を C(t，t') = (e(S(t)， S(t')))neqと書く。(一.)neq は摂動がある状態での平均

を表す。すると 4体相関関数は、 C(t，0)の外場に対する応答関数として、

θC(t，O) _.0  f IA2/C11.L¥ C1lrl¥¥¥ IAIC1I.L¥ C1ln¥¥AIC1ln¥ C1ln¥¥¥ 1 (t) = Ji~ =-:.一一一回 β~ ((f2(S(t)， S(O))) -(0(8(t)， S(0))0(8(0)， S(O))) ~ (3.1.4) 
h→oθh ，-l 

と書くことができる。式 (3.1.3)で与えられるハミルトニアンに対する、スピンのダイナ

ミクスは、以下のようなC(t，t')とフ。ロパゲータ G(t，t')の連立方程式により記述されるこ

とを示すことができる。

θC(t， t') ..I.L¥rtl.L .L'¥， rt 
一一一一 μ(t)C(t，t')+ I ds f"(C(t， s))G(t， s)C(s，t') θt r-， -/ -，-， -/ ' Jo 

十I1sff(C(い))G(内)十1ff(C(ゆ ))C(削)+ hC(t'， 0) (3.1.5) 
ん T

θG(t， t') _.I.L¥rtl.L .L'¥， rt 
一一一一 μ(t)G(t，t') + I ds f"(C(t， s))G(t， s)G(s， t') θt r-，-/-，-，-/ ' Jt' 

ここで、 f(x)三 xP/p!である。 f'(x)やf"(x)は、 f(x)の微分を表す。 μ(t)は緩和係数で、

以附t日 +1ρ} S { ff門仰f"(C(刊納(何例C(川 q仰恥川tιい刊，バ刈8吋M判仰机)C削附C(印内(t仏tι，り川+吋f附 ，刈訓訓Sりゆ制桝)け開阿)川削G(仏t久'
+よf問的)C川+ぽ(t

(3.1.6) 

と表される。この方程式は、エージング状態のpスピン模型のそれに非常に似ている [11，

106]。その数値解析法は、汎用性が高いと思われるので参考のために付録 Bに纏めた。

p=3の場合に、式(3.1.5)の数値計算結果をプロットしたのが図 3.1(a)である20 平均場

模型であるから、相関長があらわには入っていないが、 p=3における pスピン模型の運

動方程式は、過冷却液体の MCTと数学的な構造が同じであるから、彼らの結果は極めて

示唆的である。

その後、シミュレーションにより計算された、過冷却液体のχ4(t)が、 pスピン模型の

それと酷似していることがわかった。図 3.1(b)に、 KA-LJ液体のχ4(t)をプロットした。

さらに、これの図からもわかるように、知的には、ベータ緩和領域に、代数的な緩和則

に従う特徴的な2つの時間領域が現れること、そしてこの代数緩和則の幕の指数が、 pス

ピン模型やMCTが2体相関関数に対して予想する、ベータ緩和の指数αとbに、誤差の

範囲で一致していることがわかった。これにより、ますますMCTが動的相関長を記述で

きる確信が強まった。

このような事情を背景に、 2004年には、 Biroliらが場の理論を用いた簡単な解析により、

MCTから動的相関長が導出されることを予想した [107]。これを受けて我々は、より微視的

20原論文ではt=400くらいまでしか計算されていないが、これでは、 MCTに特徴的なベータ緩和領域す
ら見ることはできない [105，107)0長時間の安定した積分ルーチンが必要な所以である。
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ガラス転移とモード結合理論 最近の発展と課題

な理論から、高次相関関数を定式化し、動的相関長を計算する処方を考えたのである。 2体時

間相関関数に対して定式化されたMCTを、いきなり 4体相関関数に拡張することは難しい。

そこで我々は、次数を1つ下げて、 (15ρ(q，t)dρ(k，t)dρ(-k-qヲ0))で定義される、 3体相関関

1削(a)
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図 3.1: (a)p = 3スピン模型に対する
χ4(t)。ベータ緩和領域において、 7β を挟ん
で幕乗員IJ、ta(α= 0.395、破線)、 tb(b = 
1、点線)が現れる。(文献 [108]より)(b) 
KA-LJ液体に対する χ4(t)。ベータ緩和
領域において、 ta(α= 0.32、破線)と tb

(b = 0.63、点線)でフィットできる領域が
ある。(文献 [109]より)図 (a)、(b)にお
いて、これらの指数は、それぞれpスピ
ン模型 [49]とMCT[79]の予想するベー
タ緩和の指数に一致する。

数を計算することにした。動的不均一性は、 1分子

の軌道から観察した他の分子の相対的な運動をモニ

ターすることにより観測できる筈であるから、 3体

相関関数でも捉えることができる筈である。定義の

違いにより微視的な詳細は異なるであろうが、臨界

的な振舞いを調べるのが目的であるから、大きな問

題ではない。この3体相関関数は、式(3.1.4)同様

に、線形応答理論を用いて導出することができる。

即ち、平衡状態における 3体相関関数を知りたけれ

ば、外場中での2体相関関数を調べればよいのであ

る。外場として、 Uq三 -hρqで表される密度の空

間変調が系に印加されると、並進対称性が破れるた

め、密度の 2体時間相関関数は 2つの波数の関数

F(kl' k2， t)α (dp(k1ぅt)dρ(k2，0))n刊となる。この

2体相関関数の外場に対する応答は、

dF(kl' k2i t) 
三一一一泊1(q， t)九十dh kBT/'-"'l 可

(3.1.7) 

となる。ここで、 3体相関関数を

μ刷川(何川q

(3.1.8) 

で定義した。右辺第2項に現れた補正項は、適当な

ポアソン括弧を用いて記述される複雑な記憶項であるが、ここでは重要ではない。式(3.1.8)

には2つの波数kとqが現れる。このうち、 kは密度揺らぎの大きさを特徴付ける長さの

スケールを表しており、分子間距離の逆数程度に固定しておいてよい。一方、外場による

空間変調を表すqは、密度揺らぎの時間相関が空間的にどのように変化するかをプロープ

する指標であり、これが動的相関長を規定している。

以上により問題は、外場がある系における F(k1，k2， t)に対する MCT方程式を導出す

ることに帰着した。並進対称性が無いという違いに注意すれば、これを実行することは容

易で、式(2.1)や (2.6)を導いたときの手続きをそのまま踏襲すればよい。我々は、 2.1.1

節で述べた、射影演算子法を用いた。結果として得られる方程式は、コロイド分散系に対

して、以下のようになる。

θF(k1， k2， t n/L'  L ~\ rt 
θt 
=MiF(KLkbt)-Ad川 (kl'k~; t一η冴F(叫ん;t') (3.1.9) 
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ここで、繰り返し出てくる波数については和(積分)を取るものとする。右辺第 1項の緩和

係数は、

γk!，k2 = -Do市k!，k2十会均k1. (kl -ql)c(kl一山)(仙eq
一手k1. (kl -k2)su(k1 -k2) 

である。ここで、 u(k)三 hVdk，qは外力項である。記憶関数は、

M(kl， kμ)=jvK1… F(ql，Pl，t)F(山 2，州…S-l(叫ん)

で与えられる。

Vk…=会{k.(k -ql)c(kーい)+ k. (k一位)c(い-q2) 

(3.1.10) 

(3.1.11) 

(3.1.12) 

はバーテクス関数である。これらの式で、 S(kl'k2)のように 2つの波数で書かれる関数

は、外場が存在する場合における構造因子などの静的関数である。式(3.1.9)は、全ての関

数が2つの波数を引数に持ち行列形式となっている点と、外場による非斉次項を除けば、

式(2.6)と同じであることがわかる。この式を、外場hで微分し、最低次の項を纏めれば、

以(q，t)に対する MCT方程式が得られる。 3次の静的構造因子 S3(k，q)を用いて規格化

した、 gk(q，t) =χk( q， t)j S3(k， q)に対して、 MCT方程式は

δ'gk(q，t) 
九一一一一十gk(q，t) +γk( q)f(lk + ql， t) 
θt 
rt ;:L 1_ .LI¥ rt ~ .t"1I1_ I _1 .LI¥ (3.1.13) 
(tbJ  ~ rl '- ~， δgk(q， t') ， (t'.l1¥TI  • .， θf(lk + ql， t') 
j M M(k，t-t)+j  df lVK(q;t-t)(ゐ =0
ん θt' ん

となる。ここでTk= S(k)j Dok2、γk(q) = 1 -k . (k十q)jk2S(lk十ql)、 f(k，t)= F(k， t) 

jS(k)である。 M(k，t)は式 (2.2)で定義した記憶関数、

Nk(q， t) 

{dp rTT2/__ L __¥nl_¥nIlL __I¥r'- 1¥r1lL __11¥k. (k + q) 
川 +qlJ.品川(p，k-p)S(q)刈k-pl)f(p， t)f(lk -pl， t) --kl~ 十 ql

+汎(p，k-p)S(p)S(lq十pl)S(lk一副)gp(q，t)f(lk -pl，机+訓十p，k-p)] 

(3.1.14) 

は記憶関数に対する、摂動の 1次の項からの寄与である。式(3.1.13)は、 f(k，t)とgk(q，t)

について閉じた非線形微分方程式である。この式と、 f(k，t)に対する MCT方程式である

式(2.6)を連立させれば、数値的にμ(q，t)を求めることが原理的にできる。しかしそうせ

ずとも、式 (3.1.13)の数学的構造だけから、以(q，t)のMCT臨界点近傍での振舞いの見

当をつけることができる。ここで主役となるのは、記憶関数の Nk(q，t)である。 Ndq，t) 

は、 q依存性を除いて、 MCTの記憶関数M(k，t)とその構造がよく似ている。このこと

は、 2.2.1節で述べた、安定性行列を用いたf(k，t)に対するスケーリングの議論を、その

まま使えることを意味している。その詳細は文献 [89，107]を参考にしていただくことにし

て、結果を纏めると以下のようになる。
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ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題一

最初に q=Oの場合を考えよう。これは、図 3.1のχ4(t)と同様、実空間で定義した3

体相関関数を空間で積分した非線形感受率である。まずベータ緩和領域での振舞いは、 ε

をMCT臨界点からの距離として、

治 (0，t) =号制t/ (3.1.15) 

となる o Ckはεに依らない係数である O スケーリング関数は、 hβ(x)cx: X
a (x << 1 )、

hβ(x) cx: xb (x >> 1)という性質を持つO αとbは、 MCTで登場するベータ緩和の指数で

ある。つまり、治(0，t)はF(k，t)と同じ指数を持つ幕的な振舞いをするのである。

10. 

……… ε=10-4 

5叶ー:コド
L 10 
ミ叩
10'" 
10-12 10-9 10-6 10-3 100 103 10 

t /rβ 
図3.2:剛体球コロイド分散系に対して、 VICχk(q= 
0， t)を、ベータ緩和時間 Tβ でスケールした時間に対
してプロットした。 kは2π/σ に固定してある。(K.

Miyazaki el αL未発表)

一方、アルファ緩和領域では、

治州 (3.1.16) 

と書ける。ここで hαk(X)は x<< 1で

hαル(x)cx: CkXbとなる関数である。

同IJ体球コロイド分散系に対して、式

(3.1.13)と(2.6)を数値的に計算することに

より得られた χk(q= O，t)を、図 3.2に示

す。時間をベータ緩和時間 Ts=ε1/2αでス

ケールして、様々なεに対してぷμ(0，t) 

をプロットした。図 3.1で示した χ4(t)と

同様に、早いベータ緩和領域から遅いベー

タ緩和領域へのクロスオーバーと、式(3.1.15)のスケール則がはっきりと現れているのが

わかる。また、式 (3.1.16)に示したように、 χk(O，t)はt= T.α にピークを持ち、そのピー

クの高さは 1/ε に比例していることも確認できる。

次に、 qヂ0の場合を考えよう。このとき Nk(q，t)に対する安定性行列は、 q依存性を

持つが、 q=Iqlが小さい時には、 q2のオーダーまで展開することができて、 q=Oの場合

と同様のスケーリング解析ができる。ベー夕、アルファ緩和領域で、の振舞いは、それぞれ

Cl-
lι¥<;9β(rq"l./ yfi， t介β)
jε+rq"l. 

χk(q， t) = < yC T .l.1J 
lに / r::. ，…，8(rq2 / yfi)hα，k( t/r.α) 

となる。ここで、 Fは物質固有の定数である。 gβ(x，y)は、 9s(X<< 1，ν) =匂(ν)を満た

すスケーリング関数、。(x)は、 8(x>> 1) = l/xを満たす正則な関数である。このこと

は、アルファ緩和領域では、 qが大きいところでμ(q，t = T，α) cx 1/q4と振舞うことを意

味している。式 (3.1.17)において、アルファ緩和領域におけるスケール変数が、 rq2/、rc
であることは興味深い。このことは、 t回 7α においては、動的相関長との温度依存性が

と巴 IT-Tcl一νのように幕的となり、その指数が ν=1/4であることを意味している21
21 Biroliらの論文 [1071では、 T>Tcでνニ 1/2を得たが、これは誤りである。彼らの手法を用いても、
正しく計算すれば ν=1/4が得られる。

(3.1.17) 
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図 3.3:ベータ緩和領域における治(q，t)のスケーリンク〉様々な εとtに対して、式 (3.1.13)の数値解析に
より得た χk(q，t)をプロットした(点)0(a)早いベータ緩和領域。破線はローレンツ型関数 1/(1+ Aq2)で
のフィットである。 Aは時間に依存するパラメータであり、これから動的相関長の時間依存性を決めることが

できる。 tが Tβ に近づくに従い、 t-aχk(q，t)がこの破線に漸近していることがわかる。 (b)遅いベータ緩和
領域。破線は 1/(1+ Bq2 + Cq4)でのフィッ卜である。 tが T白に近づくに従い、 CbXk(q，t)がこの破線に漸
近していることがわかる。白抜きの丸は、アルファ緩和時間t= Tu での結果である。 (K.Miyazaki et al.未
発表)

また、式

(3.1.17)から明らかなように、ベータ緩和領域ではμ(qヲt)の波数qと時間 tが分離され

ない点に注意してほしい。 F(k，t)で、式(2.2.7)に示したように、 kとtが分離することと

通常の臨界現象における平均場理論の予想、 ν=1/2と大きく異なるのである。

対照的である。

これらのスケーリング関数を、式(2.6)と式(3.1.13)を具体的に数値解析することにより

計算しよう。実はこれを厳密に行うことは現時点ではできていない。その理由は、 2つの波

数kとqが混在しているために、波数積分を3次元積分として扱わなくてはならないため

で、それを実行することは、最も強力な計算機を用いても容易ではない。そこで、我々は

等方性を仮定する近似を行った。即ち、式(3.1.13)と(3.1.14)に現れるスカラー量Ik+ql

はd訂手で近似し、ベクトノレ量についてはqを無視する、即ちk十q巴 kと近似した。
これは、ルジャンドル関数で、展開をした際の最低次を取ることに対応しており、 qが小さ

このように簡単化された方程式を、同IJ体球コロイド分散系い極限で成立する近似である。

図3.3(a)に、早いベータ緩和領域での治(q，t)の

ここでは、後知恵、的に波数をt-1/2αで

に対して計算した結果を図 3.3に示す。

q依存性を、様々なεとtに対してプロットした。

スケールしている。早いベータ緩和領域では、動的相関長が

e(t) 
χk(q， t)α 

1 + q2C2(t) 
(3.1.18) 

ここに現れた動的相関長引t)は、で表されるローレンツ型関数に乗っていることがわかる。

時間とともに

(3.1.19) 

のように変化している。一方、遅いベータ緩和領域市三 t三7α に対して、 qを|ゆcーゆ1-1/4

でスケールしてブ。ロットしたのが図 3.3(b)である。この領域では、時間と共に、 χk(q， t) 
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がローレンツ型関数からずれ始め、最終的にt=T.α で1/q4の傾きを持った関数へ形を変

えていることがわかる。さらに興味深いことに、その聞に半値幅は変化しない。即ち、動

的相関長は時間変化しないのである。

これらの結果は、動的な臨界揺らぎ、のモルブオロジーについて、興味深いシナリオを

示唆している。スローダイナミクスが始まる早いベータ緩和領域では、揺らぎは代数的

にと(t)= t1/2αに従って成長する。このとき μ(q=O，t)の高さは、式(3.1.18)のように

と2(t)cx: t1/αに比例する。 χk(q，t)の高さは協同的な揺らぎに参加している分子の数 η に

比例するであろうから、 ncx:e、即ちフラクタル次元df= 2のクラスターが成長してい
ることを意味している。しかし、と(t)の成長はt= T，β で止まってしまう。 t> 市では、

ccx:ε-1/4は時間に依存しない定数となるが、以(q=O，t)の高さはけのように増加し続

ける。そして、アルファ緩和時間t=T.αで、 χk(q=O，t=アα)cx: c4となる。このことは、

遅いベータ緩和領域ではクラスターの大きさは変化しないが、そのフラクタル次元は徐々

に大きくなり、クラスターは太っていくことを意味する。最終的に η cx:c4、即ちフラクタ

ノレ次元 df= 4のコンパクトなクラスターとなる。そしてそれより長時間では、アルフア

緩和が完了して、クラスターは消滅する。フラクタル次元が空間次元よりも大きくなると

いう奇妙なことが起こっているが、ここでもう一度、 MCTがガラスの「平均場理論」と

呼ばれることを思い出そう。臨界現象とのアナロジーがそのまま使えるならば、 MCTは

次元が高いときに有効な理論となっている可能性がある22

このシナリオは、一連のシミュレーションの結果と符号しているように思われる。動的不

均一性が活発に議論されるようになったころ、その揺らぎ、のモルフォロジーも、シミュレー

ションなどにより詳しく調べられた。それによると動きやすい分子の一群は、隙聞を縫うよ

うに、糸状に軌道を描きながら数珠繋ぎ、になって動くという [37]。この糸状クラスターは、

ガラス転移のスローダイナミクスに重要な役割を果たしていると考えられていた [111]。

(a) 

String Iike motion Compact cluster 

しかし最近のシミュレーションは、ア

ルファ緩和領域においては、よりコ

ンパクトなクラスターが構造緩和に

大きく寄与していることを示してい

る[112]0糸状クラスターは、むしろ

より短い時間スケールで、の協同的な

ダイナミクスを記述しているらしい

(図 3め。図3.4:異なる時間領域におけるクラスターの形の概念図。
(a)早いベータ緩和領域では、糸状のクラスターが成長する。
(b)遅いベータ緩和領域に入るとクラスターの大きさは変え
ないまま、よりコンパクトな形状に変化する。 指数やスケール則は、シミュレーショ

ンの結果と一致するだろうか。シミュレーションの報告 [36，102，108，113]を詳細に調べ

てみると、同じ系であっても、値にかなり大きなばらつきがあり、確定的なことは言えな

さて、以上の理論により得られた

22この議論を基礎にして、上部臨界次元が dc= 8であることが、最近報告された [110]0

つd
p
h
u
 

ハ
h
u



宮崎州正

い。例えば、アルファ緩和領域におけると =ε一νの指数νについては、 MCTがν=1/4 

を予想するのに対して、シミュレーションの結果はν=0.2 rv 0.8 [102，113]である。この

時間領域でのχk(q，t)のq依存性は、 MCTはμ (q，--r.α)勾 1/q4、即ち臨界指数η=-2を

予想するが、シミュレーションは、 η=0 rv -2の間の値を取るようである。いずれも、理

論の予想を検証するには不十分な結果である。長波長の揺らぎを定量的に捉えるには、シ

ミュレーションの系のサイズ、が小さ過ぎるのである。現在いくつかのク。ルーフ。で、より大

きな系のシミュレーションにより、精密に臨界指数を計算しようという動きがあるようだ。

3.2 シア流中のガラス転移

ガラス転移点近傍における過冷却液体に、シア ぱ

応力を加えて流れを引き起こしたら何が起こるだ

ろうか。この非平衡状態におけるガラス転移の問題

は、最近活発に研究されている。熱平衡状態23に

おけるガラス転移の理解すら覚束ないところへ、

シアをかけて非平衡状態にしたら問題がさらに難

しくなると思われるかもしれない。その通りであ

る。それでも非平衡状態におけるガラス転移が関

10' 

、

•• 
'
 ，，--¥ 

・与、 ぱ
'-" 
~ 10' 

、、• 、晶、1
10' 

.、
、、・
o 0 
ロロ

ー

ロ

10
0 

10" 10，5 10" 10'3σ2 10" 100 

y 
図 3.5:過冷却状態における、 so此potcntial

系に対するシミュレーションで観測された

shear thinningo r <xρoT-1j4は、無次元
化した密度である。(文献 [36]より)

心を集めているのは、いくつかの理由がある。

第一に、シア流中のガラスは、レオロジーの観点

から興味深い系である O ガラスは外部応力に対し

て極めて敏感に応答する。わずかなシア応力によって、粘性係数は劇的に減少する [36，114]0

これは、 shearthinningと呼ばれる現象で、液体やソフトマターにも見られる一般的な現

象であるが [115]、過冷却液体ほど強いthinningが観測されることは稀である。シア速度

を守とすると、過冷却液体の粘性係数は、図 3.5に示したように

η(す)見守一ν (3.2.1) 

と振舞う。指数νは1を超えない定数である。高温ではνは小さいが、ちに近づくに従い

ν=1に近づいてし、く O このことは、 T=九の極限で、 η今=一定となる、即ち応力がす

に依らないことを意味しており、降伏応力の存在を示唆している。これは、ガラス的な系

に普遍的に観測される現象である。このような強し、非線形挙動を示す系においては、応力

はもはや摂動ノミラメータではなく、温度や密度同様に、系の「熱力学的状態Jを規定する

示強変数とみなすことができょう [13]0

過冷却液体のダイナミクスは、 j田nming転移点付近の粉流体のそれと似ている。 jamming

転移とは、外力により流動状態にある粉流体の運動が、ある密度を境に凍結する現象であ

り、近年ガラス転移との関係が活発に議論されている [13，116]0過冷却液体の示強変数は

23正確には、過冷却液体の真の熱平衡状態は結晶状態であるから、準熱平衡状態というべきだろう。
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温度と密度で、あった。一方、粉流体では、外部応力(シア流)と密度が示強変数としての

役割を果たす。図 3.6は、温度と体積(密度の逆数)の他に、「示強変数」としてシア速度

すを加えた、ガラスの動的相図を模式的に描いたものである [13，117]0過冷却液体の示強

変数に 1軸を加えることで、ガラスと粉流体を統一的に理解できる可能性が出てくるので

ある。 T
第二に、応力に対する敏感な非線形応答を

積極的に使うことにより、ガラス系の実験の

幅を広げる可能性がある。コロイド、やエマノレ

ジョンから成るガラスは、「やわらかいガラス

(soft glassy materials、SGM)J と呼ばれてい

る。このような系に対するガラス転移の研究

は、レオロジ一実験が主流である。本来、弱い

応力に対する線形応答を測定して、平衡状態の

情報を得たいのだが、わずかな応力に非線形応

V 

Uquid 

y 

図 3.6:ガラスと粉流体の統一的な動的相図。 T

は温度、 Vは体積である。 T=Oの面が粉流体

の相図、す =0の面が過冷却液体の相図に対応し

ている。色が濃い領域が、ガラス状態(jammcd

状態)を表す。(文献 (117)より)
答してしまうため、それは難しいことが多い。

最近、むしろその非線形性を逆手にとって、積

極的に観測手段として用いる可能性が指摘されている [118]0

第三の理由として、もう 1つの典型的なガラスの非平衡現象であk 恐らくより難しい

であろうエージンク、 (aging)現象の理解に資する可能性がある [11]。低温に急冷したガラス

は、実験の時間スケールに比べて緩和時間が遅いので、非平衡状態から平衡状態にむかつ

て、ゆっくりと「年を取る (age)J。我々が普段ガラスと呼んでいる物質は、緩和時間に比

べて短い時間スケールで国体として振舞う、エージング中の非平衡過冷却液体である24

エージングは、ガラス転移の本質を理解する上で、極めて重要である。なぜなら、九より

低温での定常状態を直接測定することは、いかなる実験でもできず、エージング中のダイ

ナミクスから、それを予測するしかなし1からである。しかしながら、過冷却液体のエージ

ングの微視的理論は絶無である [120]0スピングラスのエージングについては、平均場模

型に対して解析されているが [11]、過冷却状態の場合は構造因子 S(k)など静的パラメー

タも時間の関数となるため、解析が極めて複雑になってしまう。またエージングのシミュ

レーションも、スピングラスに比べてあまり行われていないようである [121]0

エージング系とシア系にはいくつかの類似性がある(図3.7)。エージング、で、は、系の「年

齢J(waiting time)の逆数日1が非平衡の尺度であるのに対して、シア系では、シア速度

守がその役割を果たしている(図3.7(b))。また、どちらの系でも FDTが破れる。図3.7(c)

は、計算しやすいように適当に定義した相関関数C(k，t)に対して、それに共役な応答関

数χ(k，t)を時間で積分した値R(k，t)をプロットしたものである。 FDTが成立すれば、式

24ガラスが粘性が大きい「液体jである証拠として、中世に作られたヨーロッパの大聖堂のステンドグラス

の厚みが下方で大きい事実を挙げる場合があるが、誤りである。ステンドグラスの構造緩和時間は人類史の

時間スケールよりずっと長い (119)0
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図 3.7:エージング系とシア系との類似性。 (a)高温で平衡状態にある系を、ガラス転移点以下に急冷した
時の系の緩和が、急冷時刻から測った系の「年齢J(待ち時間)九に依存する。これがエージングである。速

度勾配(シア)のある系では、緩和はシア速度すに強く依存する。 (b)左図はエージング系における相関関数

F(k，t十九，九)のtw依存性 [121Jo右図はシア系における F(k，t)の守依存性 [122]0(c) 1で規格化した相
関関数と、それに対応する応答関数の時間積分をプロットした結果。実線は、 FDTが成立する場合の傾き -1
の直線である。エージング系 [121Jもシア系 [123Jも、長時間でFDTが破れ、実効的な温度が実際の温度よ
りも高くなる。

(2.1.31)を時間について 0から tまで積分して、

R(kj)=」一{C(k，O)-C(k， t)} 
kBT 

(3.2.2) 

を得る。 ここで、 R(却)=バdt'X(k，t')である。 C(幻)に対してkBTR(k，t)をプロット

すれば、傾き -1の直線となる筈である。図3.7(c)を見ると、短時間ではFDTは確かに

成立しているが、長時間では傾きが小さくなっている。このことは、式 (3.2.2)を温度の

定義とみなせば、実効的な温度Teffが、長時間でTよりも高くなることを意味している。

エージング系とシア系の大きな違いは、 前者が非平衡非定常状態にあるのに対して、後者

は非平衡定常状態である点である。従ってシア系の方が理論的にも実験的にも、 より取り

扱いやすいと予想される。

シアのある過冷却液体の系統的なシミュレーションは、山本らによって行われた [36，3SJ25o
25前節で述べたガラスの動的相関長を、初めてシミュレーションで定量化したのも彼らである。驚くべきこ

666 -



ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

その後、 FDTの破れを始めとして様々な研究が報告されているが [123，124]、理論研究は

まだ始まったばかりである。ここでは、筆者も関わったMCTによるアプローチを紹介す

る [122，125-128]0 ここでは簡単のため、コロイド分散系を考えよう。式 (2.1.16)にシア

による対流項を加えた式、

θρ(r，t) 
-τァ =-V.v(r)ρ(り)

山 ( r 、 (3.2.3)

+ DoV. ~ Vp(r， t)十二一ρ(r，t)V I dr' v(lr -r'l)ρ(r'， t)いん(r，t) ，-¥ --J -J • k
B 
T'---，-} -J J -¥ 1- - 11 r ，-J -I J 

が出発点である。右辺第 1項がシアによる対流を表す項である。これから F(k，t)に対す

る閉じた方程式を導出するためには、式(3.2.3)に、 2.1.2節で述べた、場の理論を用いた

MCT導出の手続きを施せば良い。 2.1.2節と大きく異なるのは、シア系ではFDTが成立し

ないので、応答関数を相関関数で置き換えることができない点である。しかし、第4章で

詳述する微妙な困難のために、応答関数と相関関数に対する連立方程式を導出することは

難しい。そこで、ここでは思い切ってFDTの成立を仮定する。以下に示すとおり、この近

似を用いても、 shearthinningを定性的に理解することは十分にできる。もう 1つの大きな

違いは、対流のために空間並進対称性が破れる、即ち、 (15ρk(t)dpk')ヂ (15ρk(t)dp_k)dk，k'

となる点である。シア流は、流れ方向に座標軸を歪ませるからである O しかし、この歪

んだ座標系で物理量を観測すれば、空間並進対称性が回復される。これを数式で表すと、

(dpk(t)dpk') = (15ρkt (t)dPk)dkt，k'となる。ここで、 kt= (kx， ky十すkxt，kz)は、シアによっ
てアフィン変換された波数ベクトルを表すO 以上の違いに留意したうえで導出される方程

式は、シア中で定義した相関関数F(k，t)三 (dpk_t(t)dρ_k)jNに対して、

dF(k， t) Dok~t ( T:11J ，¥， (t，，/ 1IK/l '/¥ dF(k， t') 1 
一一一一一 ;:/~'''-~ ~ F(k， t) + I dt' M(k_t， t -t') U .L \~: " J ~ 
dt S(k-t) l ん dt' J (3.2め

となる。右辺の記憶関数は、

S(k-t) (dq 
M(k，t) = 一一一 Iln-~~ Vk(q，p)F(qt，t)F(Pt，t)凡 (qt，Pt) (3.2.5) 

2ρokktJ (2π)3 

と表される。ここでp=k-qである。所々に時間に依存した波数が現れる以外は、平衡

系のMCTである、式 (2.6)と数学的構造は全く同じである。記憶関数の中では、一度相

互作用した密度揺らぎのべアが 時間と共に拡散とシアによって流されて、しばらく後に

再び相互作用をすることを反映して、波数がアフィン変換されている。式(3.2.4)の解と、

粘性係数に対する MCT方程式を用いれば、粘性係数が求められる。 2次元の剛体球コロ

イド分散系に対して、具体的な数値解析を行った結果を図 3.8に示す。横軸は、シア速度

と拡散の時間スケールの比である Pecl乱数Pe=すσ2jDoを取った。山本らが示したとお

り、 Peが大きいところで、 η(す)見守一ν(ν 勾 1)となっている。このshearthinningは、シ

アによるアルファ緩和時間の急激な減衰に由来する。式 (3.2.4)の解からアルファ緩和時

とに、この 2つのパイオニア的な業績は同じ論文に収められている [36]。

ウ
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聞を見積もると、ガラス転移点近傍では、

Tf(守)=ァご(0)+ A守
U (3.2.6) 

のように変化していることがわかる。 Aは定数である。図3.8で、 shearthinningが、 Pecl白

数が非常に小さいところから始まっていることに注意して欲しい。低密度でのコロイド分

散系でshearthinningが、 Pe回 1で見られることと対照的である。低密度コロイド分散

系では、コロイド粒子の自己拡散による構造緩和と、シアによる構造の破壊の競合によっ

て、 thinningが起こる。これに対してコロイドガラスでは、協調的な集団運動を壊すため

には、す見 7dl程度の非常に小さいシアで十分なのである。興味深いことに、シアは 1方

向の流れであり、強し、異方性を持つにもかかわらず、系の応答はほとんど等方的である。

構造因子にも相関関数の緩和にも、異方性はほとんど

見られない [122]0わずかなシアが、交通渋滞を起こ

しているコロイド粒子の集団運動にとっては蟻のー穴

となって、等方的な緩和が劇的に引き起こされるので

ある。

以上は、定常シアについての議論であった。振動シ

アの場合はどうか。コロイドガラスなどのSGMの代

表的な実験方法は、 γ(t) = i'o sin wtで表されるような

振動シアを系に加えて、その粘弾性挙動を調べること

である。シアγ(t)に対する線形応答関数である、複素

弾性率G*(ω)を観測すれば、そこから熱平衡状態にお

ける SGMのダイナミクスの情報が得られる。しかし、

この節の始めに述べたように SGMを含むガラス系

10-3 

10-9 ・10-7 10-5 10-3 10-1 

Pe 

図 3.8:ガラス転移点近傍における粘性

係数のシア依存性。 ε=I(恥-φ)/恥1=
10-5 rv  10-3の範囲で、様々な Eに
対して、 MCTの結果をプロットした。
下から上へ、ゆがφcに近づくに従い、
η田 1/すで表される強いthinningが現
れる。

はシアに対して非常に敏感であり、応答に強し、非線形性が現れるため、線形領域での観測

は容易ではない。しかも、普通の粘度計で、ガラス転移に特徴的な数桁に及ぶ幅広い周波

数帯、とりわけ、アルファ緩和に対応する低周波領域をカバーすることは難しいことが多

い。そこで、周波数と共にシア振幅i'oもコントロールパラメータとして積極的に用いて、

非線形応答の情報から系のダイナミクスをプロープすることができないだろうか [130]0

SGMに対する非線形応答の実験は、かなり古くからある。いくつかの典型的なSGMに対

する、 G本(ω)のγo依存性を示したのが図 3.9である。いずれの系においても、貯蔵弾性率

(G')はshearthinning26を示すが、損失弾性率(G")には、 thinningの前に大きなピーク

が現れる。このピークの起源は何だろうか。今までshearthickening(strain hardening)説

を筆頭に、様々な説明が提案されてきたが、決定的な解答はなかった。しかし、式(3.2.6)

を見れば答えは明らかである [125]0G"の線形粘弾性実験では、アルファ緩和時間に対応

してピークが ω=1/T，α に現れる筈である。このことは、 ωを固定して γoを変化させれ

26正確には、 γoに対する応答の場合は strainsoftcningと呼ぶ
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図 3.9:様々なSGMに対する粘弾性のシア依存性。周波数を固定して、シアの振幅加をスイープさせて複
素弾性率 G*(ω)(dyncjcm2)を観測した結果。白抜きの円が貯蔵弾性率 G'(ω)、塗りつぶされた円が損失弾
性率 G"(ω)を表す。ここに示したのは、 (a)ガラス転移点付近の剛体球コロイド分散系 [125]、(b)マヨネー
ズ [129]、(c)キサンタンガム溶液 [130]、(d)ジブ、ロックコポリマ-[131]に対する実験結果である。

ば、(式(3.2β)でν回 1として)ω 勾|す|勾ωγoが成り立っところで、つまり 10回 1付近

でピークが現れることを示している。これは、まさに図 3.9の結果に他ならない。

この簡単な結論は、 MCTを用いて、より定量的に確かめることができる。そのために

は、式(3.2.4)で、定数で、あったシア速度すを、す(t)= 10ωcoswtで置き換えればよい。この

結果得られる F(k，t)を、複素弾性率に対する MCT方程式をシア系に拡張した式である、

必p.Ti川 f∞ rdk ~. .， _ _ ， _ ， _'l  
GNdω，10) =三一=I dt ト~~~~ e~wtV(k)F<!(k ， t)V(lk(t)l) (3.2.7) 

ん }(2π)3 

に代入すれば、非線形複素弾性率が計算できる [125]0ここで、 V(k)三向 kxS-2(k) S'(k) 

は複素弾性率に対するバーテクス関数である。実は、式(3.2.7)もかなり粗い近似である。

実験で測定されているのは、 γ(t)に対する非線形応答である。当然、 γ(t)の高次の項から

の寄与がある筈で、これらはe2iωt、e4ωt…といった高調波に現れてくる筈であるが、式

(3.2.7)ではそれらを無視している。つまり、シアの効果は10を通してのみ効いてくると

仮定している。しかし実験によると、 SGMの多くの系では、高調波の寄与はそれほど大

きくなく、 10-20%であると見積もられτいるので悪い近似ではない [130]。式(3.2.4)と式

(3.2.7)から得られた複素弾性率を、 γ。と周波数の関数として表したのが図3.10であるo

G~dω， '0)に対する図では、 γ'0=0で、 ω方向に幅広い谷が現れているが、これがベー

タ緩和領域に対応している。また低周波側での大きなピークは、アルファ緩和ピークであ

る。 ωをベータ緩和領域に固定して、シアを大きくしていくと、確かに 10= 1付近で大

きなピークが現れていることがわかる。実験で測定できる周波数領域は、多くの場合この

ベータ緩和領域である。これが今まで、 G"(ω)のγo依存性に、ピークが普遍的に観測さ
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れた理由である。

ピークの原因は極めて単純であることがわか

った O これをヒントに、非線形粘弾性実験を、

SGMの物性測定に積極的に生かすことが可能

になる。我々が実験で知りたいのは、アルフア

緩和領域である。なぜなら、多くの SGMの実

験で観測されるのは、ベータ緩和に対応した

緩やかで変哲もないスベクトルばかりで、これ

から定量的に系を特徴づけることは難しし、か

らである。上の議論によれば、複素弾性率の周波

数は、アルファ緩和時間でスケールされる。つま

り、低周波数領域での測定が難しければ、 ')'0を調

節してらを小さくし、そこでシア速度守=')'0ω 

を固定した状態で、周波数測定をすればよいの

である [118]0我々はこの原理を、式 (2.2.14)の

time-temperature superposition (TTS) fこ倣って、

strain-rate-企eql悶 lCysuperposition (SRFS)と呼

んでいる。この SRFSは、アルファ緩和領域では、

緩和関数や複素弾性率がTα(す)でスケールできて、

GNdω，')'0) = G本(ω7α(守))

宮崎州正
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図 3.10:ガラス転移点近傍における、同IJ
体球コロイド分散系に対する、貯蔵弾性率
Gf..rdω，γ'0)と損失弾性率 G首dω，γ'0)の
周波数とシア依存性 [125]。

(3.2.8) 

と書けることを意味している。図3.11は、典型的

なSGMであるハイドロゲルコロイド分散系に対し

て、 SRFSを検証した結果である。線形応答測定で

は観測できない、アルファ緩和領域がはっきりと

再現されている。

ところで、 MCTでは、 TTSが厳密に成立するこ

とを 2.2.1節で述べたが、 SRFSはMCTのレベル

でも近似則に過ぎない。 MCTは、アルファ緩和領

域において KWW員IJ(式 (2.2.15))を正しく予測す

ることを、 2.2.1節で述べた。 KWW指数凡は、通

常の SGMでは0.5rv 0.8である。ところが、系に

Scaled (J) 

図 3.11:ハイドロゲルコロイド分散系に対
して測定したSRFS。様々 な今に対し、複素

弾性率を周波数の関数として測定し、周波 シアをかけると、 skが 1へと変化する。このこと
数を式(3.2.6)のTcxで、スケールしてプロツ
卜した。今が小さいと観測で、きない、アル は、実験 [132]やシミュレーション [123]で確かめら
ァ緩和ピークが再現される。(文献 [118]
より) れているだけでなく、 MCTでも予測される [126]0

つまり、式 (3.2.8)は厳密には成立しないのである。 KWW指数は、 G"(ω)のアルファ緩

和ピークの高周波側の傾きに反映される。シアがある場合には、図3.11のピークの右側の
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傾きがやや険しくなる筈である。しかし、図からも明らかなように、現在の実験精度は、

KV¥巧N則に現れる筈のSRFSの破れを予想、できるほど良くない。それよりも、アルファ緩

和ピークを SRFSによって再現できたことの意義は大きい。これによって、今まで測定が

難しかったアルファ緩和の情報を、少なくとも定性的に得ることができるからである。近

年、 SGMのガラスからゲルへのクロスオーバー [133]や、生きた細胞のレオロジーに現れ

るガラス的な振舞い [14]が盛んに研究されている。非線形レオロジーと SRFSは、このよ

うな問題に有効な研究手段の 1つになると期待される。

以上、 MCTがガラスのレオロジーを少なくとも定性的に説明できることがわかった。その

導出方法からも明らかなように、この理論は簡単化のために多くの粗い近似を用いている。

まず、 FDTを仮定しているために、図3.7(c)に示したFDTの破れを記述することはもとよ

りできない。また、ここで論じたMCTは、一定シアが掛けられたときの非平衡定常状態に

対して成立する理論である。この理論を、シアが振動型である場合にも応用したが、流速場

が時間に依存する非定常過程に、同じ議論をそのまま適用することは、厳密にはできない。

最近、射影演算子法を用いて 非定常シア系を 25 

扱う方法が、Fuchsらのグループ。によって議論

された [128]0彼らは、時刻t=Oでシアを印加

した後の、長時間でのダイナミクスを記述する

MCT方程式を導出した。彼らの理論は、我々

のそれと異なり、 FDTを仮定しておらず、故に

より「厳密なJ議論である [127]。しかし、シア

の印加後のエージングとシアによる非線形性の

双方が、同時に理論に取り込まれているので、

定常状態の理論ではない。彼らのMCTは初期

値問題には強力であろう。この節の最初に述べ

ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一
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図 3.12:剛体球コロイドガラスに対して、シ

ア γ。に対する応力応答をプロットした。応力

は、 kBTjσ3を単位としている。点、は実験の結果

[134]、線はMCTによる計算結果である [128]0
γ。が大きいところで、 MCTが破綻するらしいの

たように、ガラスの強いshearthinningは降伏

応力の存在を示唆している。しかし、降伏応力とは、(守ではなく )γ に対する弾性体的な

応答が破綻するところでの応力を指す。これを見るためには、シアを初期時刻に与えたと

きの応力σ(γ)を、彼らのMCTを用いて計算すればよい。この解析の結果を図3.12に示

す。定性的には、降伏応力測定に特徴的な、 γが小さい領域での応力の立ち上がりとピー

クを正しく捉えている。しかし、 γが大きい領域で応力が負となるなど、非物理的な結果

も予測しており、深刻な問題も抱えているようである。

3.3 多原子分子や高分子

MCTは最初、 1成分単原子分子に対して定式化されたが、現実の 1成分系液体は簡単

に核生成し結品化するために、ガラス転移は観測されない。その後、 MCTはより現実的

な2成分系に拡張され [9]、シミュレーションとの定量的な比較が可能となった。一方、実
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験でガラス転移が観測される系のほとんどは、多原子分子あるいは高分子系である。これ

らの系は分子内自由度が存在するために、 MCT方程式は非常に複雑になる。 2原子分子

や楕円体、ロッド状コロイド(タバコモザイクウィルスのような物質を考えよ)の場合につ

いては、内部自由度を MCTに取り込む方法は2つある。 1つは、重心とその周りの回転

の座標系に分けて表示する方法 [135]、もう一つは分子や棒状高分子を、原子の集合体と

して捉え、分子の内部自由度を、繋がっているという拘束条件下におかれた単原子として

扱う、相互作用サイト表示法である。前者は、数値解析をするのが、ほとんど不可能なほ

ど複雑となることが知られている。最近、鄭らは後者の方法でMCTを定式化し、単原子

分子から成る過冷却液体中に置かれた 1つの 2原子分子 [136]や、高分子溶融体 [137]の

ガラス転移点近傍でのダイナミクスを説明した。この方法の利点は、 2原子分子に限らず、

任意の多原子分子にも応用することが原理的に可能である点、そして現実的な計算時間で

数値解析を行うことが可能である点である。高分子系の場合については、絡み合いの効果

が重要であるが、その効果は2.2.3節で示したように、 MCTで完全に捉えることはできな

い。しかし、ガラス転移点近傍では、排除体積効果の方が大きいので、高分子鎖の長さが

大きくなければ、 MCTの記述で十分であると恩われる。

3.4 引力ガラス

ほとんどの過冷却液体のスローダイナミクスの原因は、分子の排除体積効果である。干

れは分子間に斥力相互作用があるからである。多くの分子では短距離斥力相互作用の他に、

長距離まで及ぶ弱い引力相互作用が存在するが、密度が高い状態では、ガラス転移の本質

を変えるほど大きな効果はない。かつて Chandlerらが主張した様に、通常の液体(そして

過冷却液体)においては短距離斥力が重要で、長距離引力はそれに対する摂動とみなすこ

とができるのである [138]0 しかし、この引力が十分に強く、かっ短距離で、ある場合には、

事情が変わってくる。例として、以下のような相互作用を考えよう。

{∞ (r <σ) 

v(r) = < -u (σ<r<σ+ム)，
l 0σ+ム<r) 

ム《 σ (3.4.1) 

Uは引力相互作用の深さを表す。特に、 Uが熱エネルギ-kBTよりも大きく、かっ短距

離(ム《 σ)の場合が興味深い。 Tが大きい極限は、剛体球系に相当している。この場合

には、ゆg巴 0.57rv 0.61で、ガラス転移が起きるので、あった。これは分子が作る鳥篭構造

のために、お互いに通り抜けることができなくなるために起こる転移であることは、今ま

で説明してきた通りである O しかし、 Uを大きくしていく、または温度を下げていくと、

分子はお互いぴたりとくっついて結合してしまう。すると分子が作っていた鳥篭にわずか

に隙間ができ、どの分子とも結合しなかった分子は、鳥篭から逃げ出せるようになる。即

ちガラスが「融けるんさらに Uが大きくなると、今度は強い引力相互作用のために、ほ

とんど分子が結合して運動が凍結してしまう。つまり再びガラス化する。この有様を模式
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ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

的に描いたのが、図 3.13(a)である。温度が高い極限では、斥力相互作用がガラス転移の

主要な機構であるため、そのガラス状態は斥力ガラスと呼ばれる。一方、低温側でのガラ

ス状態を引力ガラスと呼ぶ。そしてその中間には液体状態があり、いわゆるリエントラン

ト領域が存在しうる。

G凸tzeらのグノレーブ。は、 MCTを用

いてこの斥力引力ガラス遷移を予言

した [140]0彼らは、 MCTのインプッ

トとして、相互作用が式(3.4.1)で与

えられる系に対する S(k)を液体論に

より計算し、それを用いてガラス転

移点(正確にはMCT臨界点)を求め、

図3.13(a)に示したような動的相図、

つまりガラス転移線を温度と密度の関

数として描いた。そして、ムが十分 (b) 
に小さければ、このリエントラント

領域が存在すること、さらに引力ガ

ラス線を高密度側に外挿すると、あ

る密度でし、くつかの動的な特異点が

現れることなどを予言したのである。

この特異点上では、通常のガラス転

移で代数的な緩和を示す筈のベータ

(a) 501 (Iiquid) 

kB%| 

i唱す
図 3.13:(a)短距離引力相互作用を持つコロイド分散系に
おける、動的相図。高温の極限が陶IJ体球系に対応する。引

力が大きくなると、ある点で斥力ガラスから引力ガラスへ

遷移する。(文献 [139]より)(b)コロイド間短距離引力を
制御する方法。同IJ体球コロイド分散系に中性高分子を分散

させることにより、 AO相互作用を誘引することができる。
緩和が、 -lntで表される非常に遅い

緩和へと変化することもわかった [141]0 

程なくして、これらの一連の予想は実験により確認された [133，142]。原子や分子で相

互作用を望む通りにコントロールすることは非常に難しいが、コロイド分散系では、相互

作用を容易に変化させることができる。最も簡単な引力相互作用の調節方法は、コロイド

分散系に高分子を分散させて、朝倉一大津相互作用 (AO相互作用、枯渇引力相互作用)を

引き起こすことである [143]0図3.13(b)に示したように、高分子の慣性半径Rgが、コロ

イド粒子の直径σよりも十分に小さい場合 高分子は2つのコロイド粒子の聞に入り込む

よりも、外に居たほうが体積を稼げる分だけ、エントロビーが大きい。つまり、 2つのコ

ロイド粒子の隙間とその外側の間に浸透圧差が生じる。結果としてコロイド粒子はくっつ

いた方が安定となる。これが AO相互作用である。その相互作用の幅ムは Rgで決まり、

相互作用の深さ Uは高分子密度で決まる27。実験による、斥力一引力ガラス遷移の検証は、

このようなコロイド-高分子系に対して行われたのであるO その後、シミュレーションも

盛んに行われ、引力ガラス線上の特異点での振舞いも含めて、 MCTの予言どおりの結果

27分散させるのが高分子である必要は全くない。例えば極めて小さい剛体球コロイドを、大きなコロイド系

に分散させても全く同じことが起きる [144，145]。
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が確認された [146]0 このように理論が先行して現象を予言し、実験が後を追ってそれを

検証することは、ガラス転移研究史上極めて異例のことであり、 MCTの強力さを示す格

好の話題となった。

3.5 コロイドゲルとガラス転移

熱力学的準安定性とスローダイナミクスで特徴付けられる物理現象は、ガラス転移だけ

ではない。ゲ、ルはその典型例で、ある。ゲルとは、高分子やコロイドが結合し、ネットワー

ク状の構造を安定に保っている状態を言う。ゲルは、結晶のような秩序を持たず、またそ

のダイナミクスは一般に非常に遅い。ゲ、ノレは構成要素問の相互作用の特徴により、 2種類

に大別される。 1つは、高分子の架橋やコロイド粒子の凝集において、構成要素聞の引力

が強く、結合が永久に固定化される不可逆ゲル(化学ゲノレ)、もう 1つは、引力相互作用が

弱く、熱揺らぎによって構成要素が、可逆的に結合・離散することができる可逆ゲ、ル(物

理ゲル)である。ゲ、ル化の生成過程やダイナミクスは、今でも十分な理解が得られておら

ず、ソフトマター研究の重要な課題である。

ここで、は可逆ゲ、ル、特に構成要素が球状コロイドである、コロイドゲルに注目しよう。

前節では、剛体球コロイド系のガラスにおいて、コロイド粒子間に強い引力 Uを誘引する

と、コロイド粒子間の引力による運動の凍結、つまり引力ガラス転移が引き起こされるこ

とを述べた。この引力ガラスは、高密度における一種の可逆ゲ、ルとみなすこともできるの

ではないだろうか。一方、過去のゲルの研究はもっぱら、低密度領域が興味の対象で、あっ

た。この領域で、コロイド粒子間の引力相互作用 Uが、 kBTに比べて強くなると、コロ

イド粒子は互いに結合し、フラクタル状のクラスターとなる。そのクラスターはやがて凝

集によりパーコレートし、ネットワーク構造を作る [147]0 この低密度におけるゲル化現

象は、理論や実験、シミュレーションにより、よく調べられている [133]0

では、ガラス転移的な描像が有効な高密度領域と、パーコレーション的な描像が有効な

低密度領域の中間の密度領域では、何が起こっているのだろうか。前節の図 3.13(a)で示

した引力ガラス線は、 U(あるいは温度)に非常に敏感で、低密度側に大きく伸びている。

この引力ガラス線を低密度側に外挿した先には、どのような状態が存在するのだろうか。

そこでこの節では、高密度における引力ガラスから出発して、密度を下げていったとき

の、系のダイナミクスの変化について考察する。

3.5.1 相分離とゲル化

引力ガラスを低密度側に外挿していくときに、無視できなるのが、系の熱力学的な状態

である。引力と密度が示強変数であるコロイド分散系は、通常の分子系の巨視的なモデ、ル

であり、従って当然、気.i-夜・固体の3相の状態を持ちうる28 式 (3.4.1)で与えられるよ

2Rコロイド系の気相は、ゾ、ルと呼ばれる。
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ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題

うな、短距離の引力相互作用を持つコロイド分散系の熱力学的相図を、模式的に描いたの

が、図3.14である [148]0この図は、教科書で見慣れている相図と、若干異なっていて、気

体・固体の 2相共存線の下に、気液共存線やスピノーダル線が隠れてしまっている。つま

り、引力相互作用が短距離である系では、液体相が安定に存在しない。これは、引力が短

距離であるため、並進エントロピーと引力ポテンシャルエネルギーの括抗が強く抑えられ

てしまい、気体と液体の共存ができなくなるためである [148]0逆に、通常の分子間力の

ように、分子サイズと同程度、あるいはそれより広い領域に及ぶ弱い長距離引力を持つ系

では、気液共存線が、気回共存線よりも高温側にせり出して、我々になじみの深い、気-

j夜・固相の3相を持つ相図となる。

図3.14には、この熱力学的相図の上に、前節で述べたガラス転移線、即ち動的相図を重ね

て描いてある。高温の極限では、系は剛体球系とみなすことができるから、固相である密度領

域にガラス転移点が存在する。

温度を下げていくと、ガラス

転移線は、ほとんど垂直に降

りていくが、ある温度で、ガ

ラス転移線が高密度側に僅か

に移動した後、さらに低温で低

密度側に大きく変化する。これ

が前節で述べた、斥力一引力ガ

ラス遷移である。この図からわ

かるように、この引力ガラス線

を低密度側に外挿すると、気液

スピノーダル線にぶつかってし

まう。本来、スピノーダル線よ

り下にクエンチしたコロイド

分散系は、秩序化過程を経て、

気体と液体の共存状態へと遷

。
図 3.14:短距離引力相互作用を持つコロイド分散系の相図。気液

のスピノーダノレが、気回の共存線の下に隠れている。ガラス転移線

(動的相図)を重ねて描いた。高温高密度の線は斥力ガラス線であ

る。温度が下がると、図 3.13(a)に示したリエントラント領域を経

て、引力ガラスへと遷移する。さらに低密度側では、気液スピノー

タ守ル線と交文する。写真はスピノーダ、ル線を挟んで、用意した、 2つ

のコロイド分散系の定常状態の様子。スピノーダル線の高温側で、は

一様なゾル相で・あるが、低温側では秩序化過程が凍結したパターン

が見られる。

移するはずである O しかし、この図は、秩序過程とガラス転移が干渉する可能性を示唆し

ている。またスピノーダル線より上の準安定相にあっても、核生成はガラス転移と競合し、

結品化が妨げられる可能性が考えられる29。スピノーダル分解による秩序化過程の途中で、

ガラス転移のために、コロイド分散系の運動が凍結すれば、濃度が不均一なまだら模様の

パターンを形成し、それが安定に存在するであろう。これも、一種のゲルと考えることが

できるのではないだろうか。つまり、コロイドゲルは、クラスター凝集体のパーコレート

29これが、蛋白質の結晶化を難しくしている一因であろう。分子生物学においては、散乱実験などによる蛋

白質の構造の同定が行われるが、それに必要な良質な蛋白質結晶の採取は、悪名高い難問題である。蛋白質

問には、短距離かっ強い引力相互作用が働いている。蛋白質溶液は、まさに図 3.14に示したような相図を持
っと考えられる。このような相図を持つコロイド分散系は、蛋白質結晶化問題を考える上でのミニマルモデ

ルとしても重要なのだ [149]0

F
h
u
 

門

icυ 



宮崎州正

した状態ばかりではない。生成過程や密度の相違によって、異なるタイプのコロイドゲノレ

ができる可能性があるのである [150]0 ここに述べた、秩序化過程とガラス転移の競合に

よるゲ、ル化のシナリオは、以前より実験家により提唱されていた [151]0

このシナリオを確かめるために、我々は

実験と MCTを用いた解析を行った [152]0

体積分率をゆ=0.25程度に調整した剛体

球コロイド分散系に、高分子を加え、長時

間経過した後の、静的構造因子 S(k)と時

間相関関数F(k，t)の双方をモニターした。

図3.14中の写真は、高分子濃度を調整す

ることにより得られた、スピノーダノレ線近

傍での 2つのサンフ。ノレの様子を表すO 高分

子濃度が小さい(Uが小さしっと系はゾル

状態であるが、高分子濃度が高い (Uが大

きい)とゲ、ル構造が現れることがわかる。 1

つのゾル状態 (U/kBT = 2.46)と2つのゲ、

ル状態 (U/ kBT = 2.89、3.06)のサンプル

に対して、光散乱実験により S(k)を測定

したのが図 3.15(a)である。ゲ、ル化と同時

に長波長側に、相分離過程に特徴的な高い

ピークが現れることがわかる。短波長側の

ピークがkmax= 2π/σ に現れているが、こ

れはコロイド粒子の最近接距離に対応した

ピークである。同じサンプルに対して、動

的光散乱実験により得られた、 F(k，t)のプ

ラトーの波数依存性をフ。ロットしたのが図

3.15(b)である。これはガラス転移で見ら

れる非エルゴードパラメータと酷似している。

これをMCTを用いて説明できるだろうか。 MCTはS(k)と密度さえわかれば、非エル

ゴードパラメータを予言することができる。しかし今考えている系は、秩序化過程のさな

かにあり、系は空間的に不均質であるため、密度を同定することはできない。そこで、密

度はパラメータとみなし、実験で得られた S(k)を用いてMCTの計算を行うこととした。

もし、ここで観測されるゲル化が、相分離しつつある気液2相のうち、液相によるガラス

転移であれば、 k示L程度の大きさの密度揺らぎがガラス転移を引き起こす引き金となって
いる筈である。言い換えれば、 k;こkmaxでの S(k)の振舞いがガラス転移を支配している

だろう。逆に、秩序化過程に特徴的な大きな揺らぎがゲ、ル化の直接の原因で、あれば、 S(k)
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図 3.15:体積分率 φ=25%の剛体球コロイド分散

系に、ポリスチレン高分子を分散させた系における

ゲ‘ル化現象。 (a)静的構造因子S(k)。高分子密度が
十分に大きくなると (Uが大きくなると)、長波長側
にスピノーダル分解に特徴的なピークが現れる。一

方、 k回 7のピークは、隣接するコロイド粒子聞の

微視的な構造に由来する。 (b)ゲ、ル化した状態におけ
るF{k，t)jS(k)のプラトーの波数依存性。実線は、
(a)のS(k)をインプットとしてMCTを用いて計算
した、非エノレゴードパラメータ。破線は、 (a)のS(k)
で長波長のピークを取り除いて計算した非エルゴー

ド、パラメータを表す。(文献 [152]より)
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の長波長側に現れたピークが重要な役割を果たすことが期待される。これを確かめるため

に、 S(k)に長波長側のピークがある場合と無い場合について、 MCTを用いて非エルゴー

ドパラメータを計算した。この結果が図3.15(b)の実線と破線である。 S(k)の長波長側の

ピークの有無に関わらず、同じ密度において、長波長側の僅かな差を除いて、ほぼ同じ形

の非エルゴードパラメータが得られた。この結果は、秩序化過程における高濃度相(液相)

のガラス転移による凍結、というゲル化のシナリオを支持している。

3.5.2 低密度領域でのゲル化

もし、図3.14に示した気液スピノーダル線が存在しなければ、何が起こるだろうか。引

力ガラス線は、スピノーダノレ線に干渉されずに、さらに低密度側へ外挿されるだろう。で

は、その先には何があるのだろう。先に、低密度の極限では、クラスター凝集によるパー

コレーションにより、ゲル化が起こることを述べた。このゲソレ化の描像と、低密度側に外

挿された引力ガラス線近傍で起こるであろうガラス転移には、何らかの関係、があるのだろ

うか。

スピノーダル線の位置は、コロイド粒子間の相互作用を変化させることにより調節する

ことが可能である。最も単純な方法は、 1つのコロイド粒子が同時に相互作用できる粒子

の数を制限することである。例えば分子の共有結合のように、コロイド粒子の表面上の限

られた領域を通してのみ、引力相互作用を持つようにすれば良い30 このような相互作用

は計算機上で容易に実現することができる。実際、そのようなコロイド分散系におけるガ

ラス転移(ゲル化)が、 Sciortinoのグ、ルーフ。によって調べられている [154]0彼らは、上の

方法でコロイド粒子間の相互作用を調整することにより スピノーダル線を低密度・低温

側へ押し下げ、スピノーダル線に邪魔されない状況を作った上で、ガラス線を低密度領域

で計算した。そして、低密度領域でのガラス線付近のダイナミクスを系統的に調べた結果、

ある密度でF(k，t)の振舞いが定性的に変化することを示した。ここでは、この密度より

も低密度側の状態をゲ、ルと呼ぶことにしよう。図 3.16(a)は、このようなガラスーゲ、ル系

において、様々な密度に対する F(k，t)の振舞いをプロットしたものである。そのプラトー

の値(非エルゴードパラメータ)の波数依存性をフ。ロットしたのが、図3.16(b)である。こ

の図からわかるように、 F(k，t)の振舞いは、通常のガラス転移と以下の点で決定的な異な

る:(1)通常のガラス転移では、ある温度(密度)を境界にして、突然に有限の高さのプラ

トーが現れるが、ゲルでは温度が下がる(密度が上がる)とともに、ゼロから連続的にプラ

トーが立ち上がる。 (2)通常のガラス転移では、ある温度(密度)を境界にして、全ての波

数にわたって、有限のプラトーが一斉に現れるが、ゲルでは温度が下がる(密度が上がる)

とともに、長波長側から徐々にプラトーが現れる。長波長側でプラトーが立ち上がり始め

た時点では、短波長側ではまだ液体的な早い緩和が支配的である。 (3)プラトーの立ち上

がりが見られる状態における F(k，t)の緩和には、目立ったアルファ緩和とベータ緩和の

30最近、このようなコロイド粒チが現実に作成されるようになった [153]0
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図 3.16:4個以上が同時に相互作用できない拘束条件下におかれた、短距離引力相互作用を持つコロイド分

散系のダイナミクスを、広い範囲の密度領域に対して、シミュレーションにより調べた結果。(文献 [154]よ
り)(a)密度相関関数。波数は kσ=8に選んである。 (b)非エルゴードパラメータの波数依存性。

違いは見られず、長時間にわたる代数的な緩和を示す。このゲ、ルの振舞いは、パーコレー

ション描像に従う低密度のコロイドゲル系において観測される振舞いと定性的によく似て

おり [155-15司、ガラスからゲルへのクロスオーバーを示している可能性がある。

では、これを MCTを用いて説明することは可能であろうか。実は、上記の (1)-(3)の

ゲルの特徴のうち、 (1)と(3)については、 MCT理論の萌芽期に丹念に調べられたそデル

系の持つ特徴にそっくりである。 Go七zeらは、 MCT方程式の一般化として、以下のよう

な方程式を考えていた [49]0日)_.11..¥ { ω( t') 一一=←沖(t)-I dt'm(t -t')一一一
ん θt' (3.5.1) 

m(t) =入1ゆ(t)+入2ゆ2(t)

ここで、ゆ(t)は、密度相関関数のような2体相関間関数、 m(t)が記憶関数である。この式で

は、簡単のために波数依存性は一切無視しである。

MCTが誕生した当時は、計算機の能力の限界により、

ある、式(2.1)-(2.6)と数学的構造が同じである。そし

て、 (1)有限の「温度J入2=入2cで非エルゴード転移

をする、 (2)入2c近傍で、 2段階型を緩和を示し、べー 図 3・17:A型転移と B型転移

タ緩和領域において、式(2.2.12)で表される代数的な緩和をする、 (3)入2c近傍での、アル

ファ緩和時間は式(2.2.13)で表される代数的な発散をする、などMCTの持つべき全ての

特徴を備えている。さて、彼らは、 Leutheusser方程式をお模型と呼び、入1チ0の一般

波数積分を含む式(2.1)の数値解析が困難で、あったため

に、このような簡単化した方程式を土台にして、 MCT

が示す漸近的なダイナミクスが詳細に調べられたのだ

ろう。式(3.5.1)で記憶関数の第1項に、 2体相関関数

の1次の項があることに注意して欲しい。特に、入1=0

の場合は、式(3.5.1)はLeutheusser方程式と呼ばれて

いる。 Leutheusser方程式は、本来の MCT方程式で
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ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題一

的な場合をF12模型と名付け、その解の数学的構造を詳細に調べた。その結果、入1の項が

んに比べて相対的に大きくなっていくと、系のダイナミクスが定性的に変化することがわ

かった。んが十分に小さければ、通常のガラス転移に対して MCTが予想するように、あ

る有限のんで、非エルゴードパラメータは一次転移的に不連続に変化する。一方、(入2を

小さい値に固定したまま)んを大きくしていくと、ある値を境に、非エノレゴードパラメー

タが 0から連続的に立ち上がる。彼らは、前者を B型転移、後者を A型転移と名付けた

(図3.17)。このA型転移は、上記の (1)に述べた振舞いに他ならない。また、 B型転移か

らA型転移に遷移する領域では、 (3)に述べたように、ゆ(t)に遅い代数的な緩和が現れる。

この付近での式 (3.5.1)の解の振舞いは、まさに図 3.16(a)のようになる。以上の結果は、

微視的な基礎付けはまだ存在しないものの、 MCTがコロイドのゲ、ル化を(部分的にでも)

記述できる可能性を示唆している。

ゲ、ル系が A型転移を示すことは、直感的には理解することができる。今考えている系

は、強い短距離引力によりコロイド粒子が、離合集散を繰り返している系である。大小の

クラスターが泡沫のように、かっ消えかっ結びながら拡散運動をしている。クラスター化

していないコロイド粒子と、クラスター化した凝集体を思い切って、サイズ比が極端に異

なる大小のコロイド粒子から成る 2成分系とみなすことにしよう。 2成分系の MCTは、

F(kうのが Fαβ(k，t)というように、全ての相関関数が 2x2の行列となるだけで、基本的

な数学的構造は変わらない。ここで、小粒子の成分"S"に対する相関関数を Fss(k，t)と

する。 Fss(k，t)に対する MCT方程式における記憶関数を大雑把に書くと、

Mss(k， t)回

戸q[は(い一山(q，t)Fss(lk -ql， t) +出(q，k一山川尻L(lk-ql， t)] 
(3.5.2) 

のようになるだろう。 FLdk，t)は、大きい粒子(クラスター)に対する相関関数である。こ

こで、 V1.kと九kは、それぞれ、小さい粒子間と大小の粒子問に働く相互作用を表すバー

テクス関数である。また簡単のため、 FSL(q，t)のような大小粒子関の相関関数は無視した。

大小の粒子のサイズ比がもし十分に大きいければ、小さい粒子の時間相関関数Fss(k，t)に

比べて、大きい粒子の時間相関関数FLdk，t)は非常に遅く緩和する。すると式(3.5.2)で、

FLL(lk -ql， t)は定数で近似できる。これはまさに、式(3.5.1)に示したF12型の MCT方

程式に他ならない。荒っぽい考え方であるが、これを微視的に基礎付けすることができれ

ば面白い。

最後に、このゲ、ル中で、の動的不均一性について考えよう。ゲノレのスローダイナミクスの

起源は、動的不均一性よりむしろ、長時間保持される粒子の静的なネットワーク構造であ

る。したがって純粋に動的な揺らぎをモニターする泊(t)などの多体相関関数の発散は抑

えられることが予想される。最近のシミュレーションによると、たしかにそのようになっ

ているようである。図 3.5.2(a)は、 U→∞の極限である、不可逆コロイドゲルに対する

χ4(t)のシミュレーション結果である [157]0先に、 F12模型がゲ、ルの夕、イナミクスを定性
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的に説明できると述べた。この模型でんの線形項が、 A型転移的なゲ、ノレのダイナミクスを

記述するのであった。一方、 MCTと数学的に同値である、 pスピン模型に対して、 χ4(t)
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図 3.18:(a)不可逆コロイドゲルにおける 4体相関関数χ4(t)。φは体積分率。(文献 [157]より)0(b)入2=0
としたF12模型 (p= 2スピン模型)において、様々なんに対して計算した 4体相関関数χ4(t)。入lc= 1が
MCT臨界点に対応する。(K.Miyazaki未発表)。

を計算できることを 3.1節で議論した。特にp=2のスピン模型は、 F12模型で入2= 0 

とした場合に対応している。この場合に式 (3.1.5)を計算すると、 A型転移する系におけ

るχ4(t)が得られる。この結果が、図 3.5.2(b)である。長時間でχ4(t)の成長が抑えられ

るなど、シミュレーションの結果を、定性的によく再現していることがわかる。この結果

も、 MCTの枠組みの中で、ゲル化のダイナミクスを捉えることができる可能性を示唆し

ている。

3.6 サイズ比が大きい2成分系

3.4-3.5節の議論では、溶媒や、コロイド粒子聞の AO相互作用を媒介する高分子は連

続体として扱っていた。それらのダイナミクスは、コロイド粒子のそれに比べて十分に早

いとして、断熱近似により無視していたのである。溶媒分子については、この近似は妥当

に思われる。しかし、 AO相互作用の媒体である高分子あるいは小粒一子は、コロイド粒子

の5-10%程度の大きさであり、それらのダイナミクスを断熱近似により無視するのは少々

無理があるようである。この断熱近似をしなければ、系をサイズ比が大きい大小の粒子か

ら成る 2成分系として、まともに扱わなくてはならない。

これまで、サイズ比がそれほど大きくない 2成分系については、 MCTの解析がし、くつ

かあった [9，82，160]。サイズ比は最も大きい場合でも、 σL/σs回1.7程度で、あった (σL、

σsは、それぞれ大小粒子の直径)。その結果は、定量的な違いはあるものの、 1成分系に

対する MCTが予想するダイナミクスと、劇的には異ならない。さらに σL/σsを大きく

していくと、小粒子は大粒子に対して、 AO相互作用の媒体としての役割を果たす筈であ

る。しかし、小粒子のダイナミクスも無視できないので、大粒子が感じる実効相互作用は、

断熱近似のもとで見積もられる AO相互作用よりも小さいであろう。サイズ比が大きい極

限では、やがて断熱近似が有効となり、大粒子と小粒子のダイナミクスはdecoupleする

と予想される。このダイナミクスの decouplingについては、かなり以前に MCTによる
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解析がある [161]0 これらの研究では、 MCTのインプットとして、 py方程式を用いて求

められた静的構造因子 Sαβ(k)(α，s=SまたはL)が用いられている [162]。しかし、 py

方程式は、サイズ比が大きい2成分系では非常に精度が悪いことが知られている o py方

程式は、 AO相互作用を正しく記述できない他、 σL/σs勾 10付近で起こる 2成分の相分

離 [144，145]を説明することができないのである。

この系の熱力学とダイナミクスは、極め

て多様であることが、実験によりわかって 0.6 

いる [159，163]0図3.19は、 Dhontのグルー 1& 

. ....・ Glass(Large) I 0 
プで計測された 2成分コロイド分散系の熱 0.4 o Fluid (Small) 

力学的相図に、動的相図を重ねたものであ 侠
る [159]。大粒子と小粒子による 2相共存

や、大粒子成分のみのガラス転移、小粒子

0.2 Fluid 

成分のみのガラス転移、さらには両成分の

同時ガラス転移などが観測されている。こ

の図の解像度が十分ではないので、大粒子

0.0 
0.0 

Ot 
0.6 

図3.19:サイズ比9.3の大小の剛体球から成るコロ
イド分散系の実験結果を基に描いた、概念的な相図。

のガラス転移が、図3.13の斥力・引力ガラ 横軸に大粒子の、縦軸に小粒子の体積分率を取ったO
実線は気回の共存線。判例の G、F、Cはそれぞれ

ス転移の、どちらの転移であるかはわから
ガラス相、液相、国相を表し、 L、Sは大小粒子成分

ないが、小粒子が、大粒子の相互作用の媒 を表す。(文献 [159]より)

体としての役割を果たしているだけではないことは理解できるだろう。最近は、このよう

なサイズ比が大きい系に対するシミュレーションも可能になってきた [164]0また、サイ

ズ比を変える代わりに、人為的に各成分の運動の時定数や質量を変化させることにより、

ダイナミクスの特徴的な時間を調節して、断熱近似の有効性をシミュレーションで確かめ

た研究もある [165]0

このような現象を MCTは捉えることができるであろ

うか。これには2つの大きな障害がある。 1つは、 MCT

の計算で重要なインプットとなる、熱力学的状態や静的関

数Sαβ(k)の正確な情報の欠知である。しかし、最近の液

体論の進展は目覚しく、これらの情報を十分な精度で予

測することは、近い将来に可能になると思われ号 [145]。

もう 1つの困難は、サイズ比が大きい系にMCTを応用

することの妥当性である。そもそも MCT導出で用いた

近似は、 1ノレープ近似の名が示すとおり、図 2.1(b)で描図3.20:繰り返しリング衝突の概
念図。 いたような 1回のリング衝突だけを取り入れたものであ

る。しかし、 1つの大粒子と、その周囲の小粒子は、何度も繰り返し衝突している筈であ

る [166](図3.20)。この繰り返しリング衝突を正しく考慮、していないことが原因で、最も

完成度が高いMCTである、 Sj凸grenの公式(式(2.7))において、単純に 1つの粒子の直径
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を大きくした極限をとっても、流体力学で予想される SE則 D= kBTj2πησL31を再現で

きない、としづ奇妙なことが起こる [167]。繰り返しリング衝突の効果を取り入れていな

いMCTが、サイズ比が大きい2成分系のダイナミクスをどの程度正確に記述することが

できるか、今後の検証が待たれる。

3.7 多孔質中の過冷却液体

2成分系において、粒子のサイズ比を変える代わりに、両成分の粒子のサイズは同じと

したまま、片方の成分の粒子を固定し動けなくしたら、ガラス転移はどのように変化する

であろうか。これは、多孔質のようなランダム媒質中のガラス転移の問題である。固定さ

れた粒子のクエンチされたランダムさと、動く粒子のガラス的ランダムさが競合する興味

深い系である。

固定された粒子の密度仲間)が小さい系では、

いくつかのシミュレーション研究があり [168，

169]、ガラス転移温度が上がり、系がガラス化

しやすくなることや、動的相関長が抑えられる

ことなどがわかっている。しかし、ガラス転移

点近傍でのダイナミクスは、定性的には通常の

ガラス転移の場合とそれほど変わらない。一方、

動く粒子の密度(ゆf)が小さい極限では、障害物

中を 1粒子が拡散する問題となる。これはローレ
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図 3.21:粒子の一部をクエンチ(凍結)した
ンツガス系と呼ばれている [170]。ローレンツガ 系における動的相図動くことができる粒子

スに対する MCTの萌芽的なアイデアは、 G凸tze の体積分率φfに対して、クエンチした粒子
(φ111)が増加すると急激に MCT臨界点は下

らによって議論されている [171]。ではその中間 がる。ある点 Eで、ガラス的な B型転移か

の密度領域では何が起こっているだろうか。
ら、ゲ、ル的な A型転移に遷移する。 Of= 0 
の極限がローレンツガスである。(文献 [172J

最近、 Krakoviackはレプリカ法を組み合わせ より)

ることにより、この問題に対する MCTを定式化した [172]0彼の計算によると、 MCT方

程式に現れる記憶関数は、式(3.5.2)と同様、 F12模型と同じ関数型をしており、

M川=戸q[吋k(い一山，t)F(lk-ql， t) +出(い-q)F(q， t)] (3.7.1) 
と書かれる。 V1，k(q，p)は動く粒子間の相互作用を、九，k(q，p)は動く粒子と固定された粒

子の相互作用を表すヴァーテクス関数である。このことから、固定された粒子の密度が大

きくなると、 B型転移がA型転移へ遷移することが予想される。図 3.21は、この理論か

ら予想される MCT臨界点を、ゆm とゆfの関数として描いた動的相図である。この図で実

線が通常のガラス転移的な振舞いを示すB型転移を表す領域、点線が A型転移を表す領

31今の場合、大粒子は剛体球であるから、小粒子との衝突で運動量が保存されるので、抵抗係数は 3πησで
はなく、ナビ、エストークス方程式を slip境界条件で解析したときの値である、 2πησ となる。
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域である。興味深いのは、仰が小さい領域で、リエントラント転移が現れていることであ

る。理論が予測する、このリエントラント転移は、実在するのだろうか。直感的に考えて

も、動く粒子の密度が大きくなると、ガラスが融けるということが起こるとは思えない。

これはMCTによる取り扱いが破綻していることを意味しているとしか思えないが、その

検証はまだ行われていなし、。ゲル化の問題との類似性やローレンツガス系にMCTを使う

ことの是非も含めて、今後の発展が望まれる問題である。

3.8 モード結合理論を超える試み

MCTは、非常に多くの実験・シミュレーションによる検証をクリアしてきた。もちろ

ん、 Z以下でのダイナミクスについては、 MCTはほとんど何も言えない。しかし、九以

上でのMCTの予想、と、実際の観測結果の一致は定量的である。とりわけ、ベータ緩和領

域での指数や非エルゴードパラメータの一致は、驚くほどである。なぜMCTはこのよう

に強力なのだろうか。また、 Z以下のダイナミクスを記述するために、どのような拡張の

可能性があるだろうか。

2.1.1節で論じたように、 MCTは、密度や運動量と言った遅い変数の2体相関関数に対

する、一般化ランジュパン方程式を出発点としている。一般化ランジュパン方程式自身は

厳密な式であり、リウピル方程式の書き換えに過ぎない。複雑な多体相関は、全て記憶関

数の中に隠れている。 MCTでは、まず、その記憶関数を遅い変数の高次のモーメントで

展開する。高次のモーメントの最低次の寄与は、 4体相関関数である。 MCTにおける最

も本質的かっ大胆な近似は、この 4体相関関数を 2体相関関数F(k，t)の積に置き換える

ことである(decoupling近似)。この組い近似をせずに、記憶関数の近似を向上させること

は可能だろうか [173-175]0式(2.2)において、 decoupling近似をする前の記憶関数は、以

下の式で与えられる。

{ dql ( dq2 
M(k， t)αトート一九(ql，k -ql)Vk(q2， k -q2)九2( ql ， k -ql; qぁk-q2; t) } (27r)3 ) (27r)3 

(3.8.1) 

ここに現れた乃ぷkl，k2;k3，k4;t)= N-1(ρ2(k1， k2)eiQL.:t p2(k3， k4))が4体相関関数で

ある32ρ2(k1ヲk2)巴 6ρkldρk2である。厳密には、遅い変数の高次のモーメントが低次の

モーメントと直交するように選ぶ必要があることから、 ρ2(k1，k2)には補正項が現れるが、

本質的ではない。この乃2の振舞いを知るためには、それに対する運動方程式を導びかな

くてはならない。このためには、 2体相関関数に対して行ったのと同じ射影演算子法の手

続きを、九 2に対して施せばよい。その結果は、大雑把には

δ乃，2(t) Dokr n I.L¥ Dok~ n I.L¥ (t.:J.L' JI，f" I.L .L' θF2，2(t') 
一一一=一一」ら(t)--uh(t)-jdtf M22(t-t)--7- (382) 
δt S(kdS(ん)ん，..¥ - -I 8t 

32この 4体相関関数と、 3.1節で論じた 4体相関関数χ日)(q， t)は本質的に異なる量である。その違いは波
数の選び方にある。後者では、動的相関長をモニターできるように、 2本の軌道の聞の距離の逆数を波数に選

んでいる。

q
t
u
 

oδ FO
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と書くことができる。 M2，2(t)= M2，2(kl' k2; k3， k4; t)は、 4体相関関数に対する記憶関数

である。 M2，2(t)は、 ρ3(k1，k2，k3)回 6ρklbρk2bPk3の相関関数、つまり密度の6体相関関

数を用いて表すことができる。この具体的な表式は既に複雑すぎるので、ここに書くこと

はしないが、数学的な構造は式 (3.8.1)と同じである。このように、 2体相関関数は4体相

関関数によって、 4体相関関数は6体相関関数によって記述され、この連鎖は高次へと続

いてし1くO このような終わることのない相関関数の連鎖は、非平衡統計力学において古く

から知られている BBGKY階層性に他ならない [71]0一般にこのような無限の方程式を扱

うことは、最も愚直な方法であり、この手法で多体問題が理解される例はほとんどない。

それでも、最低次の記憶関数M(t)において decoupling近似をする代わりに、その次の階

層性までを考慮する試みが、最近、 Szamel[174]とCaoら[175]によって独立に行われた。

彼らは、式 (3.8.2)を導出し、そこに現れる M2，2(t)に対して、一種の decoupling近似を

行ったのである。その結果、非エルゴード転移点が、現実のガラス転移点にわずかに近づ

くこと、非エルゴードパラメータの実験との一致がわずかに改善することなどがわかった。

剛体球コロイド分散系に対して、実験でわかっているガラス転移密度はの=0.57 rv 0.61 

であるのに対して、 Szamelは舛zamcl回 0.55を得た。 MCT臨界点はゆc巴 0.52で、あった

から、これは大きな進歩である。残念ながら、これをさらに高次のモーメントへ拡張する

ことは、とてもできそうにない。また、それが建設的な研究方法であるとも思われない。

高次のモーメントへの拡張ができない技術的な理由は、代数的に増えてし、く多体相互作用

の数え上げ(数学的には、記憶関数の被積分関数を波数ベクトルについて積分すること)の

困難さにある。

系統的に、高次のモーメントを取り入れることは難しし、かもしれないが、これによる、

MCTの改善の定性的な傾向を考察することは可能かもしれない。我々は最近、このよう

な動機に基づき、大胆な近似を行うことによって、高次の相関関数を系統的に取り込むこ

とを考えた [176]0我々は、無限に続く高次のモーメントに対する一般化ランジュバン方程

式において、波数依存性を全て無視する近似を行った。例えば式 (2.6)において、 F(k，t) 

をφ(t)で、 Dok2/ S(k)を定数γで置き換えるなどして、

δゆ(t) _ l1L¥ {t~" ___ fL L'θゆ(t') 
一一ゆ(t)-1 dt' m(t -t')一一一 (3.8.3) θt 'T¥-/ Jo θf 

とする o m(t)は、式 (3.8.1)のように 4体相関関数乃2(t)で書ける筈であるが、それを

の(t)と書いて、

m(t) =γ入わ(t) (3.8.4) 

とする。入は、九(qI，k -ql)のように非線形相互作用の強さを表すノミーテクスである。さ

らに式 (3.8.2)に対応して、 4体相関関数の従う方程式は

δの(t) 0 _ 1 f L ¥ (t ~L' _ f L L'θφ2(t') 
一一一=ー2')'仇(t)-1 dt' m2(t -t')一一一 (3.8.5) θt -'T"'¥-， J。 θt'

とする。記憶関数は

問 2(t)=γ入ぬ(t) (3.8.6) 
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のように 6体相関関数の(t)で表されるものとする。これをさらに一般化して、 η>3に

対して、

θ仇(t) 1 /， ¥ rt， " / ~ "θ仇(t') 
17=-M(t)-Ad川 n(t-t)37

と書く。記憶関数は

(3.8.7) 

mn(t) =γ入仇+1(t) (3.8.8) 

である。以上のような手続きは、随分大胆な近似のように思われるかもしれないが、そ

うとは言いきれない。この無限に続く、連立非線形微分方程式の最低次の項でdecoupling

近似をすることは、式 (3.8.4)で m(t)勾 2γ入ポ(t)とすることに対応している O これは

MCT方程式の波数を削ぎ落とした式であり、 3.5.2節でも考えた、 Leutheusser方程式で

ある [49，158]0 3.5.2節で述べたように、 Leutheusser方程式は、 MCT方程式が記述する

ダイナミクスの特徴を全て再現することができる。このような簡単化を行っても本質が見

失われないのは、ガラス転移においては、 2体相関関数の引数に現れる波数は、揺らぎの

標識以上に積極的な意味を持っていないことが原因である。微視的には、隣接する分子間

距離の逆数程度の波数が重要な意味を持つことは当然であるが、そのこと自身がガラスの

スローダイナミクスを支配しているわけではない。

我々は、式(3.8.7)で、 η=M次 (M三3)までを連立させ、最後の式で記憶関数を、例

えば、 mM(t)=γ入ゆM+l(t)回 M，入φM(t)のように、適当に decouplingさせた方程式を
考えた。実は、この方程式は漸化式を用いて厳密に解くことができる。特に、 M →∞の

極限では、解は非常に簡単な形で表されて、
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となる。ここで、仇(z)は仇(t)のラプラス変換、争(x，y;入)= lFl(X， y;入)jr(y)である。

lFl(X，y;入)は合流型超幾何関数、 r(y)はガンマ関数で、ある。この厳密解から得られた結

果は、 MCTの長所を全て受け継ぎならがも、欠点の数々を克服しているように見える。

その結果を以下に纏める。

(1) 2段階型の緩和とベータ緩和領域での代数緩和則が再現される

我々の解は、 MCT同様、ゆ(t)の長時間での振舞いに現れる、階段型の緩和を再現してい

る。さらに、 decoupling近似をする次数M を大きくしていくに従って、非エルゴード転

移点入cが徐々に大きくなっていき、 M →∞で発散する。つまり、 M →∞の極限では、

有限の入で、非エルゴード転移は起こらない。最も驚くべきことは、ベータ緩和領域はtα 

と-tbで表される代数的な緩和で表され、それらの指数は次数M に依らず一定である点

である。我々の方程式のMCT近似である Leutheusser方程式は M=lの場合に対応し

ているが、これによると α回 0.395、b= 1であることが知られている。この値は、任意

のM に対して不変である。このことが、実験やシミュレーションで観測されるベータ緩

和領域のダイナミクスを、 MCTが非常によく説明する理由ではないだろうか。 M →∞  
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の極限での、様々な入に対するゆ(t)の振舞いを、図3.22(a)に示した。

(2)緩和時間の入依存性は、乱1CT的な代数則でフィットすることができる

MCTによれば、アルファ緩和時間は代数則7αcx¥T-Tc¥一γに従う。 γ=1/2α+1/2bで、ある。

実験やシミュレーションでは、 Zをフィッティングソミラメータとすると、このような代数員IJが

成立している領域があって、指数γはMCTの予想、と定量的に一致していることがわかってい

る。しかし、 2.2.2節の(3)で述べたように、 Tc 1.0 

の値はMCTの予測よりも常に低い値であっ

た。我々の階層方程式のM →∞の解から、 Tα

を具体的に計算すると、図3.22(b)のようにな

る。有限の入cは存在しないが、適当なパラメー

タえを用いて、 MCTの予言する代数則|え一

入「γで、 7α をフィットすることができる。え

は10程度で、あったo 一方、 MCT (Leutheusser 

方程式)によれば、入c=2である。入は温度が

低いと大きくなるような量であるから、この

ことはまさに、 MCTがZを過大に評価する

宮崎州正

ことと符合している。

(3)緩和時間はVogel-Fulcher的な振舞いを

示す。

M →∞の極限で、アルファ緩和時間の漸近

的な振舞いを調べると、

計
一
入一

一
α
 

T
 

(3.8.10) 

となることがわかった(図3.22(b))。この式の

意味を考えるために、もう一度、パーテクス

0.8 
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図 3.22:我々の階層方程式のM →∞での厳密

解。(文献 [176]より)(a)様々な入=2"，  10に対
する、 2体相関関数。(t)の振舞い。点線はMCT
で予想されるベータ緩和則cα(α 同 0.395)での
フィット。 (b)アルファ緩和時間に対する、アレニ
ウスプロット。丸点は厳密解。実線は、 MCTが予
想する代数則 TOf.ニ|入c λ1-')'(γ田1.765)による
フィット。フィッティングパラメータは入cニ10.1

を用いた。入の意味を考えてみたい。 Leutheusser方程式

が提案された頃は、ガラス転移で重要となる特徴的な長さは近接する分子聞の距離である

から、それに対応する波数 kmax= 2π/σ におけるヴァーテクス関数九(q，k-q)の大き

さが、入の意味であると解釈されてきた。実際、 S(k)はkmax付近に大きなピークを持ち、

その周辺で九(q，k-q)は最大値を取る。しかし、厳密にはガラス転移点近傍では全ての

モードが結合しているので、この描像は正しくない。むしろ、記憶関数M(k，t)の大きさ

の方が、より現実的な入の解釈であろう。例えば、 3.4節で論じた引力ガラスのように、相

互作用が変化するとガラス転移の性質が劇的に変化する場合があるが、そのような場合で

もS(k)はほとんど変化しない。しかし、 M(k，t)の短時間での振舞いは大きく変化する。

これは、平均分子間距離よりも小さい長さのスケールが重要になってくるからである。故
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に、入の大雑把な見積りとして、 M(k，t)の時刻 t=Oにおける値、

入αM(k，t = 0) 

茂千戸ψ叫川(川q (3.8.11) 

を採用することにしよう弘O 被積分関数に現れたS訓(q仇d川S(ωq2ρ)S訓(1除k一 q伯11)S只(1除k一 q位21り)は、 4体
相関関数F2，2(q1，k -ql; q2， k -q2; t = 0)の大きさの粗し1見積もりである。温度や密度を

変化させても、式 (3.8.11)の被積分関数の値は大きく変化しない。特に kmax付・近での値

は、目立った変化はない。しかし波数について積分した値は、特殊な状況で劇的に変化し

うる場合がある。例えば、ランダム最密充填密度付近の同IJ体球コロイド分散系の場合がそ

れである。

3次元の剛体球系は、 fcc構造またはhcp構造の結晶状態で最大の密度となり、そのとき

の密度(体積充填率)はゆ=π/3V2巴 0.74である。では、ランダムな構造を保ったまま、
取りうる最大の密度は何か。この問題は、古くから数学者・物理学者の間で関心を持たれ

ているランダム最密充填問題である [177，178]。ランダム最密充填の定義そのものについ

ても、十分確立していないようであるが [179]、少なくとも供cp~ 0.64程度以上に、同IJ体

球を充填することはできないことが知られている。このゆrcpが、岡IJ体球コロイド分散系や

粉流体における、真のガラス転移点、いわば fKauzmann密度」であるか否かについて、

盛んに議論されている [24，180]。この最密充填密度付近では、動径分布関数g(r)に特異性

が現れることが知られている。即ち、ゆく φrcpでは、 g(r)はT三σで滑らかな関数である

が、ゆ児科cpでは、 g(r)にr=σで、デ、ルタ関数的なピークが現れて、

g(r) = A8(rーσ)+ (連続な関数)

となる [179]0g(r)をフーリエ表示にしたのがS(k)であるから、

時 )αAT+(連続な関数)

(3.8.12) 

(3.8.13) 

となる。 kが大きい極限では、右辺第2項はk-1よりも早く減衰するので、右辺第 1項だ

けが生き残る項である。一方、式(3.8.11)に現れるパーテクス関数は、直接相関関数c(k)

を用いて式(2.3)で与えられる。 c(k) = {1 -1/ S ( k) } /ρoであるから、バーテクス関数も、

短波長でsinkσ/kσのように振舞う。これを式(3.8.11)に代入すると、積分が紫外発散し

てしまう。ランダム最密充填密度以外では、 g(γ)は滑らかな関数であり、 S(k)やc(k)の

包絡線はk-1よりも早く減表するために、このような発散は起こらない。この発散が代数

的であると仮定すると、その最も単純な形は入 cx1/(ゆrcpーの)であろう。もしこれが正し

ければ、式(3.8.10)の主要な項は、

α一p[orc:-o 1 (3.8.14) 

となる。これは、密度を変数としたときのVF員IJに他ならない [86]0この議論は、非常に大

雑把であり、あくまでも定性的なレベルのものである。剛体球での議論であるため、密度
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だけが熱力学的パラメータである。連続的なポテンシヤル系で、温度も熱力学的パラメー

タとして入っている場合にも同じ議論ができるだろうか。そもそも、極端に単純化した方

程式である、式(3.8.3)-(3.8.8)で用いられているバーテクス入を、式(3.8.11)のように微

視的な量と直結させることに、意味があるだろうか。現時点でこれらの疑問に答えること

はできないが、我々の理論は、動的な特異点を持たない運動方程式と、 g(r)のような静的

な物理量が組み合わさることにより、理想ガラス転移が起こるシナリオとなっており、極

めて示唆的である。

以上のように、我々の方程式が、 MCTが持つ特徴と MCTが記述することができない

ガラス転移の様々な特徴を、兼ね備えていることがわかった。我々の方程式は、非常に単

純化されたものであり、これがガラス転移の全てを記述することができないことは明らか

である。例えば、動的不均ー性やSE員IJの破れ、比熱の跳びなどを直接、記述することは

できない。また、これらの方程式に波数依存性を真面目に入れて、厳密に扱うことなどは

まず不可能と言ってよい。複雑な多体問題を、少数の意味がある自由度に落として、本質

を抽出することが統計力学の真骨頂だとすれば、我々の理論は、それに逆行するものであ

る。我々の理論は、ガラス転移における本質的な物理量を挟り出すのではなく、厳密な方

程式群を単純化して、数学的な骨格だけを取り出すことにより見えてくるものを考察して

いる。本質が何処に隠れているかわからない無限個の方程式群の解を、 2体相関関数に投

影した結果だけを議論しているのだ。いわば、ガラス転移の本質の影法師を見ていると言

うことが出来よう O

4 モード結合理論を場の理論に載せる試み

2.1.2節で、非線形ランジュパン方程式から出発して、場の理論の手法を用いてMCTを

導出した。しかし、そこで使われたいくつかの仮定はいずれも、液体やコロイド分散系に

おいて破れている。これらの仮定を使わずに、真面目にMCTを導出しようとすると、い

くつもの思わぬ困難に出会うことになる。 MCTを場の理論の手法を用いて導出した例は

以前にもあったが 相互作用を正しく考慮、しなかったり、 FDTを何らかの形で仮定する

など、取り扱いが不完全で、あった [181]0筆者は、 2.1.2節で議論した手法の美しさに触発

されて、場の理論をガラス転移に用いることを思いついたのだが、この深刻な困難に直面

して、たちまち頓挫してしまった [182]0 しかし、最近になって、その一部を克服する可

能性が出てきた [183，184]。これらの困難と、その克服の可能性について論じるのが本章

の目的である。

MCTを場の理論に載せることの意義は、 MCT導出の美しさだけにあるのではない。 3.2

節で論じたように、 MCTを非平衡系に拡張することは非常に重要である。ガラス転移を

理解するためには、よりガラス転移点に近い、低温側でのダイナミクスに迫る必要がある。

しかし、シミュレーションにより、熱平衡系の、低温における長い緩和時間を観測するこ
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とは難しい。従って、エージング状態あるいはシア系のような、非平衡状態のダイナミク

スから、熱平衡の情報を引き出すしかない。そのためにも、ぜひ非平衡系のMCTを定式

化したいところである。 3.2節では、シアは入れてみたものの、 FDTを仮定するなど、杜

撰な近似を行っており、完全な非平衡系の理論とは程遠いもので、あった。もう 1つのMCT

導出のアプローチである射影演算子法を、非平衡系に拡張することも考えられるが [120]、

この方法は物理量を、参照系となるアンサンプルへ投射することが本質である。しかし、

熱平衡分布あるいは局所平衡分布のような簡単なアンサンブツレが、エージング系に存在す

るとは思えない。そもそも、そのアンサンブツレの情報こそが、我々が知りたい物理量なの

だ。これに対して、場の理論によるアプローチでは、我々に関心のない短い時間について

粗視化をした非線形ランジュパン方程式から出発する。そして、その解析においては、系

が熱平衡状態にあることを要請しないため、我々の目的に適った理想的な手法であると考

えられる。

また我々は、 3.1節で、ガラス転移を時空間上での臨界現象として捉える可能性につい

て議論した。通常の臨界現象は物理量の空間の情報だけで議論が閉じており、オーダーパ

ラメータの汎関数としての熱関数(自由エネルギー)が主要な役割を果たしてきた。この類

推から、ガラス転移では、 6九(t)6ρk(O)といった 2体時間相関がオーダーパラメータとし

ての役割を、そして、時空上で定義される作用積分が、自由エネルギーに対応した役割を

果たすことが期待される。作用積分に対する場の理論の手法は、その開発者の名前を取っ

て、 Martin-Siggia-Roseの方法(MSR法)と呼ばれている [185]0MSR法を用いたガラス

転移の定式化は、今後のガラス転移研究を方向付ける可能性がある。 MCTは、 pスピン

模型との等価性から、ガラスの平均場理論と呼ばれているが、 MSR法を用いて、 MCTが

文字通りの平均場理論であることを示すことは可能であろうか。そしてそれを拡張して、

時空間の高次の揺らぎを取り入れることは可能であろうか。

このような疑問に答えるためにも、まず平衡系でのMCTである式(2.1)-(2.6)を、 MSR

法を用いて、きちんと導出しておかなくてはならない。しかし、それは未だにできていな

い。 MCTを場の理論に載せるための困難は、大きく分けて以下の3つがある。

(1)まず、最も大きな困難は、 FDTを保存するという拘束条件のもとで、ダイアグラム

展開をすることにある。ランダム力が熱平衡系の性質を持っていれば、出発点とな

る非線形ランジュパン方程式は、 FDTを満たしているはずである。即ち、系の相関

関数と応答関数は等価である。ところが、相関関数と応答関数(プロパゲータ)を対

等に扱う MSR法における、ダイアグラム展開の各段階で、 FDTが成立するか否か

は自明ではない。

(2)最終的に導出される平衡系のMCTには、記憶関数に波数積分があるが、その積分が

特異的な振舞いをすることはない。しかし、相関関数とプロパゲータに対する連立

したMCT方程式においては、いくつかの記憶関数が、紫外発散をしているように見

える。 FDTを使ってプロパゲータを消去し、相関関数だけで閉じたMCTを導出す
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る際に、微妙なバランスによりこれらの紫外発散がキャンセルしているようだ。干

の非物理的な紫外発散の起源は何か。

(3)ガラス転移では、密度場が重要な遅い変数である。ところが、密度場だけで閉じたラ

ンジュパン方程式から出発しでも、正しいMCT方程式が得られない。

以下の節で、これらの困難がどのように現れるのか、そして、それらはどのように克服さ

れる可能性があるのかについて詳しく説明する。

まず、我々が出発点とする非線形ランジュバン方程式の構造を次節で紹介する。 4.2節

では、 MSRの標準的な手法を纏めておく。 4.3節で、 FDTとの整合性を保ちながらMCT

を導出できる場合、そしてできな場合について、詳説する。最後に、 Biroliらや金一川崎

によって賛された、新しいアイデアを紹介し、それが今後、平衡系のMCTの決定版とな

る可能性について検討する。

4.1 ランジュバン方程式の構造と種類

次節以降の準備として、この節ではまず、熱平衡系における非線形ランジュバン方程式

の一般的な構造を調べておこう。熱平衡状態における確率過程を記述するランジュパン方

程式は、一般に
δSθSδs  

h=M4一一 +Li一一十五三 Ki一一十fi (4.1.1) 
αθzααθzααθzα  

と書くことができる。 x(t)= {町(t)}は密度などの物理量である。添え字は空間も含む全て

の自由度を表し、繰り返す記号については和を取るものとする。 Sは全系のエントロピー、

θSIθzα は、系を熱平衡へと駆動する熱力学的力である。また、 Kij三Mij十Lijは輸送係

数である。 Mio:aSIδZα は可逆項を表す。この項は散逸には寄与しないので、 Mij= -Mji 
を満たさなければならない。 LiαθSIθzα は不可逆項を表し、 Lijがオンサガー係数である。

最後に、ランダム力点(x，t)は、熱平衡状態への緩和を保証するために、

(五(x，t)ん(xγ))a(t)=a= 2kBLij(x)6(t -t') (4.1.2) 

を満たす。オンサガー係数自身が場の変数日cの関数である場合には、このようにランダ

ム力の性質が Zに依存する、即ち、 multiplicativenoiseとなる。ここで、(一.)a(t)=aは、

x(t) = xに固定してアンサンブ、ル平均を取ることを意味する。一方、応答関数χり(t)は、

外場Fを系に加えた時の応答として、

仇(tト [::t'X;α(t一山') (4.1.3) 

で定義される。(・・・)Fは、外場がある状態での平均を表す。系が熱平衡にあれば、 FDT

は、相関関数Cij(t)= (町(t)Xj(O))に対して、

1 dCii(t) 
u(t)=一一一一-tJ¥ -/ 
J' I kBT dt 

-690-

( 4.1.4) 



ガラス転移とモード結合理論一最近の発展と課題一

と書かれる。

ここで、式(4.1.1)を、 X= (X)十8xと展開して、 8xに対する非線形ランジュバン方程

式として書き下そう。そのために、輸送係数をkdz)=kr)+KJ;Ldzα 十 、エント

ロヒ。ーを S= SO + 0~2J8xαゐβ/2!+02γ8xα何8xγ/3! 十 のように展開する。これを

式 (4.1.1)に代入して、非線形の最低次までを考えると、

fμ 十nμ Z
 α
 
z
 

nμ α
 

別
的

1
1

一つ山+
 
α
 

Z
 α
 
μ
 

一一
.
中
申 ( 4.1.5) 

を得る。ここで、的j=K203は緩和係数、

νZ1k=KJ:)Q3+KJ21・02)十KJ2kogEMtjk+ムjk (4.1.6) 

がパーテクス関数である O ここで、扱いやすいように Vijk=νikjのように、パーテクス

を対称化しておいた。入イijkとLijkはそれぞれ、 Vijkのうち、 MijとLijIこ由来する項を

表す。式 (4.1.5)が、次節以降で我々が扱う、非線形ランジュパン方程式で、ある。

さて、 Dekerらによると、式 (4.1.1)で表される、熱平衡系の非線形ランジュバン方程

式において、 FDTを保存するという拘束条件のもとで、ダイアグラム展開をすることが

できるのはごく限られた場合である [54，186]0彼らは、そのような展開ができるか否かに

よって、非線形ランジュパン方程式を 3つのグ、ルーフ。に分けた [186]0それらのグループ。

を筆者流に一般化すると、以下のようになる。

(Class 1)非線形性がエントロピーにのみ由来する場合。輸送係数 KijはZ に依らない定

数である。従って、ランダム力も additive型となる。

(Class 町エントロビーはガウス型、つまり 2次形式で書ける場合。QJ3=Oであり、非
線形性は、輸送係数 Kij(X)のZ依存性に由来する。特にオンサガー係数 Lij(X)がZに依

存する場合は、ランダム力がmultiplicativeとなるので、注意が必要となる O

(Class III)エントロビーが 2次形式でもなく、また Kij(X)もZ に依存する場合。最も

一般的な場合である。

(Class 1)と(ClassII)については、 4.3節で説明するように、 FDTを満たすようにダイア

グラム展開が可能であるが、 (ClassIII)の場合にはそれができない。以下に示す通り、我々

が扱いたい式は、まさに (ClassIII)に属するのである。

まず、我々に興味がある過冷却系における非線形ランジュバン方程式を、式 (4.1.1)の

形式に書き換えてみよう。ここでは、コロイド分散系を例に考える。我々の出発点は、式

(2.1.16)で与えられる、密度場に対する非線形ランジュパン方程式である。 液体の場合に

は、密度場に加えて運動量場も必要であるが、全く同様の議論が可能である。問題を簡単

にするために、式(2.1.16)において、相互作用は式(2.1.40)のように近似することにする。

この近似の妥当性については、文献 [72，73]などで詳しく論じられているが、それ自身微

妙な問題であるので、ここでは立ち入らない。式 (2.1.16)は、

θρ(r， t) fLI T 8S 
ヲ了 =Jdr' Lρ川つJJ577+fρ(r，t) (4.1. 7) 

ハ可
u

p
h
u
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と書くことができる。ここで、

Lp(r)p(r') = kB -1 D¥1 . ¥1'ρ(r， t)d(r -r') (4.1.8) 

はオンサガー係数である Sは全系のエントロピーで、 Ramakrishnan-Yussouff型の密度

の汎関数

S=kB{-/drρ(r) [ln {ρ(r)jρo} -1] + ~ {dr {dr' c(lr -r'l)dρ(r)dρ(r') > (4.1.9) 
，-¥ --I l II ¥. 11 ， V J 2 I I 11 ， ¥ I " I I 

で与えられる。ランダム力 fρ(r，t)は、式 (2.1.17)に示したように、 (Jp(r，t)ん(r'，t')) = 

2kBLp(r)p(r，)d(t -t')を満たす。

さて、この方程式が、上の (ClassIII)に属することは、以下のように示すことができ

る。式(4.1.7)の各項の係数を、波数表示で書き下してみよう。式(4.1.7)には可逆項がな

いから、ルイポ =0である。オンサガー係数を展開すると、その係数は式 (4.1.8)より、

(4.1.10) L~り土Dl1k . k' dL-..LL-' 1， 
Ilkμk' ，Ilk" kB ~ I ~ ，~ 

と書くことができる。エントロビーは、式(4.1.9)から、 3次までの係数が

。(2)=-KB 6b b'‘ QP)A=hlsbム1，'ム1，"11 
Pk' 内 S(k)V-"" 且ヲ PKPK，pv vz dhThTa リ

L2ρυ=ιρoDokZV6k，ーピヲ
ーI¥;B

(4.1.11) 

である。従って式(4.1.5)の係数は、

川 Dμ 一一一一一，dk，k'PkPk' - S(k) VK，K' (4.1.12) 

仏 Pk'Pk" = V PkPk' Pk" 手[k.k'c(k') + kピc(k")] dk，k' +k" 
となる。これは、まさに式 (2.1.42)に他ならない。ここで、得られた非線形ランジュバン

方程式には、 3次以上の高次の寄与が存在しない点に注意して欲しい。エントロビーには、

理想気体の項ρ(r)ln {ρ(r)jρo}があるので、 6ρで展開したときに、 4次以上の高次の項が

無限に存在するが、これらはオンサガー係数と掛け合わせたときに、全てキャンセルして

しまうので寄与しないのである。以上の議論で明らかなように、オンサガー係数とエント

ロビーの非線形性の両方が存在することにより初めて、コロイド分散系のランジュパン方

程式である式(2.1.16)、または (4.1.7)が得られるのである。液体についても事情は全く同

じである。

これら、 (Class1)-( Class III)の非線形ランジュパン方程式に対する、ダイアグラム展

開と FDTとの関係について論じる前に、次節で、まずその道具である MSRの方法を紹

4.2 MSRの方法

MSR法とは、標準的な場の理論の手法をダイナミクスへ拡張したものであるが、そこ

で中心的な役割を果たすのは、経路確率分布関数と作用積分である。静的な場の理論とダ

q
L
 

n同
uco 



ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

イナミクスのMSR法の大きな相違は 2.1.2節でも議論したように、ダイナミクスの場合

には2点相関に 2種類あることである。 1つは、 C(tl-t2) = (X(tJ)X(t2))で表される相

関関数、もう 1つは、 G(tlーら)= (θx(td/θf(t2))で表されるランダム力 f(t)に対する

系の応答関数(プロパゲータ)である。特に、ランダムカが白色ガウス型ノイズの場合は、

フ。ロパゲータは、 (X(tJ)f(t2))と書くこともできる。この2種類の相関関数を同格に扱う

ためには、 x(t)に共役な補助場を導入することが自然な方法である。ランダム力の経路確

率分布関数を、 Pf[{f}]としよう。ランダム力の性質は既知としているから、 Pf[{f}]も

特定できる。これから、我々が知りたいx(t)に対する経路確率分布関数九[{x}]を計算す

るためには、 fから Zへの変数の変換を行えばよい。 fとZは非線形ランジュバン方程

式(式 (4.1.5))で関係付けられており、これを p三 x-A(x)-f=Oと書くことにする O

Ai(X)は、式(4.1.5)の右辺の最初の 2項である。するとこの変数変換は、
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(4.2.1) 

となる [69]0ここで、 |θp/θxlは変数変換で現れるヤコビアンである。式 (4.2.1)の右辺の

デルタ関数をフーリエ表示にすると、適当な虚数土を用いて、
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と書ける。ここで登場した£が、 Z の補助場である。 P[{x，x}]は、 2つの場{x，x}の経

路確率分布関数で、

市企}]=叶介 {x.(トA(x什出vA( x) }] (exp [戸t企 f])問
で与えられる。指数の肩に現れた -divA/2が、ヤコビアンからの寄与である。最後のラ

ンダム力の平均は、式 (4.1.2)を用いて厳密に計算できて、最終的な結果は

P[{x，x}] =叶介 {-x.(公一川小
(4.2.4) 

= exp [S[{x，x}]] 

となる。ランダム力は一般的に multiplicativeとしたために、ここで、行った操作は若干複

雑であるが、ランダム力の性質をIto型と解釈すれば可能である [187]0これがMSR法の

出発点となる経路確率分布関数であり、指数の肩に乗った量が作用積分である。密度場に

対する式(4.1.7)に対して、具体的に作用積分を書き下すと、

L I . f T _ (_dS¥1 T ，_~， <)I 
S[{ρ，t}] = μt I-Þυ+: \7 .(ρ\7~<:~ I } +一ρ(¥7t)乙 (4.2.5)} --1 r l r ' (0' ¥ r . dρ) J ' (0 r ¥ . r I J 

となる。式(4.2.4)は、非線形項がなければZ と土から成る 2次形式である。これを参照系

として高次の非線形項を、通常の場の理論と同様な方法で取り扱うことができる。先に、

ダイナミクスに対するダイアグラム展開には、 C(tlーら)の他に、フ。ロパゲータ G(tlーら)

っ、uGd
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が必要になると書いたが、これは、 P[{x，企}]の定義から、 G(t1ーら)= (x(tdX(t2))と書

くことができる。補助場を導入し、スピノールx={瓜企}を用いることによって、 C(t)

とG(t)を同格に扱うことができるようになったのである。ここまで来れば、あとは場の

理論の標準的な手続きを踏襲すればよい。まず母関数として

1
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(4.2.6) 

を定義する。ここでとはX に働く外場であり、計算の最後でゼロにするものとする。 exp+

は時間順序化された指数を表し、時間が新しい変数が常に左に来るものとする。またW[{と}]

をノレジャンドル変換し、

r[{ ((X))}] = W[{と}]ーと •((X)) (4.2.7) 

によりバーテクス関数の母関数を定義する。ここで、《・・・》は外場とがある系での平均を

表す。これから、任意のモーメント兵(1γ ・ • ，n) = ((X(l). ..X(η) ))は、母関数を用いて

pW[{と}]
Q~(l ，... ，n) = ー (4.2.8) 

と書ける。ここで、引数である整数は、 1= (i，t，土)などを表す。 υま場の自由度、 tは時

間、そして土はスピノールの成分を表し、スピノールについてはX(+)= x、X(-)=企

のように定義した。この方法で1次のモーメント ((X(l)))に対して具体的な計算を行うと、

Schwinger方程式、

1 
Qu1(1，1) ((X(1))) = と(1) 十 C(1)+~/3(1 ， 1， 2) {((X(l)XC~))) + ((X(l))) ((X(2)))} (4.2.9) 2 一一 一一 ー

を得る。ここで、 C(l):= (V，αoi，O)は今後の議論に影響しない定数である。 go(1，2)は、裸

のプロパゲータで、その逆数は

gu1(1，2) = iσ(1，2)土十12(1，2)
dt2 

(4.2.10) 

で与えられる Q 12(1，2)は、

(O  _tp， ¥ 
12(1，2) = (- ...， :: (()) J O(t1ーら)

¥ -μ -2kBL(O) J 

で定義される対称行列、 tσ(1，2)は、

I 0 -1 ¥ 
4σ(1，2) = (- - J O(t1ーら(4.2.12) 

¥ 1 0 I 

である。裸のパーテクス関数13(1，2，3)は、添え字の全ての入れ替えに不変になるように

(4.2.11) 

なっていて、そのうちゼロでない成分は、

( %(tl t1 - ;  h t3 +) = M 仰仇い1-パぺ一→叶tら叶2

13(ω 
(4.2.13) 
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と、これらの添え字を交換した成分である。 2体相関関数9(1，2)三角=0(1，2)= (X(1)X(2)) 

を計算するためには、式(4.2.9)を((X(2)))で微分し、その後、外場をゼロにすればよい。

これを行った結果は、

9-1(1，2) = 90
1 (1，2) -~(1 ， 2) 

となる。ここで、 ~(1 ，2)は場の理論で言うところの自己エネルギーで、

見 2)=ト(川胤腕，1)r3(2，~，1) 

( 4.2.14) 

(4.2.15) 

と書ける。

6r[((X))] ~ h n ...¥. 8~(1 ， 2) 
r3(1， 2， 3) = .. 11 v-1-1 品川 =γ3(1，2，3)十

8 ((X(3))) 
(4.2.16) 

は非線形項が繰り込まれたバーテクス関数である。このバーテクス関数を最低次の項

γ3(1，2，3)で近似したのが MCTで、自己エネノレギーは

m，h;73(山胤~)9(2， 1h3同生) ( 4.2.17) 

となるO この自己エネルギーは、 MCTで言うところの記憶関数である。これをダイアグ

ラムで書くと、式(2.1.29)の形をしている。 MCTが「パーテクス補正無しの 1ループ近

似Jと呼ばれる所以である。一連の式をもう少し具体的な形で書いてみよう。 9(1，2)や

~(1 ， 2)は

(C  G ¥ ( 0 :Et¥ 
9(1，2)三 |+lz(I，2)=l U i 

¥ GT 0 J ¥ :Ea :Ec J 

と書くことができる。ここで、因果律G(t)= 0 (t < 0)を用いた。“↑"はAL(t-t') = 

Aji(t' -t)で、表される全ての添え字に対するエルミート共役である。 t>Oに対して、 C(t)

とG(t)に対する具体的な方程式は、式(4.2.10)-(4.2.14)を用いて、

的 j(t)fL f 寸了 =μzααj(t)+ j_~' ~G，iα (t -t')九 (t')+ j_~' ~C，ia(t -t')G~j(t') 

Aσij{t) rt  1.¥. f 

( 4.2.18) 

( 4.2.19) 

と書くことができる。ここで、記憶関数は

( お山山ijポ凶州jバρ刈(収肋tの)=九いい山sGa向ωαωバ入バ川川川川(収例附川叫t吟怖仇叫)陥胤刷のωωμバ(川t
~cι印ω」必ぷij(収ωtの)=νiasCa>. (t)~βμ (t)竹入μ +2kBViαβGω(仰バ叫:!μ

で与えられる。式(4.2.20)のL3を含む項は、ランダム力がmultiplicativeで、あることに
由来する。式(4.2.20)において、 2種類の記憶関数が登場した。それらの、記憶関数の時間

積分の下限がt=-∞であることには注意を要する。これは、系が熱平衡状態にあること

(4.2.20) 

を、まだ積極的に使っていないことに起因する。逆に言えば、式(4.2.19)-(4.2.20)は、一
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般化されたMCTとも言うことができて、例えば出発点となった非線形ランジュパン方程

式に、シア流による対流項を付け加えても同様な方程式が導出できる。対流項の寄与は、

Jlijに入ってくる。

系が熱平衡状態にあれば、 FDTを用いて G(t)を消去し、 C(t)だけの方程式で閉じさ

せることができる、というのが 2.1.2節で議論したことである。ところが、それは一般的

には不可能である。 G(t)はランダム力に対する系の応答関数であって、外場に対する応

答関数ではなし、からである。系に、 Z に共役な外場F(t)が印加されると、エントロピー

はsp=s十x.F/Tとなるであろう。これに対する系の応答関数は、作用積分を用いて

容易に計算できて、

Xij(t) =十(Xi(t)九(附αj(X(O)))= 十 (Xi(t)九 (O))K~~)+ト(t)九(O)Xβ(0))KZ〉
(4.2.21) 

となる。この最後の項は、輸送係数KijがZ依存性を持つことに由来している。ここで

登場した3体相関関数 (xi(t)iα(t')Xβ(t'))は、式(4.2.17)の導出と同じ手法で計算するこ

とができる。バーテクス補正を無視して 1ループまで計算すると、 ()((1))((2))((3))~ 

9(1 ， 1)Ç(2 ， 2)9(3，~)η(1， 2，~)であるから、応答関数に対する MCT )j程式は

χij(t) =ドα(t)同)十よからい (4.2.22) 

となる。これまでの論文では、この式の第 1項 T-1G(t). K(O)が応答関数と呼ばれてい

たが、これは不適当である [186]0フ。ロパゲータと応答関数が(係数を除いて)一致するの

は、輸送係数Kijが定数、即ちkjJ:iz=0の場合だけである。

4.3 モード結合理論と揺動散逸定理

前節で導出した一般化したMCTにおいて、 Gij(t)を消去できるのは、 (CI部 s1)と(Class

II)の2つの場合だけである。 (Class1)の場合には、応答関数 χij(t)に、非線形項である、

式(4.2.22)の右辺第2項が無いので、自動的にFDTが満たされていることを容易に証明

することができる。このときには、式(4.2.19)の2つの式は等価となる。 2.1.2節で、行った

MCTの導出は、まさにこの (Class1)の場合に対応していたのである。

では (ClassII)の場合はどうだろうか。これはエントロビーが2次形式で書ける、つま

りzの平衡分布がガウス型である場合である。このとき、 Zの平衡揺らぎC(t= 0)とエ

ントロビーの聞には、 Cij(O)= -kB[n(2)]♂の関係が成立する。実は、 (ClassII)の場合

に限って、 C(t)とG(t)の間には単純な関係式、

G(t) = 8(t)C(t)・C-1(0) ( 4.3.1) 

が成立することを証明できる。 s(t)はステッブ。関数で、ある。式(4.3.1)は、 DekerらがLijが

定数である場合、つまり輸送係数Mijにのみ Z依存性がある場合について証明した [186]0

696 -



ガラス転移とモード結合理論-最近の発展と課題一

我々は、式(4.3.1)は、ランダム力がmu耐1

とを証明した lド182判l。その証明は以下の通りである。まず、式(4.3.1)の両辺の時間微分を
取り、式(4.2.19)の1行目の方程式を用いると、

dG _， ， ( 、

一 =1+μ.G + O(t) ~ :Ec 0 C + :ED 0 G↑~ . C-1 (0) (4.3.2) dt . ¥. / l J 

となる。ここで、 A0B=f二dt'Aia(t -tdB，αj (t')という記号を導入した。:Ec0 C. 
C-1(0)の中でん1ijkを含む項は、式(4.3.1)を使って整理できる。例えばt'三0の場合に

注目すると、 以下のように書くことができる O

M凡αβρGω似α叫川J川入バρ(ヤ仲T寸)qのωωβ印以μバ(川7

ここで、ア=t一tずfである。式(4.3.3)の変形において、 03)とん1ijkの聞に成立する、以下
の恒等式を用いた。

(2) A A I ()(2) A A I ()(2) 
QtαMαjk十 QjαMαki+ nkαMαij = 0 (4.3.4) 

この式は、口J逆項がエントロピ一生成に寄与しないという性質から、ただちに導かれる [64]0

一方、:Ec0 C . C-1(0)のうち、オンサガー係数を含む項は

{CιωαωJ入

={一叩
(4.3.5) 

のように整理される。式(4.3.3)と(4.3.5)の和は、式(4.3.2)の:Ec0G↑.C-1(0)とキャ

ンセルする。同様に、 t'三0の場合には、:Ec0 C . C-1(0)は:Ec0 Gtと書くことがで

きる。故に、式(4.3.2)は、式(4.2.19)における G(t)に対する方程式と等価となる。つま

り、式(4.3.1)が証明された。

同じ方法でFDTも証明することができる。式(4.3.1)の時間微分をとり、式(4.2.19)に

おける G(t)に対する方程式を代入すると、

笠~t) = -kBG(t) . K(O) + (tdt， G(t -t'). :Ec(t') • C(O) (4.3.6) 
dt ん

を得る。この表式において :Ec(t). C(めは、式(4.3.1)とMiiiの反対称性を用いて、

{:Ec(t) . C(叫 j= - kBViaßCα入 (t)~βμ(t)KCL (4.3.7) 

と書くことができる。従って、式(4.3.6)の右辺は、式(4.2.22)における -kBTχij(t)と等

くなる。これはFDTに他ならない。

最後に C(t)に対する閉じた方程式を導こう。先と同様に、 f三0の場合、:Ec0 Gtは

:Ec0C と打ち消しあう。一方、 t' ~0 の場合の :Ec(t) は

おり(t)=ーかαん (t)白山)

ウ

iQu
 
cυ 
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と書けるから、
dC~~・ iハ (tっ立一=μιj(t)+ Jo dt' Mia(t -t')Caj(t') (4.3.9) 

を得る。これが (ClassII)の場合のMCTである。以上の導出で、式(4.3.8)のヴァーテク

ス関数に、 multiplicativeノイズに由来する -2乙が存在することは本質的である。これを

無視すると、記憶関数の符号が一部分、逆になってしまう。

(Class II)での、 FDTの成立と式(4.3.9)の導出の絶妙さを見ると、 (ClassII)より一般

的な (ClassIII)に対して、式(4.2.19)が一般にFDTを満たさないことは容易に想像でき

るだろう。式(4.2.21)から明らかなように、応答関数が3体相関関数を含むからである。

このために、相関関数C(t)に対するダイアグラム展開と応答関数χ(t)に対するそれが、

展開の各段階で閉じていないのである。 (ClassII)はそれができる唯一の例外なのだ。

不幸なことに、我々が興味を持っている式 (4.1.7)は、 (ClassIII)に属する。その理由

は、オンサガー係数がpに依存する(ノイズがmultiplicativeである)ことと、式(4.1.9)の

エントロビーに、理想気体の項ρ(r)ln{ρ(r)/ρ。}があるからで、あった。そこで、式(4.1.7)

を(ClassII)で近似することはできないだろうか。密度も含む流体力学変数の熱平衡揺ら

ぎは、長波長の極限ではガウス型となる。実は、かなり波長が短い、分子間距離程度の

微視的なスケールにおいても、密度揺らぎはほとんどガウス的であることが知られてい

る [188]。ならば、エントロビーを S回 So-kB Jdk 18PkI2/2NS(k)のように近似しても
よさそうなものである。しかしそれは許されない。このガウス近似を行って、式(4.1.11)

で、。;?Mk，， =0とし、式(4.1.7)を(ClassII)に属するとみなして、素直に式(4.3.9)を
書き下すと、
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(4.3.10) 

Do {dq J k . q . k. (k-q) l 
M'(k， t) =ート-{一一+~~II~:~ _~~ > F(q， t)F(lk -ql， t) 

2ρo } (27r)3 1 S(q) . S(lk -ql) r 

である。これと本来のMCT方程式である式(2.6)を見比べると、 2つの大きな相違点があ

る。一つは、式(4.3.10)の最後のF(k，t)の項に時間微分がない点、もう一つは、式(4.3.11)

におけるヴァーテクス関数の形である。前者は、 overdampしてしまった方程式を出発点

としている場合に常についてまわる、記憶関数の過少見積りの問題である。これは、変数

(4.3.11) 

として運動量も考慮、に入れて、 underdampの方程式から出発するか、あるいは射影演算

子法を用いる場合であれば、既約射影演算子 [189]を導入することにより避けることがで

きる。後者の問題は深刻である。パーテクス関数は粒子の2体衝突を実効相互作用 c(k)で

表現したものであるが、式(4.3.11)では、 c(k)の代わりに -1/ρoS(k)= c(k) -1/ρ。が現

れている。すると、パーテクスが短波長の極限でもゼ、ロにならないために、式(4.3.11)の

波数積分は紫外発散してしまう。これは、密度揺らぎの高次の項を正しく取り入れなかっ

口
δハ可U

円
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たことが原因である。以上のような問題は、長波長の揺らぎが重要である、通常の臨界現

象で、は現れなかったものである。微視的な長さをまともに扱わなくてはいけないガラス転

移ならではの微妙で重要な問題であり、注意深い理論の取り扱いが必要である。

最後に、式(4.1.7)に対して、 FDTを満たしていないMCTである式(4.2.19)を、 C(t)

とG(t)を連立させたままで書き下しておこう。式 (4.1.10)-(4.1.11)を、式 (4.2.19)に代

入すると、

θF(k， t) Dok2 nl1 .¥， rt 
一一一=一一~;.\ F(州)十/ dt' ~G(仰 -t')F(k， t') S(k) -，..，"， ' J-∞ 

十んt'~c(丸山)G(k，-t') 
θG(k， t) Dok2 "'11 ，¥， rt 
一一一=一一~;-\ G(仰)+ / dt' ~G(k ， t -t')G(k， t') 
θt S(k) ん

を得る。記憶関数は

? r dq 
~G(k， t) =ρoD~ /.一一一九(q，p)G(q， t)F(p， t)V_q(p， k) 。J(21f)3 
-D5 r虫吉 川 p){k 仰)川十はk戸阿帥州(ωω附附p刈刈削)リμ}同州州G(内ω(ω包q仏υω，t 
o J(い山，“‘リj 
。凸ηきrdq TT2 

~c(k， t) =ずj研九(q，p)F(q， t)伽)

5 l虫 E凡(q，p)G(q， t)F(p， t)k. q OJ(白“/
である。ここで、 p=k-qである。一方、応答関数は、式(4.2.22)から

kBTX川 =Dok2G(k， t)十J.'dt'ω-t')ら(k，t') 
となる O ここで、

L(kj)=D3f1uL(q，p)G(qj)F(p，t)q k 
え UJ (2π)3 

( 4.3.12) 

(4.3.13) 

(4ふ14)

(4.3.15) 

である。

ここで、 FDTの問題に加えて、さらにもう一つ、大きな困難が現れたことがおわかり

だろうか。式(4.3.13)には、相互作用を表すパーテクス関数凡(q，p)を、 1つしか持たな

い記憶関数がいくつか現れている。実際に計算すると明らかなように、これらの記憶関数

の波数積分は、紫外発散してしまう。よしんば、 FDTの問題をクリアしてMCTが場の理

論に載ったとしても、プロパゲータを消去する前の記憶関数が発散していては話にならな

い。プロパゲータと相関関数を同等に扱わなくてはならない非平衡状態に、 MCTを応用

する場合に、この問題は致命的である。この紫外発散の問題は、 MSR法とは何の関わり

もない。その原因は出発点の方程式である、式 (2.1.16)にまで遡らなくてはならない。こ

の方程式の非線形項である相互作用項を、 ρ(r)=玄i8(r -R)を用いて書き下すと、

品 N

ρ( r ) V' I dr' v (1 r -r'l)ρ(r')α 乞V'v(IR-Rjl) (4.3.16) 

ハ叶
U
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となる。ここで和は全ての粒子のぺアに対して取っているが、これは正確ではない。粒子

は自分自身と相互作用できなし、から、 i=jの場合を除外しなくてはならないのである。こ

れをしなくても、相互作用項はv(O)= ∞となるから、 ~=J の場合は自動的に除外され、

通常は気にしなくてもよい。しかし、今のように、 v(r)を-kBTc(r)で近似した場合は話

が変わってくる。 c(r)はγ=0でも有限であるから i=jを除外しないと、相互作用を二

重に数え上げてしまうことになるのである。上記の記憶関数の紫外発散は、この二重数え

上げが原因である。これを矯正するには、注目している粒子の密度と、その他全ての粒子

を別々に扱わなくてはならない [190]0より正確に書くと、全体の密度場の代わりに、 1つ

の粒子の密度場を向(r)= 8(r -R)で導入し、それに対する非線形ランジュバン方程式、

θPi (r， t) J r-7 . ¥ . ¥ r-7 ( 1 ， ，¥ ~ ， 1'. ¥ 1 寸~， (，) = Do V . ~ V Pi (r， t)一向(r，t)Vμr'c(r -r')乞'pj(r'，t) ~十点(r， t) (4.3.17) 

から出発すればよい。ダッシュをつけた和は、 ~=J を除くことを意味している。この方

程式に対して MSRの手続きを施すと、自己中間散乱関数九(k，t) = (8向，k(t)8P:'k(0))と、

dis七incも相関関数ん(k，t) = V-1(8pi，k(t)8pj，k(0)) (iヂj)の2種類の相関関数が必要にな
る。当然、それに対応したプロパゲータも 2種類必要となる。この 2つの相関関数を、最

後にF(k，t) =凡(k，t) +ρoFd(k， t)と足し合わせると、我々が計算したい密度全体の相関

関数が得られる。また、相互作用を正しく数え上げているので、記憶関数の紫外発散の問

題は解決される。

4.4 Biroliらの方法と金一JlI崎による改善

我々が前節で述べた困難についての論文を発表した頃 [182]、Biroliらはエレガントな方

法で、この困難を克服するアイデアを思いついた [183]0 これは時間反転対称性を巧みに

用いたもので、熱平衡状態において、ダイアグラム展開の各段階でFDTの成立を保証す

るように、 MSR法を一般化したものである。その方法をここで紹介する。まず、時間反

転対称性から FDTが導出されることを見るために、簡単な 1変数の非線形ランジュバン

方程式、

土ニ-Vv(x)+ f(t) (4ι1) 

を考えよう。 ν(x)は相互作用項、 f(t)はランダムカでadditiveなノイズとする。これに対

する作用積分は、

S[X] = Jdt [ー i;{土十Vv(x)}+ kBTi; (4.4.2) 

である。彼らは、作用積分が、以下のような時間反転対称操作に対して不変であることに

注目した。 ド(-t)=時)
δx(t) 

企(-t)=企(t)-1古つア
I);B.l U~ 
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これと時間並進対称性を組み合わせると、ただちに

1δ ， 
(x(t)x(t')) = (x(t')x(t))一一一一(x(t)x(t'))

kBTθt 
( 4.4.4) 

を得る。 t>ずであれば、因果律よりい(t')x(t))= 0である。 (x(t)企(t'))は今の場合応答

関数であるから、式(4.4.4)は FDTに他ならない。

この議論を、式 (4.1.1)で与えられる非線形ランジュバン方程式に一般化することがで

きる。時間反転に対して、補助場が以下のような性質を持っとすれば、式 (4.2.4)で定義

される作用積分は不変である。

83 
企(-t)=イ (t)一一一

8x(t) 
( 4.4.5) 

この式から FDT、

1θ1  
一一一C(1-f)=-(仰)九(t')K，αj(X(t'))) 
kBTθt -，- T 

( 4.4.6) 

がただちに導かれる。 MSRにおいてFDTが保存しないのは、式(4.4.5)の最後の項が、 z

の非線形関数であることが原因であることに気がついた彼らは、新しい変数として

。(t)=三三
8x(t) 

を導入した。この 0を用いて、経路確率分布関数を

巾ム}]= r V8 8 ( 8一三三)P[{x，x}] 
j ¥ 8x(t)ノ

三 JVψ。叫[Snew[{X， x， 8， O}]] 
と書き換えると、自然に新しい作用積分

1_ 83¥ 
Snew [ { x， x， 8， 8}] == 8・(8一一一卜土・土十念 .L(x)・θ+kB金.L(x)・念 (4.4.9) 

一¥ 8x(t)} 

(4.4.7) 

(4.4.8) 

が導入される。この新しい変数 {x，色8，8}で定義される作用積分は、以下の時間反転対

称操作に対して不変である。

じ(-t)=一(t)+ 8(t) 
θx(t) 

8( -t) = 8(t)十一一
θt 

この新しい時間反転操作は、線形変換になっていることに注意してほしい。さらに応答関

数は、新しい変数を用いると、

(4.4.10) 

χ(t)α (x(t)8(0)) (4.4.11) 

と書けることもただちにわかる。応答関数が単純な2体相関関数として書けるのである!つ

まりダイアグラム展開の各段階で非線形項の干渉に邪魔されることなく、 FDTを保存す

るような展開が可能となるのである。しかし、このアイデアをもとに具体的な計算を実行

可
l
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すると、たちまち困難に直面する。 1ノレーフ。までの近似で得られた、 4つの変数{x，x，O，O}
から成る MCT方程式において、密度がゼロの極限、つまり相互作用のない極限を取って

も、記憶関数がゼ、ロにならないのである。

この問題に気がついたのが、 Kimと川崎である [184]0問題の所在は、式(4.4.7)で表さ

れる Oの定義にある。この式で、 8S/8x=αx + bx2 +・・・のように展開すると、最初の
項αzは、理想気体であっても生き残る筈の線形項を含んでいる。エントロビー中に含ま

れる、相互作用に無関係な項までも、非線形項の 1部として残してしまったことが、上の

問題を引き起こしていたのである。この線形項は、 MSRの手法では、何ら害にならない

ものであるから、わざわざ変数Oの定義の中に残しておく必要はない。そこで、彼らは式

(4.4.7)を、 8S'/8広三 8S/8x一 αzと置き換えて、改めて

8S' 
O(t) =一一一
8x(t) 

(4.4.12) 

を定義した。これにより以上の問題は解決する。この方法と MSR法を組み合わせること

により、彼らはFDTと矛盾しない、相関関数と応答関数に対する MCT方程式を導出し

た。彼らが最終的に得た、相関関数のみで閉じた方程式は、

担日=一区 {F(k，tわ)汁十fムhνピパ|μμMが附(ο叩l)(k，t伏kれt一t'う')8F S沢(kめ)l ~ \， v，ん r'~ ¥'V， θ臼t' ¥'V， v v I~ ¥'V' V I J J 
(4.4.13) 

である。ここで現れた 2つの記憶関数は、それぞれ

M附州川川)(恥)(k，t伏仰ルk幻t
2po J (21πr)3 
Do r da 

M(勾(k，t) = ~O ト1M(q， k-q) 十川(qぅ k-q)} F(lk -ql， t)F(q， t) 
2po J (2π)3 

(4ι14) 

で与えられる。式(4.4.13)は、我々が知っている MCT方程式(式(2.6))と微妙に異って

いる。式(4.4.13)には、式(4.4.14)で定義される 2つの記憶関数が登場する上に、パーテ

クス関数の表現も異なる。ところが、もし式(4.4.13)の第2項の記憶項に現れる、 F(k，t) 

S(k)θF(k， t) 
F(k， t)勾一一一一一一一

Dok2 θt 
(4.4.15) 

のように、最低次の近似式で置き換えると、 2つの記憶関数に現れる、ぬ(q，k-q)の線形

項が打ち消しあい、式(2.6)と一致することがわかる。しかし、このような近似は、 FDT

との整合性を失うことになるので許されない。

この微妙な違いは、前節でも既に議論したとおり、 overdamp極限の方程式である、式

(2.1.16)を出発点としたことが主な理由であると思われる。 overdamp方程式に対して、場

の理論を適用すると、常に記憶関数を過少に見積もってしまうのである。これを避けるた

めには、運動量と密度の両方を考慮、して、 underdampの方程式を出発点としなければな

らない。 underdampの方程式から MCT方程式が得られたら、最後にoverdampの極限を

円
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取り、さらに密度と運動量の混合モードや運動量モードを無視すれば、式(2.6)に完全に

一致する方程式が得られるものと予想される。また運動量モードなどを無視しなければ、

これまでの理論 [181]の欠陥を補った、 MCTの「完全版」となるだろう。これは推測であ

るが、自己中間散乱関数凡(k，t)や拡散係数に対して、このような解析を行えば、式(2.7)

のSj凸grenの公式のような結果が得られるのではないだろうか。

熱平衡状態のMCTについては、ゴールにかなり近いところまで来た。しかし前節の最

後に述べたような問題が、ここでも残っているように思われる。つまり、 FDTを用いて

応答関数を消去する前の、全ての変数に対して連立したMCT方程式に現れる、何種類か

の記憶関数は、式(4.3.13)に現れたようなタイプの紫外発散の問題を苧んでいると思われ

る。しかし、この問題も、式(4.3.17)で千子ったように、 F(k，t)を凡(k，t)とFd(k，t)に分

けて考えることにより解決できるであろう。

5 おわりに

以上、ガラス転移理論における MCTの成功と欠点、そして最近のMCTの発展につい

て議論した。ガラス転移における MCTは、時代遅れで手垢にまみれた古い理論ではなく、

欠点を多く含みながらも、現在もなお目覚しく進展していることがわかっていただけたこ

とと思う。川崎が指摘したように、「現在のガラスの MCTは未だ赤ん坊である。しかし

大きな可能性を秘めた赤ん坊であるJと言えよう [50]。氏は同時に、「もしガラスの最終

的な理論が将来仮に作られる事があるとすれば、恐らくそれは現在のMCTと似ても似つ

かぬ形のものになろう j と書かれている。同感である。 MCTはガラスの平均場理論と呼

ばれているが、臨界現象における平均場理論のような役割を、 MCTが果たすとは思えな

い。 MCT臨界点よりも低温側では、明らかにMCTやその改善だけでは捉えることので

きない、ダイナミクスのクロスオーバーがあると思われるからである。しかし、低温領域

では、実験を説明することができ、かっ第一原理理論と呼べるような理論は絶無である。

どのような新理論が今後発展するにしても 実験による厳しい検証をクリアしなくてはな

らない。決して楽観的な状況ではないが、 MCTの成功は、ガラス転移の理解に向けての

出発点としては悪くないことを証明しているように思われる。

ここで取り上げた内容や文献は、筆者の主観に著しく偏っていることをとりわけ強調し

たい。ガラス転移研究は膨大な蓄積がある分野であり、浅学の筆者が、それらを遺漏なく

取り上げることはもとより不可能である。本稿で目指したことは、文献で取り kげられる

ことの少ないMCTの限界や問題点を中心に、既発表・未発表を問わずに、なるべく詳細

に書くことで、あった。そのため、重要であるにも関わらず取り上げなかった研究も多い。

それらは原論文や教科書で、補っていただきたい。
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付録 A 式(2.1.16)の導出

コロイド分散系の密度場が従う、 overdamp極限での方程式である式(2.1.16)は、一種の

fiuctuating hydrodynamics方程式である。いくつもの導出方法があるだろうが、ここでは

確率変数の変更の標準的な方法を紹介する [68，72]0出発点は、コロイド粒子の位置座標

に対するランジュバン方程式(式 (2.1.15))である。これに対応した、コロイド粒子の確率

過程を記述する分布関数 P(N)(Rl，...，RN， t)三 p(N)({RU， t)を考える。 p(N)({R}， t) 

が従う Smoluchovski方程式は、

側 N)({民}， t) ずDoijL+土也~p(N)({氏}，t) 
訂 θRlθR. kBTθRJ 

= ON( {R} )p(N)( {R}， t) 

(A.l) 

である。ここで、 UN=乞与戸(1民-Rjl)/2は全ポテンシヤルエネルギー、 ON({民})は

Smoluchovski演算子である。我々の目標は、この分布関数を以下の式で定義される、密度

場に対する分布関数に翻訳しなおして、密度場に対する Smoluchovski方程式を導出する

こと、そしてそれに対応したランジュバン方程式を導くことである。

P(p， t) =戸Rl 戸RN8[p-t]P仰)(仇ル (8川 (A.2)

ここで8[...]はデルタ汎関数、戸(r，t)は式(1.1.2)で定義した密度場である。 P(p，t)の時

間微分を取ると、
δP(ρ，t) /ム¥
一万;)VJ= ，Oiv({民})8[ρ-TJ) (A.3) 

を得る o O~({R}) は ON({R}) の共役演算子である。 Smoluchovski 演算子はエルミー

トではなく、

ム ぶ (d 1δUN) θ 
Oiv({R}) = ) ~Do {一一一一一一一}・一-

2WR4kBTθRJθR 

となる。式 (A.3)を実際に計算すると、一階微分は

J --l.' -¥ - --. J J 8ρ(r) 

となる。これをもう一度微分すると、

fl2 r r J: 

乞会6い-TJ-片山rf U {マr仲)¥7r8(r -r')}仰 -TJ
z ま J--J --8p(r)8ρ(r') 

となる。同様に、式 (A.3)でポテンシヤルを含む項は

2誌をlρ-t]=介お{¥7rバr)¥7r割}8[ρ-t] 
となる。ここで、相互作用エネルギーを

(Aめ

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

問[ρI=j介戸r'v(lr -r'l) {ρ(r)ρ(r') -8(rーピ)ρ(r)} 仏
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で定義した。式(A.3)と(A.6)-(A.7)を組み合わせると、

。P(ρ，t) t1-- c5 r 1""¥ r72 _ 1 __ ¥， 1 r7 _ '-_ ¥ r7  r 
一一一一=- Idr一一一 IDo ¥7;p(r)十一-_¥7.ρ(r)¥7 Idr' v(lr -r'l)p(r') θt J --c5ρ(r) L-lJ ' r，，-， ' kBT' ，，-，. J 

-kBLp(r)ρ(r') ，L，~_，\ I P(p， t) 
6ρ(r') J 

を得る。ここで、一般化されたオンサガー係数は式(4.1.8)で与えられる。ここで全系の

エントロビー S[p]を、系の熱平衡分布関数九q[ρlを用いて S[ρ]三 kBIn(c5[p -T])cq = 

kBln九q[ρiで定義する。この S[ρ]を用いると、式(A.9)は

θP(p， t) {， {" c5 T ( c5S[ρ] J c5 1 
一一一 μr仲 f一一Lp(r)p(r')~一一 -kB一一~ P(p， t) θt J --J --8ρ( r ) -p ~ r ) p ~ r") l 8ρ(r') .-u c5p(r') J 

と書ける。式(A.I0)に等価なランジュパン方程式は、

θρ(r， t) fL' T 8S[ρ] 
一一一=卜dr'Lp(r)ρ(r')一一ー+ん(t)J -- -p~rJP~r") 8ρ(r') 

である。これは式 (2.1.16)に他ならない。

付録 B 式(3.1.5)の数値解析法

(A.9) 

(A.10) 

(A.ll) 

この付録では、式 (3.1.5)を数値的に解くアルゴリズムを紹介する。式 (3.1.5)は数学的

には、エージング系の MCTとほぼ等価であるため、汎用性が高いと思われる [106]。基

本的な考え方は、Fuchsらが開発した熱平衡状態の MCTの数値積分ルーチンを、 2つの

時間を引数に持つ場合に拡張することである [75]0

まず、新しい変数として、

Q(t， t')三 1-叩)ーかG(い (B.1)

を導入する。 Q(t，t')は FDTからのずれを表す関数である O この新変数を用いると、式

(3.1.5)は以下のように書き換えられる。

θC(t， t') 
8t ー μ(t)C(t，t') + P(t， t') 

(t-1 _ r θC(s， t') r"l.L _¥  8Q作品 l -t，ds|ffo，s)17-f (刊す:'UJ C(s， t') J 
θQ(t， t') 
一一一一 =-1+μ(t)一μ(t)Q(t，t') -P(t， t') 
θt 

(t， rθQ(s，t') ， r"δQ(t，s) (1 /01_ .L'¥11 -1， ds lf' (t， s )""'~ ~:' " J + f" (い)ヲ了{1-Q(ザ)}J 

(B.2) 

ここで、 f(t，t') == f(C(t， t'))、

(t' 1 rθQ(t'ヲs) ，r" δQ(t，s) rlld _J 
P(ザ)= hC(t'， 0)十人 dsI f'(い)寸7 十fOJ)17C(tfJ)| (B3) 
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である。また、 μ(t)= 1 + P(t， t)である。上の式では、温度Tは時間の定義に吸収させ

て、全ての変数が無次元量になるように定義しなおしである。式(B.2)は、 (t，t')で張られ

る2次元空間(ただしt三t')で、グリッドサイズ6の格子に離散化することにより、積分

することができる。まず、式 (B.2)と(B.3)は、以下のような4種類の積分から成ること

に注意しよう。

川 =(tds A(t， s)山川 (tdsA(t， s)山川
ιθs  ，-，-， 1ι+1 ， 
川 dぺL_+I (但B.ι4め) 

I仰(伊例3司叩)(οt，t'ピ')ド=(ρt右}ムsA却(収t川，ん θおS \~，ん

これらの積分で、時間を6の幅にスライスすると、例えばI(叩 =ω，= tj)三点)(i > j) 

民)= ti， θB(s， t 2+ tm， θBωj) 
ぃーんい(い) oJ3十人むA(九s) 。s

十 (t1 θB(叫)
=Ai，mBm，j -Ai，jBj，j + ) ~ I ds A(ti， s) --~~ ~J 

l=rn+l Jtl_l v.:> 

ぶ (t1 1 dA(ti， s) 
一 LL ds ---{;;' -J  B(s， tj) 
l=j+1 v "t-1 

のように書けるo m = [(i -j)/2]は(i-j)/2を超えない最大の整数である。

(B.5) 

ここで近似、

ftf);f  S --~\-J B(s)勾 {A(t2)-A(td} x一Ids B(s) 

を用いる。この式は 0(<52)の精度で正しい [75]。これから、式(B.5)は

(B.6) 

り=Ai，mBm，j-Ai，jBj，j +玄 (Bl，j-Bl-ωdAZ)-乞 (Az，t-AzJ-1)dBC)
l=m+l l=j+1 

(B.7) 

-
内

J

a
T
I
U
 
S
 
A
 
S
 

、

J
U

で

む

一

ご

f
l内

こ

1
一6

0

=

 

る

川

，
J

き

A
Z

で

d

4μ ル」ノ
¥
書ル」

叫トザ dsA(仰) (B.8) 

は、それぞれ、格子点聞を結ぶボンドの、縦方向と横方向の積分である(図B.lの、格子

の細し、線)。これらの積分をボンド積分と呼ぶことにしよう。同様な方法で、他の積分の近

似式も求めることができる。このような離散化と近似を行うと、時刻 t= tiにおける量に

対して、式 (B.2)は、

Vi = Mi . Fi(Vi) + Ni (B.9) 

のような連立非線型方程式となる。ここで、 Vi= (Ci，O，'・.，Ci，i，Qゅう・・.，Qi，i)、Fi(Vi)

= (f'(Ci，O)γ--JF(Cm)、f"(Ci，o)γ・・ ，fぺCi，i))は、 (2i+ 2)次元ベクトルである。行列
MiとベクトルNiは、抵抗係数μ(tj)=μjと過去 (tj< ti)における物理量 (Vj，Fj)、そ
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してボンド積分 Wω = (d可;)，dcj;)，dQr，dQU，43)343)，45h)，45u))(j<i)
の関数である。式(B.9)は、以下の手続きを解が収束するまで反復することにより、解く

(c) 

ノ，..
..・-..，一...
t' 

• 
(b) 

.・
53233 

，.......・‘tーt 

ことができる。

(a) 

t 

(e) 
，。
00  

~---<l>…。

。<!>~・
O-oe・】'
。00・・・
000  • • .. • 
。o<i> o.  ••• 

t' 

回

(d) 

-
'? 
"--，， 
，・ e・1
/0・・i 。(l>..-.

(1)0。。00。

t' 

• 
t 

図 B.l:本アルゴリズムの基本的な考え方のスケッチ。 t>t'を満たす領域における格子点上の物理量を、短
時間側から逐次計算する手)1頃を描いた。塗りつぶされた点は、新しく計算される物理量を表す。白抜きの点

は、新しい点を計算するためのインプットとして動員される、既に計算が終了した物理量を表す。

t 

(1)まず、 Ntd<<1となるように、グリッド幅6を十分小さく取っておく。 t:SNtd/2に

対して、式(B.2)を時間で級数展開することにより、厳密なVi、Fi、Wu(0三j:S

t三Nt/2)のセットを用意しておく。これが初期値のセット、いわば第ゼロ世代の解

である。以下に続く計算は、 この既知のセットを「種Jとして使用する。(図B.l(a)

、、‘，，，、‘，，F'b 
，，z
・‘、と

(2) i = Nt/ 2 + 1と、 tと値が近いがj< iを満たすようなjに対しては、前の世代で既
に計算が済んでいる値をそのまま使用する。 これはい -j)d << 1を満たすような短

時間でのダイナミクスは、エージングや外場の影響を受けにくいことが予想される

より正確には、 Nshort<< Nt/2であるような整数 Nshortを適当に定義

しておき、 t一N込Vsh油h凶1

{値直を害割リり当てる o (図B.l(d))

からである。

(3) i = Nt/2 + 1とo::; j < i -Nshortに対しては、式(B.9)をセルフコンシステントに、
反復法で解く。反復法の手順は以下の通りである。まず、試験値として、 Vi= Vi-1 

ウ
iハU

門

i
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を選んだ上で、ボンド積分を

(4=1~叫叫一」一1] 12 

dAjげブ = 三(←一Aiω，j川j
J 12 

、、，，，，nu 

唱
E
AB
 

'
'
E
E

、、

により計算する。式(B.9)における反復法の各段階で、全てのボンド積分dAケ)や、

島LNは式(B.10)を用いて更新する。

(4) (2)と(3)の手続きを、 i= Nt/2から i= Ntまで続ける。(図B.1(e))

(5) 0 ~ i ~ Ntの範囲で全ての解が得られたら、格子点を半分に間引きする。これをしな

いと、たちまちメモリ不足となる。間引きのルールは以下の通りである。 V= (C，Q) 

に対しては、

乃はj→ Vi，j 、、，，，，
唱
E
A

咽
E
AB
 

''a・‘、

ボンド積分は、 n訂(dU
~ (dA~~ω?り)円-?+dA(rU)L円坦λ〕→ dA~ωUり) 
2\ .c:~，L.仔J" L.Z，L.J-J. ) 

(B.12) 

時間は、

2d→ 6 (B.13) 

である。(図 B.1(c))

(6)以上、 (2)-(5)の手続きを、望む時間に達するまで繰り返す。

計算に用いたパラメータは、例えば図 3.1(a)の計算では、 t= 1016までの積分を実行す

るために、グリッド数として 1軸当り Nt= 1024とNshort= 32、出発点となる初期のグ

リッド幅として d= 10-10で、あれば十分で、あった。この手法の利点は、精度さえ十分にと

れば、比較的小さなメモリ容量で長時間に渉って、高速に積分ができる点である。
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