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15･モンテカルロによるCAM

東大 理 伊藤仲春 鈴木増雄

モンテカルロ法を使って､大きなクラスターの分子場近似を解 くことを試みる｡

分子場近似 として､Yeiss型のもの とBethe型をモンテカルロ向きに改良 したも

のの2種頬を試みた｡系はイジングモデルである.2次元の場合に､大きなク

ラスターの場合のCAMスケー リングを確祝 した.そして､帯磁率の臨界指数

γを1.79±0.09と評価できた｡

§ 1 はじめに

大自由度系を研究する場合､モンテカルロ法は強力な手段である｡厳軒解が求まっ

ていない場合に､大きな系の振舞を調べ得る信頼性の高い方法である.′

モンテカルロ法 を使 う場合の長所 としてほ､スピンの数が大きい系 (例えば､イジ

ングスピンが-107個 )でも､あらゆる物理量を計井できるということである.しか

し､債に誤差をともなうという矩所がある｡このため､系を調べ･る時には､自分の欲

しい情報が統計誤差に埋れて しまわないように工夫 しなくではならない｡

臨界現象の研究にCAM (1)を使って政界点 と臨界指数 とを計井す る場合に､従来

は､主に解析的手法が使われてきた.ここでは､モンテカルロ法とCAMとを組合せ

る事により､両手法の長所をー生かす方法 を考えたい.

害2 分子場近似

2-1 カノニカル近似について

CAMが横能す る近似列をカノニカル近似とよぶ.それで時､､どういう近似を作っ

たら､カノニカル近似となるのであろうか.この同居をここで許し(議論する事は し

ないが､以下の条件が必要であろう.

①近似を上げていったときに､自由エネルギーFが正 しいものに収束する｡

これは､稀 らぎを正 しく取 りこむ､という事を表わす｡

⑧近似の臨界点が真の臨界点に収束する.

これは､自己無 どう草 条件が正 しい事 を表わす｡

経.敬的には､この 2つの条件が満たされれば十分なようであるが､本当に十分条件

であるかどうかについては､いまだ不明である.
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｢相転移研究の新手法とその応用｣

2-2 計算のためのいくつかの補選

イジングモデルの クラ1スター分子場近似 を考 える｡計算 に必要な量はある物理量 A

の平均値<A>をハ ミル トニアンに 1次式の形で入 っているパ ラメー タ (温度の逆数

や有効場 )で微分 した量である｡これ らの計算 を見通 しよく行な うため に役立つ こと

を以下にまとめ る｡

<補題 1> イジングスピンか らなる系 を考 え､そのハ ミル トニアンをHとする｡Ii
は因子 - βを含む とす る｡Hに含まれ るパ ラメータaを考 え､Aをαによらない演算

子 とす る｡す ると､
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<補題 3> 補選 1を使 うと､A l, -Anがaに依存 しないな らば ､
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が成立つ｡

この補選3を使 う事によ り､<A>の高階の微分 を見通 しよく計算す る事が出来 る｡

使い方の具体例は ､以下 に示す ｡
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2-3 Weiss近似

クラス ター E2の境界のス ピンに､遊んでいるボン ドの数だけ分子場 をかけ､C2の中

心のスピンの期待値 と分子場 とが等 しくな るぺ Lとい う自己無 どう着条件 を科す (2)｡

- βの因子 を含んだハ ミル トニアンは ､

H-KA 十 βhB 十 Kh .EEC

A- ∑ SiSj , B- ∑ S i , C- ∑ ziS l
くi,j〉 iEE2 iら Q
i,jeE2

である｡ 21iは ､境界のス ピンSiか ら出ている遊んでいるポン ドの数 を表わす ｡Kは ､

∫/kTである｡自己無 ど う着条件は ､

< So>-hHl

であ る｡ Soは ､E2の中の一点で ､中心付近 を選ぶ ｡<So>をh-h .Ef- 0の まわ

りで展開す る :

< So> - ∑ aHhih eflj

つL+よく sD>
a H = 膏~h~~i′ah.=~j~ h-heff=0.

臨界点をきめ る式は ､aol- 1とな る｡

また ､自発磁化 m ､帯磁率 xは ､

m=1-aola83
とな る｡よって ､CAM係数は ､

m=

お よび x- a101-aol

た ぉ よぴ x-普 ただ し bニー
これ らを計算す るために ､2-2の補選 3を使 う

この場合は ､

/aH
Qh efI

であ るか ら､例 えば ､

KC お よび ､ 諜 - βB

ao1- 号 築 浮 I h=h… =｡ - ils oKCl 十 臨 IL =h…=｡

-K<SoC> ( <C>h=hHf=0-0より｡ )

ao3= 勺<So>

つaolaK Ⅹ=7(C

h=h . i ,=｡ -K藍 itsoc〕 十 t cS ol t h=h … = ｡

-I(微分 を.繰返す ｡ )- K3､1<白oc3>-3<.SoC><C3> 〉

同様 に して ､容易 に

a10-β<SoB>､b-<SoC>+K くくSLDCA>-<SoC><A> )

と計算で きる｡
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2-4 変形Bethe近似

Bethe近似は､境界の各スピンにかける分子場を区別 し､各スピンが中心のスピン

と等 しくなるよ うに自己無 どう着条件を課す ｡ しか し､この方法では クラスターが大

きくなると必要な相関関数の数が非常に多 くな る｡また､モンテカルロシ ミュレーシ

ョンの結果得 られ る誤差付きのデータをつか うと､結果の誤差が大 きくなる事 も予想

され る｡このため ､Bethe近似の長さを生か してかつ計算の容易な近似法が望 ましい｡

そのために､以下の様な変形Bethe近似を導入 した ｡この方法は､Veiss近似よりも近

似が良いことがわかった｡超有効場近似 (3)による計算にも応用できる｡

クラスター E2の境界のス ピンに､遊んでいるポン ドの数だけ分子場 をかけ､E2の中

心のスピンの期待値 と境界のスピンの期待値の平均値 とが等 しくなるぺ Lとい う自己

無 どう着条件 を科す ｡

- βの因子 を含んだハ ミル トニアンは､

H - K A + P h B +K h .EEC

である｡これは ､2-3と同 じである｡さらに､

D-iat2S i
を導入する｡自己無 どう着粂件は､

<so>- 太 くD>, Nb-# QE2 (QE2のスピンの数 )
である｡ここで､

<D>- ∑ bljh王h.Ffj

biョ-五
っi+i<D>
Qhiつh.ffj

と展開する｡さらに､c H - a jj- b lj とす る｡

臨界点をきめ る式は ､c o1-0となる｡

また ､自発磁化m､帯磁率xは､

m=aol

h=h.ff=0

- li Bi および x- a id- a Oclo7110Co3

となる｡よって ､CAM係数は､

m= a ol
三宝 および x - 一旦 豊 山 ただ し 山 - 一散 lK=Xc

bijは ､a ijの SoをD/Nbで置き換えれば得 られ る｡

§ 3 モンテカルロ

モンテカルロ .アルゴリズムの詳柵はここでは省略す る (4)｡乱数には､トーズワ

ース (250､103)列を20bit並列発生させて用いた ｡乱数の検定のためにー2次元イジン

グモデルの有限系のエネルギーを計算 し,解析的に求めた もの と比較 した｡そ して､

今回のシミュレーシ ョンの精度では十分であろ うと予想 され る結果 を得た (5)｡
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§4 結果

2次元お よび 3次元の場 合 につ いて計算 した ｡ 2次元の結果 を以下 に示す ｡ 3次元

の場合は ､いまだ十分な精度で計算で きて いないので ､ここでは省略す る｡正方格子

を考 え ､ス ピンSDを中心 と して距離がR以 内の格子点か らな るク ラス ター を使 った ｡

臨界点の付近 32点で計算 し､自己無 ど う着方程式 とCAM係数 との溢度依存性 を

最小二乗法で推定 した ｡推 定 した曲線 を使 って ､臨界点 とCAM係数 とを求め た ｡

Weiss近似の結果 を表 1に示す ｡これ らの結 果 を､よ り小 さい●クラス ターの場合 に解

析的に計算 した結果 (2)とともに図 1にプロ ッ トした ｡この図 よ り､両･者が互いに一

致 して お り､ どち らの計算 も-正 しい事がわか る｡Weiss近似の結果 か ら､帯能率 の臨

凍指数 γを評価す ると表 2の棟 にな る｡いずれ もγ-7/4と矛盾 しな い~評価が得 られ

ている｡

変形Bethe近似の結果 を表 3に示す ｡変形 Bethe近似の場合は ､直径 15か ら31までの

結果か ら､γ-1.79±0.09と評価 され た ｡

γの評価 には真 の臨界点 の値 を使 った ｡

§5 まとめ

モ ンテカル ロシ ミュレー シ ョンによ りK cは精度 よく評価で き､またxもまず まず
の精度 で求 まるこ とがわか った ｡一万 ､mを精度 良 く決め るこ とは難 しい｡ しか し､

相 当の ステ ップ を費や して いるので ､分子場近似 とCAMに よる解析 が最適か ど うか

は疑問 である｡分 子場近似 の場合には ､中心 と表面 との相 関関数 しか使わないため ､

収束が患 いためで あ る｡_現在 ､収束の長 い近似法 につ いて研究 中であ る｡

我 々が導入 した変形Bethe近似は ､Weiss近似 よ りも良 い近似 とな っ'ている｡ し･か も､

従来のBethe近似 と比べ て計算が容易であ る ｡SEFTはBethe型の近似にな って いる

が ､この変形Bethe近似 を応用 して有効な近似 を構成す る事がで きるであろ.5｡
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R K, 75 ,i MCS

5 ･0.32320 1.43P.9 0.13025 (1×104,1.6×10bl)
こ士0.00021 土0ー0061 土0.00012

ll 0,37546 1_519 0.2479 (1x104,8.×105)
lj=0.00026 土0.028 土0.0012

て土0.00019 土0.042 土0.0014

土0.00014 土0.054 土0.0027

31 0.41117 1ー760 0.4792 く1×10㌔3×106)
-土0.00012 土0.087 ･土0,0070

41 0..4170 1.64. 0..565.- -.-..(1×105,3.-.丈106)

土0.0002; 土0.10 ･..土0.013

61 0.4211 p1,79.. ･J--Oさ646 (1×105;3~.6x.106)
土0.0002 士0,12 土0.015

61 0.423.5 ･1.74 0.718 (1×105,3.6×106)

表 1 正方格子イジングモデルのWeiss近似の結果 ｡MCSは､モ ンテカル ロのステ

･yア数 を表わす ｡ (N,M)は ､初期条件か らNステ ップ を空回 しして ､続 くMステ
ップを計測に使 った事を表わす ｡

〟. 21.}61■ _1.786-j=0.024

〟 31(.61 1.713~･主0.061

.T 21--61 1.730士0.023

七山 .打 21-61 1.-71士0.06

表 2 Weiss近似の結果か ら評価 した

臨界指数 γの値 ｡K-∫/kTである.
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図 1 Weiss近似によるxのプロ ット.
解析的な結果 (2)も示す ｡

R Kc m ,Y
3 0.34657 1.63280 0.173287

6 0.37102 1.798 0.24164
土0.00082 土0.014 土0.00078

土0.00037 土0.048 土0.0034

16 ･0.41227. 2.390 0.6694
土0.00035 土0.038 土0.0060

●21 0.41974 2.78 0.7252

主0.00026 土0.16 ±0.0089 .
31 0.42612 3.057 0.919

41 0,4286 3.25
土0.0001p 土0.12

51 0.4310 3.28
土0.0001 土0.96

61 0.4317 3.79
土0.0001 土0.14.

表 3 正方格子 イ ジングモデルの変･形

Bethe近似の結果 ｡
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