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Introduction 

これはおもに [6]の結果のアナウンスである。ヒルベルト空間の任意の元が完全正規直

交系に関して直交展開されることや， 2元の直交展開の係数でそれら 2元の差のノルムを

表せることは関数解析における最も基礎的な事項のひとつである。

実ヒルベルト空間の開球がなす Mobiusgyrovector spaceの任意の元が完全正規直交

系に関して直交ジャイロ展開されること，その具体的な手続きが知られている ([5]を参

照）。ここでは， 2元の直交ジャイロ展開の係数でそれら 2元の Mobiusの差のノルムを

表すことについて述べる。

2つの元の直交ジャイロ展開の係数で Mobiusの差のノルムを表す問題

Gyrogroupや一般の reali皿erproduct gyrovector spaceの定義などについては

Ungar[4]を参照していただきたい。 Mobiusgyrovector spaceとその最小限の事項を思

い出そう。 Vを実内積空間とし，原点を中心とする半径sの開球{aEV:llall<s}を

］と表す。

定義．［4,Definition 3.40, Definition 6.83] Mobiusの和国4とMobiusのスカラー倍RM
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は

a①Mb= 
(1 +品a•b+ ぶ ||bll2) a+ (l-~llall2) b 

1+釦a・b+ ~llall2llbll2 

r @Ma= stanh (rtanh―1 ~) ~ (if a#  O), r@M O = 0 
によって，任意の a,bE Vs,r E賊に対して定義される。

同じ記号を用いるが，（上記とは別の）和①Mとスカラー倍RMが

a+b 
a諏 b=

1十壼ab

r知 a= s tanh (r tanh―1り
によって，任意の a,bE (-s,s),r E罠に対して定義される。 V＝民の場合，これらとベ

クトルに対するものは一致する。

①M,RMをそれぞれ叩，忍と書く。

dimV  2: 2ならば， Mobiusの演算は一般に可換でも結合的でも分配的でもない：

a国 bヂbEBs a 

a叩 (b①sc)-f-(a国 b)叫 c

T ⑭s(a国 b)ヂ(r⑭sa)叫 (rR8 b) 

t(a EBs b) -f-(ta)①s (tb) 

(a 年 b)•c-f-(a•c) 印2 (b•c) 

次の命題は，線型解析の結果がジャイロ線型解析の対応物から復元され得ることを示唆し

ている。

命題．［4,after Remark 3.41], [3, p.1054] 

a広 b→a+b (s→oo) 

rR8 a→ra (s→oo) 

が任意の a,bEV, r E恥に対して成り宣つ。

定義．［4,Definition 2.7, (2.1), (6.286), (6.293)]年に関する aの逆元はベクトルの和＋

に関する逆元ーaであることに注意しておく。通常のベクトル空間のように記号

aへb=a叩 (-b)
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を用いる。さらに， Mobiusgyrodistance function如と Poincaredistance functionま

たはMobiusmetric加が

如 (a,b)= llb8s all, 加 (a,b) = tanh― 
1心(a,b) 

s 

によって定義される。

Ungarはジャイロ群や実内積ジャイロベクトル空間についてのいろいろな結果の中で

次の定理を示した。

定理．［4,(6.294)]三角不等式

hM(a, c) :S hM(a, b) + hM(b, c), 

が任意の a,b, CE  Vsに対して成り立ち，（Vs,hM)は距離空間である。 Vが実ヒルベルト

空間ならば (Vs,hM)は距離空間として完備である。

次の公式は定義からの容易な帰結である。これによって， s=lのMobiusgyrovector 

spaceに対して得られた結果の多くが一般の s>Oに対する結果に容易に拡張される。

補題． s>Oとする。

llall2 + 2a•b + llbll2 
(i) I la叩 bll2= 

1+伍・b+吉||all2llbll2
a_ b a国 b
(ii)―印ー＝
s s s 
a r⑳sa 

(iii) r釘ー＝
s s 

が任意の a,b E Vs, r E罠に対して成り立つ。

直交条件がMobiusgyrovector spaceにおける結合性を許すことは重要である。

定理．［4,(3.147),(3.148)]もし al_ Cかつ bl_Cならば，

a①s (b叫 c)= (a国 b)叩 C

が成り立つ。

定理．［4,Theorem 8.33]もし {a1,・・・, an} CV8が直交系ならば，

lla1 国・・•国 anll2 = lla1ll2応 2...印 2llanl|乞
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定義．［5,Definition 32] { an}nをVs内の列とする。 Mobiusの和に関する級数

(((a1①sa叫①sa3) EBs • • • EBs an)叩・・・

が収束するとは，ある元 XEVsが存在して hM(X,Xn)→0(n→oo)が成り立つこと
である。ここで｛叫｝nはX1= a1および叫＝ Xn-1EBs anによって帰納的に定義され

る列である。このとき，級数は xに収束するといい，

X = (((a1①s a2)①s a3) ロ・・ •CDs an) CDs • • • 

と表す。さらにもし列 {an}nが直交系であるならば，

00 

X=ど④san
n=l 

と表す。直交性によってカッコの記載を必要としないことに注意する。実数の開区間

(-s, s)での①S に関する級数についても同様に定義する。

ヒルベルト空間の任意の元が完全正規直交系に関して直交展開されるように， Vが実ヒ

ルベルト空間ならば， Mobiusgyrovector space Vsの任意の元は完全正規直交系に関し

て直交ジャイロ展開される。その具体的な手続きも知られているがここでは省略する。

定理．［5,Theorem 35] { en}~=1 を V の完全正規直交列とする。任意の XE Vsは

00 

X =L年。nen
n=l 

と直交ジャイロ展開される。係数列 {an}~=1 は具体的な手続きで計算することができる。

{en}を実ヒルベルト空間の完全正規直交列とし，

00 00 

X=どx匹 n, y=ど虹n
n=l n=l 

を2元の通常の直交展開とすれば，いうまでもなく

x-y＝立砂一珈）en
n=l 

であり，差のノルム llx-yll（の 2乗）はそれぞれの直交展開係数列 {xn},{Yn}によっ

て，きわめて単純明快に書き下すことができる：

llx -yll2 =喜n-yn)乞 (1) 
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そうすると，次を問題とすることはとても自然だろう。

問題．［6]{en}を実ヒルベルト空間Vの完全正規直交列とする。 x,yE Vsに対して

CX) 

X =  L①"anen, 
n=l 

00 

y= I:①s如en
n=l 

を2元の直交ジャイロ展開とする。 Mobiusの差のノルム llx□YII（の 2乗）をそれぞ
れの直交ジャイロ展開係数列{an}, {bn}を用いて表せ。

ある直交条件を課した 4つの元に関するノルム等式

s = 1の場合を述べる。一般の s> 0に拡張することは容易である。①1よ打を単にそ

れぞれ〶， e と書く。

前セクションで述べた問題に現れるジャイロ級数の有限部分和を考える：

Xn＝の_e18• • ・① anen 

糾＝ b1e1⑤・・・①如en

このとき

llxn+l 8 Yn+ill2 = ll(xn①an+1en+1) 8 (Yn① bn+l en+l) I 12 (2) 

であるが，一般には結合法則が成り立たないため次へ等式でつなぐことができない：

ll(xn 8 Yn) 〶 (an+l鉛＋1 8 bn+len+l)||乞

もしこれが可能だったとすれば問題は通常の直交展開のように自明的に解決しただろう。

「ベクトルとして等しくないというだけでノルムは等しい，あるいは相応に役立つ不等式

が成り立つのではないか？」という期待があってもおかしくはないが，実はそうでないこ

とが分かる ([6]参照）。（2)の右辺について

a=  Xn b = an+len+l, C = -yn, d=  -bn+i鉛＋1

とおくと

ll(a④ b) EB (c 〶 d)ll2

調べることになる。

を a上b, a上d, b上c, C上d の条件下で
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定理．［6,Theorem 3.2] a, b, c, d E聞が直交条件

al_ b, al_ d, bl_ c, cl_ d 

を満たすと仮定する。このとき次の等式が成り立つ：

ある回答

Ila 〶 cll2 〶 ||b 〶 dll2 e ll(a EB b) EB (c 〶 d)ll2

＝ 

4b•d 
1+2b·d~·lla ⑤ cl 12 (3) 

(l+llbll2)(l+lldll2) II_= _112 
1 + llb EB dll2 +~·Ila〶 ell

1+2b・d+llb||り|dll2

Mobius gyrovector spaceは実ヒルベルト空間より面倒な空間なので（1)のような 1行

の等式におさまる単純明快な関係を期待することは難しい。それは，通常の直交展開の係

数がXn= x•en であったことに対して，［5] で確立された直交ジャイロ展開の係数を求め

ることが 1行の公式ではなく手続きであったことから当然といえるかもしれない。

そして今回の問題についても，求める値に収束する具体的な手続きであれば示すことが

できる。それはMobiusの演算に関する第n+l部分和の差のノルムを第n部分和の差の

ノルムおよびn+l番目の直交ジャイロ展開係数によって表すことに帰着される。

定義

En+l = 
4an+1bn+l • llxn 8 Ynll2 

(1 -an+1bn+1)2 + (an+l -bn+1)2 + (1 + a~+1)(l + b~+1) • 11:z石i8 Ynll2・

｛伽｝，｛如｝を知っていればこの量は順次計算できる，という性質のものである。

次の定理は公式 (3)から導かれる。

定理．［6,Theorem 4.2] 

||叫+1oyn+1||2=||Xnoy」|2①いニ―+1b;n++]) ①En+l・

この定理によって， Mobiusの演算に関する第n+l部分和の差のノルムを第n部分和の

差のノルムおよびn+l番目の直交ジャイロ展開係数によって求めることができ，いうま

でもなく

llxn8Y』→ ||xeyll (n→ oo) 

なので，原理的には値 llxeyllをいくらでも近くまで求めることができる。
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