
f2展 開 の一 つ の証 明

京大理 伊 藤 秀 美

§1 序

開いた系の性質はその系の確率分布の運動を記述する方程式,具体的にはたとえばマ

スター方程式なるもので調べることが通常なされる｡ この方程式自体は昔,anHovel)が

いわゆるweakcouplinglimit(系と外界の結合定数 右 時間 tとした時,スケールした

時間 T-}2tで丁を固定, i- Oとした極限 )で導びいた｡最近では Davies,Pul82)ら

がその基礎づけを行なっている｡

さてこのマスター方程式が(物理的には系が一様であるという仮定のもとに)特に簡

単な形をとるとき,(簡単のため一次元,定常 )

∂

五PB(x･t)-BE:drt-(x-er,r)pG (x-er,tト W(x,r)pB(x,t))
(1)

(32は系の大きさをあらわすパラメタ, 8-1/B, .Tは intensivevariable)

9--の極限で平均値 γ(i)に対しては

y(t)-Cl(y(I)), (2)

ゆらぎC-J訂 (x-γ(i))に対しては

浅 監 (C･t,-ト 音 cl'.'(y(t))C 十諸 C2(y(t)),Pw(I,t) (3)

が成 り立っ｡ここで

C三n)(y )-意 ∫drrkw(y,r)･ (4)

この事実は最初 vanKampen3),後にKuboetal.4)が指摘した｡

しかしながら両者のニュアンスには少しく違いがあるように思われるのでこのことを,

少 し脱線 して量子力学と古典力学との対応を例に引いて,まず示そう｡
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量子力学で ん- 0とすると古典力学に移行することは量子力学の教科書に書いてあるO

通常は波動画数両 こ対して

g-aeis/h

とおいてSchr6dinger方程式にぶちこんで, hのべキに展開整理してHamilton-Jacobiの

式が出て-という具合になっている｡ これはどちらかというと波動函数自身を大切にす

る立場である(立場Aと呼ぼう)｡さて今一つの立場があって波動函数の形 (有限時間

後の)はそれほど問題にしないが,オブザーバブルの期待値自身が h- 0の極限で古典

力学の結論に移行することを重んじる立場 (立場Bと呼ぶ )である｡Bの方が具体的と

云えよう:)Aの方は観測量とむすびつけようとするとSaddlepointme仇od的な考えに

なり,基礎づけに際してその辺がややあいまいになるうらみがある｡Aの基礎づけはた

とえばマスロフ6)に書いてあり,Bについて最初にはっきり述べて証明を与えたのは

Hepp7)のようであるo

さてここで話をマスター方程式 (1)にもどす.hと6-1/Bが対応していることは明

らかで,量子力学との違いは群か半群かという点にあるのみである｡Kuboetal.の立場

はP=e32¢とおくからAの立場であり,この立場に立って基礎づけを試みたのがsuzuki8)

である.一方 vanKampenやTomitaグ′レ-プ9)による応用例では,平均値,分散などを

そのままあつかうのでBの立場といえる｡ そこでこの小論では立場Bからの基礎づけを

行 うことにする｡§2が定理と議論 §3が証明｡

なおこの定理の事実はHeppの講義ノー ト10)に証明抜きでふれてある(条件の詳細不

明)ことをことわっておく｡

§2 定理 と議論

<定 理>

初期条件として(yeRl)

p12(x,0)-√首 p(√訂(x-y)) (5)

*)因みにSchiffの教科書5)では ｢-適当な極限移行によっていかなる計算結果も古典的記述と-

致することを要請する｡この要請は,Bohrの対応原理を表わしている-･｣(下線部筆者 )

-264-



0展開の一つの証明

〟(x)≧o Jp(Ⅹ)dx-1

ここで

(6)

方程式 (2)と(3)の解 γ(S),監 (I,S) (初期条件 y(0)-γ,ち (I,0)-p(I)と

する｡ 積分核Wについてはある連続函数 9(r)が存在して

骨 W(y･r,I≦g(r) ∫lrlig(r)dr<-
(7)

0≦i≦9 , 0≦j≦3

を満たすものとする｡さらに (0≦ ∫く ま )

Jd畔 品 pm(I,S‖<- o≦k,e≦ 3

を仮定する｡ このとき任意の有界で連続な函数Jに対 して

[豊 JdxPB (x,t)f(x)-f(y(t))

limJdxPB(x,t)f(JF(x-y(t))-JdC‰ (I,t)f(I)
閥冨≡コ

(8)

(9)

(10)

が成 り立っ｡

以下少 しコメントをっけ加える｡

Remark1. (初期条件 (5)について)

B--でFのまわりに1/盾 ~ぐらいでゆらいだまま ∂一函数的になることを示してい

るo(9)(10)に相当する結論は初期条件のfahilytPB(3,0)iBによりけりで,なんで

もかんでも成 り立っわけではないし,極限の存在も保証されない｡量子力学の場合は脚

注に引用 した(Schiffの本からの引用 )ことからわかる如く対応原理が指導原理となっ

て初期条件の形に強い制限がっく｡ ところが今の場合は臨界点のまわりの異常ゆらぎ等

からわかるごとくそれに対応するものがないということに注意すべきである｡

Remark2. (極限界の存在について ) ●

方程式 (2)の解についてはCl(y)が連続でリブシツツ条件をみたしていれば,また(3)

については由uss型のFokker-Plank方程式だから解がexplicitに構成できる(C1(I),C2が

適当になめらかならば )から,局所的な解の存在等はよほど変なのをとってこない限り
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大丈夫である｡

Remark3. (条件 (8)について)

これはβ(α)に対する条件と考えられるがたとえば

p(x)-(2打OTV2exp(-x2/20)

ぐらいなら

pm(x,t)-(2wO(t))-V2exp(-x2/20(t))

となってみたされている.ここで0(i)は

●

o(t)-2Cl(I)(y (t))o (t)+C 2(y( t))

α(o)-α

の解である｡

Remark4. (実例にあてはめた場合 )

この定理を実例にあてはめると少 しく不都合なことがおきてくる｡例えばscully-Lambll)

のレーザー理論では3- a/G(n,･フォトン数 ),a,P,r定数として(>0)

W(X,r)-o (r≠±1)

W(x,1)-(a-Px)x w(x,-1)-rx

となる｡ (物理的にも)W≧0でないといけないからxの変域は

o≦Ⅹ≦αβ

でありRl全体で定義されていない.この不都合さは&(a,i)が一般に無限にすそを

ひくことからも了解できる. このような場合Wの形を適当に仮定して外の方-接続 して

おけばよかろう｡
■

Remark5. (時間に関する一様性 )

(9)を例にとろう｡左辺と右辺の差はβ--できえるが(β有限でとめると)その差

は時間に依存 し,時間がたっにつれて差は大きくなる｡時間について一様におさえられ

るのは(2)が (多次元を考える)limitcycleのないような場合に限るだろう｡なぜなら
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limitcytleのある場合 limf(y(i)) は存在しないが, PJP(x,i)- PBSt(a)なる定常状
≠→(X)

態に(普通は )近づくから lim limJPB (a,i)f(a)dx は極限をもつだろうから｡ B
B-,∞t→∞

もとも十分大きいが有限の場合このことはよく念頭においておく必要がある｡(例えば

超放射 )

Remark6. (量子系 )

量子系に対しても類似の結果がなり立っ㌘)但 し文献 12)ではHeisenberg表示をとって

いるのでそのままではここの議論と対応 しない｡(5)でβ-∞としてしまった状態 (♂

一函数みたいなもの )をあらかじめつくっておいて,その上で物理量の運動をおいかけ

るという方法をとっている｡ 尚立場Aに立った時の量子系-の拡張は文献13)参照のこ

と｡

§3 証 明

まず変数を変換する｡

E-√す(x-y)

Pi2(E,t)-pB(x,I)/n

とおけば (1)は

∂P12(E,t)
∂t

-BJdrtw(y+､斤E-er,r)pB(E-ノ㌻r,t)

-W(y十√E,r)pB(E,t)

≡(Iib(y)Pi2)(I,t)

となり初期条件は,

PB(E,o)-p(E)

(ll)

となる｡ 次の2つの補題が必要である｡

<補題 1>(Lumer-Phillips)14).xをBanach空間とLAを有界な (XからX-の )線型

作用素とする. このとき exp(At)が縮小半群*)となるための必要十分条件は

頑縮小とは …exp(Ai)･xll_<llx日のことo
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1J･mt~l(ll1JAtH11)≦O
tJo

が成 り立っことである｡

<補題2>0≦W≦M,Jw(a,r)dr≦Mならば*)(ll)式のIIB(y‖まnormの意味で

連続なLl(R)-Ll(Rl) の縮小半群を生成するO

証 明

vfeLl(Rl)に対して

侶 1十tTB )flI.≦JdE圧 11tBJdrw(y十 √打,r)f(E)I

十 tBIdEIdrIw(y十 √~ト er,r)f(ト √~r)上

ここで =9日1-I叫 9(E)I｡ Iw(x,r)dr<M に注意すれば 0≦t≦1/MBに対
して

Zf(1十trB)fH.≦JdE(1-tBIdrw(y+､斤E,r))lf(E)l

十tBJdfldrw(y十､仔E-er,r)巨(f-√ r)1

-JdE(1-tBJdrw(y十JiE,r))lf(i)I

+tJ2Idfldrw(y+√E,r)巨(I)l

-JdElf(f)I-lFfFL･

この不等式 と補題1より補題 2は明らか｡

定理の証明 (10)式の左辺 と右辺 をそれぞれA,Bとする｡ ずれの演算子T(a)を

(T(a)f)(E)-f(i+a)

*)この条件は定理の条件 (7)に含まれていることに注意せよ.
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で定義する(律 連続とする)o 形式的に書くとr(a)-exp(ag )であるo これを

つかって

A-JdEf(I)tT(n (y(t)-y))｡TB(y)tp(E))

とかける｡ 演算子

wB(t,S)-T(A (y(t)-y))erB(y)(I-S)T(JB(y-y(S))

を使って

B-A-IdEf(I)itds意 twB(t,S叱 (E,S))

となることがわかる.ここで y(0)-y,PJ E,0)-p(E)を使った｡Sに関する微分

を実行 して

ま く)-T(招(y(t)-y))erB'y)(I-S)(-TB(y,一都 (S)i)

･T(藩 (y-y(S),a (E,S)･wB(t,S,£B (E,S)

-wB(t,S)ト,B(y(S))-刺 (S)孟 寸志 鶴 (i,S)

≡W32(t,S)QI㌔(E,S).

かくして

I

ロトAl<JdEIf(E)V dsLwB(t,S)QP-(E,S)l

≦lLfll-t｡塁甘堅tlEWB(t,S)QPm(S)ill

を得るo ここで =f 塩-xs挽 け (x日 ,=flLl- √ lf ( x ‖ d-･ 補題 2をっ か -て

ロトAI'=fH-㌔Supst=QPJ s川

QPw のあらわな形は

-Q‰ (E,S)-32Jdrw(√lf+y(s上 er,r)‰ (卜 Jtr,S)
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TB/drw(､肯E十y(S),r)‰ (E,S)

･(布 (S)言 一意 ,pJ f,S)･

u,(G E+y(S)-Er,r),u'(JTf+y(S),r)をy(S)のまわりに, Ⅰ㌔(ト ノrr,S)

をEのまわりに展開 して3次までとると, (例えば

W(y(S)十JTf-Er,r)-W(y(S),r)十W(1)(y(S),r)

･(JTf-Er)十をW'2'(y(S),r)(JfE-Er)2

十tw'3'(y(S)十 eJT(ト √ r),r)(GE-Er)3,
(o≦β≦1)

の如く. ) (2),(3)をつかって IB-AIは

87tJdrJdEriw(j,(y(S,･qJt(E-pG r,,r)瑞 ‰ (f-d ry,S,I-IUl
m

0≦甲,P,JJ≦1 1≦m O<i≦6, 0≦j,k,C≦3

の有限和でおさえられる｡ここで W(j)(y,r)=∂jw(y,,)/ay7.

仮定 (7), (8)を使って

LUI≦eTIdEJd刷 ig(r)IEk# pJEIJfry,S)i
m

/
m ./
≦67Jd,/dflrLJ困k'g(r)㌔ (E,S)の有限和

0≦ i′≦9 0≦k′≦3, 1≦m′
l

したがって HQPJ s)Fll≦C,8㌧ oo

次に(9)を示そう｡ すでに

JdEIT(A (y(t卜 y)｡rB(y)tp(E)-PJ E,t)卜 o (9--)
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を示 した｡ これより

IEerB''y)tp-T(A (y-y(t))㌔ (t川 .≦lIT(A (y-y(t))ll

ltT(G (y(t)-y)erG(y)tp一㌔ (t)Iい o

したがって

(9)の左辺-1imldEf(JfE十y)erB(y)tp(E)
e1->0

- 1imJdE_I(へ斤f+y)T(～盾(y-y(t))pcx,(E,t)
E→0

- limJdEf(Ji-f十y(t))PcD(E,t).
8→0

け1<〟 だからルベーグの収束定理より積分と極限がひっくり返せて

-∫°elimf(JFE十y(t))Pcx,(E,t)
8-)0

-Jdfpcx,(E,t)∫(y(t))-f(y(t)) Q･E･I)･

終わりに有益な議論をしてくださった岸本晶孝氏,中込照明氏,及びはげましをいた

だいた長谷川洋先生に感謝します｡
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