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2つのたハイブリッド写像に関する共通吸引点定理
(A COMMON ATTRACTIVE POINT THEOREM FOR TWOふHYBRID

MAPPINGS) 

茨木貴徳 (TAKANORIIBARAKI) 

横浜国立大学教育学部
(COLLEGE OF EDUCATION, YOKOHAMA NATIONAL UNIVERSITY) 

1.はじめに

1975年に Baillonはヒルベルト空間における非拡大写像の不動点定理を示した

定理 1.1(Baillon [4]). Cをヒルベルト空間 H の空でない有界な閉凸部分集合とし， Tを C
から Cへの非拡大写像 (nonespansivemappimg)とする．点列｛％｝を以下で定義する． xを
Cの任意の元とし，任意の自然数 nに対して

(1.1) 
1 
n-1 

Xn = -
n 
こ戸x
k=O 

とするただし， T° はCから Cへの恒等写像とするこのとき，点列｛％｝は Tの不動点へ
弱収束する．

この定理は，非線形エルゴード定理と呼ばれる有名な結果である．定理1.1の主張は不動点
への収束性だけでなく，存在性も示している．本研究以降に Baillon型の不動点定理は多くの
研究者が研究を行なってきた（例えば，［1,5,14,23]等を参照）．特に， 2011年に Takahashiand 
Takeuchi [22]は吸引点 (attractivepoint)という概念を導入し，定理1.1を研究した． Cをヒル
ベルト空闇 Hの空でない部分集合とし， Tを Cから Hへの写像とする． Hの元pがTの吸
引点 (attractivepoint)であるとは，任意のCの元xに対して

IITx-pll：：：：： ||x-pll 

が成立することである． Takahashiand Takeuchi [22]は吸引点の概念を用いて以下の結果を
得た

定理 1.2(Takahashi and Takeuchi [22]). Cをヒルベルト空間 Hの空でない部分集合とし， T
を Cから Cへのgeneralizedhybrid写像とする点列｛％｝を以下で定義する． X1を Cの任
意の元とし，任意の自然数 nに対して点列{%}を式(1.1)で構成するここで｛％｝が有界で
あるならば，以下が成宣する．

(1) Tの吸引点全体の集合は空でない閉凸集合である；
(2)点列｛％｝は Tの吸引点へ弱収束する

なお， Takahashiand Takeuchi [22]は定理1.2において， Cが閉凸集合ならば点列 {xn}の弱
収束先は Tの不動点であることも示している
一方， 1963年に DeMarr[6]はバナッハ空間で可換な非拡大写像族に関する以下の共通不動
点の存在定理を示した
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定理 1.3(DeMarr [6]). Cをバナッハ空閻 Eのコンパクトな凸部分集合とする．このとき， C
からそれ自身への可換な非拡大写像族は共通不動点を持つ．

この研究以降多くの研究者により共通不動点の研究がなされてきたが存在定理のみならず，
不動点への軌道を求める近似理論に関する研究も数多く扱われてきた（例えば，［3,9-11,13,15-18] 
等を参照）．この中でKohsaka[11]の結果を紹介しよう

定理 1.4(Kohsaka [11]). Cをヒルベルト空間 H の空でない有界な閉凸部分集合とし，入とμ
を実数とする． S を C から C への入Jヽイブリッド写像で， T を C から C へのµ—ハイブリッ
ド写像とし， ST=TSを満たすとする． Fを SとTの共通不動点全体の集合とするここで
点列｛％｝を次のように構成する． X1をCの任意の元とし，任意の自然数nに対して

n n 

Xn+1 = (n+1)2と区S'T出
i=O j=O 

とするただし，soとT° はCから Cへの恒等写像とする．このとき以下が成立する．
(1) ｛P贔叩叫にJ)€喝は F の要素 u。に（ネット (net) の意味で）強収束する；
(2)点列｛％｝は u。に弱収束する．

ただし，凡は H から Fの上への距離射影であり， N。は非負の整数全体である．

この定理は Baillon 型（定理 1.1) の手法を用いた， 2 つの入—ハイブリッド写像の共通不動点定
理である本論文では， Kohsaka[11]とTakahashiand Takeuchi [22]の結果を参考に [8]で得
た，ヒルベルト空間における 2 つの入—ハイブリッド写像に関する共通吸引点定理を扱う．特に，
吸引点や定理の条件を満たす写像族などの具体例を示し，具体例を通して共通吸引点定理の理
解を深めることを主な日的とする

2.準備

本論文では， Hは実ヒルベルト空間 (realHilbert space)とし内積(innerproduct) を〈•,•〉で
表し，この内積から導かれるノルム (norm)を II・ IIで表す．また， CはHの空でない部分集合
とする以降特に断りがない限り，本論文では常に Hは実ヒルベルト空間とし， CはHの“
空でない’'部分集合とすることとする． CをHの閉凸部分集合とするこのとき， Hの任意の
元 xに対して

llx -xoll = mi:g llx -YII 
yEG 

となる Cの元x。が一意に存在する．そこで Hの元 xに対し，このようなCの元x。を対応さ
せる写像を Hから Cの上への距離射影(metricprojection)と呼び， Pcで表すまた，配は2
次元ユークリッド空間とする
TをCから Hへの写像とする． F(T)は写像 Tの不動点 (fixedpoint)全体の集合とする，
すなわち F(T)= {z EC: z = Tz}. A(T)はTの吸引点 (attractivepoint)全体の集合とす

る，すなわち A(T)= {p E H : IITx -PII ::::; llx -PII (Vx E C)｝．吸引点には次のような性質が
知られている ([22]を参照）．

• A(T)は閉凸集合である；
•C が閉凸集合で A(T)# 0ならば F(T)# 0である；
• A(T) n C c F(T)となる；
• F(T) c A(T)ならば A(T)n C = F(T)である．

次に 4つの非拡大型非線形写像の定義を復習する

•T が非拡大 (nonexpansive) であるとは， C の任意の元 x,y に対して

IITx -Tyll ::::; llx -YII 

が成立するときをいう；
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•T が非伸張 (nonspreading) であるとは， C の任意の元 x,y に対して

IITx -Tyll2 ~ llx -Yll2 + 2〈x-Tx,y-Ty〉

が成立するときをいう ([12]を参照） ； 
•T がハイブリッド (hybrid) であるとは， C の任意の元 x,y に対して

IITx -Tyll2 ~ llx -Yll2 +〈x-Tx,y-Ty〉

が成立するときをいう ([21]を参照） ； 
●入を実数とする． Tが入ーハイブリッド（入-hybrid)であるとは Cの任意の元 x,yに対
して

IITx-Tyll2さllx-Yll2 + 2(1 —入）〈x-Tx,y-Ty〉
が成立するときをいう ([1]を参照）．

実数入に対して T を入—ハイブリッド写像としたとき次が成立する ([1,12, 21]等を参照）．

• F(T)は閉凸集合である；
●入＝ 1のとき， Tは非拡大である；
●入＝ 0のとき， Tは非伸張である；
●入＝ 1/2のとき， Tはハイブリッドである．

すなわち，入—ハイブリッド写像は非拡大，非伸張，ハイブリッドの 3 つのクラスを含んだ写像の
クラスであるここで入＿ハイブリッド写像の具体例を示す ([1]を参照）．

例 2.1(Aoyama, lemoto, Kohsaka and Takahashi [1]）．入 E[0, 1)とし，

入 (1 —入） ＋ ¢m  
a= 

1 —入2'

とする． B= {x EH: llxllさa}とし， Hから Hへの写像 Tを以下で定義する．

Tx= { ° (X E B)； 
x/||ぉ|| （x (/. B). 

このとき， T は入—ハイブリッドである．

次に，吸引点の具体例を示し定理1.2を考察する．

例 2.2(Atsushiba, Iemoto, Kubota and Takeuchi [2]). H =配とし， aE (0,21r)とする．
C = {(x,y) E配： 1 ＜丑＋炉 <4}とし， Cから Cへ写像 S,Tを以下で定義する．任意の
Cの元 (x,y)対して

S(x, y) = (-x, y), T(x, y) = (x cos a -ysina, x sin a+ ycos a). 

このとき， Cは有界だが閉集合でも凸集合でもないことは明らかで，写像S,Tは非拡大とな
るまた，写像S,Tの吸引点全休の集合はそれぞれ

A(S) = {(x,y) E配： x= O}, A(T) = {(O, O)} 

となり，同様に不動点全体の集合はそれぞれ

F(S) = {(x, y) E配： x= 0, l < IYI < 2}, F(T) = 0 

となるここで (x1,Y1)を Cの任意の元とする．このとき以下の事実は定理1.2を用いずとも
容易に確認できる

n 

limりこSi(x1,Y1) = (0, Y1) E A(S), 
n→oon 

i=O 

n 

limりこT(xぃY1)= (0, 0) E A(T) 
n→oo n 

i=O 
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3.共通吸引点定理

本節では2つの入＿ハイブリッド写像に関する共通吸引点定理を考察する． 2020年にlbaraki
and Takeuchi [8]が以下の共通吸引点定理を証明した

定理 3.1(［8]）． CをHの有界部分集合とし，入とμを実数とする． SをCから Cへの入Jヽ
イブリッド写像で， T を C から C へのµ—ハイブリッド写像とし， ST=TS を満たすとする．
ここで点列｛叫｝を次のように構成する． xをCの任意の元とし，任意の自然数 nに対して

1 
n-1 n-1 

%＝戸と区S叩 x
i=O j=O 

とするただし， soとToはCから Cへの恒等写像とするこのとき以下が成立する．

(1) A= A(S) n A(T)は空でない閉凸集合となる；
(2)点列｛％｝は u。=lim的）凡S叩 xへ弱収束する；
(3) Cが閉凸集合ならば u。EF(S) n F(T)である

注意 3.2.定理 3.1の(2)において， u。がCの要素であるなら UoE F(S) n F(T)が言える．す
なわち，（3）の仮定の 1,Cが閉凸がない”でも点列{%}の弱収束先はSとTに共通不動点とな
る場合がある．

次に定理3.1の条件を満たす2つの可換な入ーハイブリッド写像の例を考察するはじめに注
意3.2で示した，定理3.1において “Cが閉凸でない’'場合で，点列｛％｝の弱収束先がSとTの
共通不動点となる例を示す([8]を参照）．

例 3.3([8]). H =配とし， C={(x,y)E配:|xi E [o, ½), IYI E [o,』|xi+i)｝とする． Cか
らCへ写像 S,T,Uを以下で定義する．任意の Cの元 (x,y)対して

S(x,y) = (-x,y), T(x,y) = (-x,-y), U(x,y) = (x,lxly). 

このとき， Cは有界だが閉集合でも凸集合でもないことは明らかで，写像 SとTは非拡大
(1-ハイブリッド）となるが非伸張（O-ハイブリッド）ではなく，写像 Uは非伸張（O-ハイブリッ
ド）となるが非拡大（1-ハイブリッド）ではないさらに SとU,TとUはそれぞれ可換とな
る．すなわち SU=US,TU=UTであるまた，それぞれの写像の吸引点全体の集合は

A(S) = {(x,y) E lR.2: x = O}, A(T) = {(0,0)}, A(U) = {(x,y) E lR.2: y = O} 

となり，同様に不動点全体の集合はそれぞれ

F(S) = {(x, y) EC: x = O}, F(T) = {(O, O)}, F(U) = {(x, y) EC: y = O} 

となる． SとU,TとUの共通不動点全体の集合と共通吸引点全体の集合は

F(S) n F(U) = A(S) n A(U) = { (0, 0) }, F(T) n F(U) = A(T) n A(U) = { (0, 0)} 

となるここで (xi,Y1)をCの任意の元とすると，定理3.1から以下の事実を得る．
n-1n-1 

• lim万〉〉s炉 (x心） ＝ （0, 0) E A(S) n A(U) = F(S) n F(U) 
n→oo n 

i=O j=O 
n-1n-1 

• lim万 LLT'び(xぃY1)= (0, 0) E A(S) n A(U) = F(T) n F(U) 
n→oo n 

i=O j=O 

最後に，定理3.1において “Cが閉凸でない’'場合で，点列｛％｝の弱収束先が必ずしもSとT
の共通不動点とはならない例を示す ([8]を参照）．
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例 3.4([8]). H＝配とし， C={(x,y)E配： 1:S: max{lx|位|｝ ＜ 2}とする． C から C へ写
像 S,T,Uを以下で定義する．任意の C の元 (x,y)対して

S(x, y) = (-x, y), T(x, y) = (-x, -y), 

U(xy)＝{ [！□； ：二：口□：：い］，
信，占）（x,y)E C3 := {(x,y) EC: lxl 2: 1, IYI 2: 1}. 

このとき， C は有界だが閉集合でも凸集合でもないことは明らかで， C = C1 u C2 u C3か
っcin cj = 0 (i, j E {1, 2, 3}, i =J j)である．写像 SとTは非拡大（1-ハイブリッド）となる
が非伸張（O-ハイブリッド）ではなく，写像 Uは非伸張（O-ハイブリッド）となるが非拡大（1-ハ
イブリッド）ではないさらに S とU,Tと U はそれぞれ可換となる．すなわち SU=US, 
TU=UTであるまた，それぞれの写像の吸引点全体の集合は

A(S) = {(x,y) E股2:x = O}, A(T) = {(O, O)}, A(U) = {(x, y) E股-2: lxl :S: 1, IYI :S: 1} 
となり，同様に不動点全体の集合はそれぞれ

F(S) = {(x, y) EC: x = 0, 1 :S: IYI < 2}, 
F(T) = 0, 

F(U) = {(x,y) EC: max{lxl, IYI = 1} 
となる． SとUの共通不動点全体の集合と共通吸引点全体の集合は

A(S) n A(U) = {(x,y) E股2:x = o, IYI :s: 1}, F(S) n F(U) = {(O, 1), (O, -1)} 
となり， TとU共通吸引点全体の集合は

A(T) n A(U) = {(O, O)} 
となるここで (x直 1)をCの任意の元とすると，定理3.1から以下の事実を得る．

1 
n-1 n-1 

• 1偲戸LLS炉 (x碍） ＝ （u, v) E A(S) n A(U) 
i=O j=O 

n-1 n-1 
1 

• lim万 LLT炉（X直） ＝ （0, 0) E A(T) n A(U) 
n→oo n 

i=O j=O 
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