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1 有限群の指標と共役類

Gを有限群， Irr(G)をGの複素既約指標の全体， Cl(G)をGの共役類の全体とする。こ
のとき |Irr(G)I= I Cl(G)Iであり，

IG|=L IC|＝ I: x(1)2 
CECl(G) xEirr(G) 

が成り立ち，指標の次数 x(l)と共役類の大きさ ICIはどちらも IGIの約数である。有限
群の指標と共役類の関係については非常に多くの研究がなされているが，本稿では，次数

x(l)と大きさ閂に着目した関係，特にその積に関する原田予想について，群の分裂拡大
の場合を中心に考察する。

次の2つの条件を考える。

(A)全単射
rp: Irr(G)→ Cl(G) 

で

x(l) I lrp(x)I (VxEirr(G)) 

を満たすものが存在する。

(B) 

rr x(1) | rr|C| 
XElrr(G) CECl(G) 

明らかに，（A)が成り立つならば (B)は成立する。 (B)は原田予想として知られてい
る([4]）。原田予想に関しては [1]も参照いただきたい。

例 1.1.(1) G=品を 3次対称群とする。

x(l) = 1, 1, 2 ICI = 1, 2, 3 



であり条件 (A)が成り立つ。
(2) Gを位数 25のextraspecial 2ー群とする。

x(l) = 1,..., 1, 4 
ヽ
16 

ICI = 1, 1, 2,..., 2 
ヽ
15 

であり，（A)は成り立たないが (B)は成立している。

条件 (B)，つまり原田予想の成立する群の代表例として，対称群と一般線形群があげら
れる。

命題 1.2([5], [6], [7]). qを素数べき，凡を q元体とする。一般線形群GLn(Fq)および対
称群品に対して，条件 (B)つまり原田予想が成立する。

2 Wreath積

有限群 H が集合 [n]= {1,2,...,n}に作用しているとする。集合 M に対して， H の
Mn=MX・・・XMへの作用は

μ = (μ(1),..., μ(n)) EM叫 hEH

μ竹i)= μ(ih―1) 

で与えられる。有限群Kに対して」炉への Hの作用により半直積を構成し G= Kn ><1 H 
とおく。 k= IIrr(K)I = ICl(K)Iとおくと H は [k『に作用し，μ E [kinに対して
仰(μ)= {h EH  I μh = μ}とおく。 Wreath積の共役類や指標については，［2],[3]に詳細
が述べられている。

定理 2.1.条件 (A)（または (B)）がKとC爪μ)(¥/μ E [k]りに対して成り立つならば，条
件 (A)（または (B))がGに対して成り立つ。

pを素数とするとき，対称群品の Sylowp-部分群は位数pの巡回群による wreath積
の繰り返し（の直積）として得られるので，次が得られる。

系 2.2.Pが品の Sylowp-部分群ならば， Pに対して（A)が成り立つ。

また，対称群に対して (B)が成り立つことより次が得られる。

系 2.3.G = Kl品とする。もし K について（B)が成り立つならば， Gに対しても (B)
が成り立つ。特に B型の Weyl群についても (B)が成り立つ。
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3 正規可換部分群

有限群 Hが有限可換群 N に作用しているとして，半直積 G=N><1Hを構成する。また
N の指標群を N*= Hom(N, ex)= Irr(N)とおくと， H はN*に作用し， hEH,μ EN* 
に対して

μ勺x)= μ（砂―1)

である。群 Aが集合 X に作用するとき，軌道の集合を

X/ A=  { xA I x EX} 

とおく。この設定で次の 2つの条件を考察する。

(C)任意の hEHに対して全単射

仇： CN*(h)/CH(h)→ (CN* (h))* /CH(h) 

で

lzl I l<!>h(z)IIN: CN(h)I (¥/z E CN*(h)/CH(h)) 

をみたすものが存在する。

(D) 

rr rr lzl I IT (IT lwl)IN:仰（h)lk(h) 
h zECN* (h)/CH(h) h wE(CN* (h))* /CH(h) 

ただし， hはH の共役類の代表を動き， hEHに対して， k(h)= ICN* (h)/CH(h)Iである。

条件 (A),(B)の関係と同様に，条件 (C)が成り立つならば条件(D)も成り立つことが
わかる。これらの条件について次の定理が成り立つ。

定理 3.1.C瓜μ)(¥/μEN*)について (A)（または (B)）が成立し，かつ， N に対して (C)
（または (D))が成立するならば， Gに対して (A)（または(B)）が成立する。

定理の応用として次が得られる。

系 3.2.N が有限群 Gの可換正規部分群で， G/Nが巡回群ならば Gに対して (A)が成
り立つ。特に Gがmetacyclic群ならば (A)が成立する。

条件 (C),(D)の成立する例として次があげられる。

命題 3.3.(1)一般線形群 H= GLn(Fq)のN=F;への自然な作用を考えるとき H,N
に対して条件 (D)が成立する。
(2) pを素数， H=Cpxらを位数p2の基本可換群とする。 Hが可換群 N に作用してい
るとき，条件 (D)が成立する。

GLn(F砂においては原田予想すなわち条件(B)が成り立つ（命題 1.2)ので，アフィン
群F;~ GLn(F砂に対して（B)が成り立つことがわかる。



系 3.4.G = F; ~ GLn(Fりに対して条件 (B)つまり原田予想が成立する。

Hが可換群の場合，条件 (D)において，任意の hEHに対して CH(h)= Hであり取
り扱いやすい。現状では IHI=p2という限られた場合しか考察できていないが，一般に
Hが可換群の場合に (D)が成り立つことが期待される。もし Hが可換群の場合に (D)
が成り立つことが示せれば，定理 3.1より，可換群の分裂拡大において条件 (B)つまり原
田予想が成立することが導かれる。

予想 3.5.N とHが可換p-群ならば (D)が成り立つ。

一方， Hが可換群であっても条件 (C)が成り立つとは限らない。例 1.1であげた位数
炉の extraspecial 2群は H= C2 X C2, N = C2 X C2 X C2の場合であり，命題 3.3より
条件 (D)は成立するが，条件 (C)は成り立っていない。 Hが可換群の場合，予想 3.5とあ
わせて，条件 (C)が成り立つ作用はどのようなものであるか，という問題も興味深いもの
と考えられる。
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