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化学反応 のカオス と関連 す る問題*

京大 ・理 津 田 一 郎**

(1981年1月12日 受 理)

§1は じめに

非 平衡関数系 に特徴的な分 岐構造 の一 つ としてカオスの問題 が注 目を集 めてい る。そ の中で

も化学反応系に見 られ るカオスは,実 験室 でも再現性 よ く観測 されてお り,現 実的 な模型によ

る理論的 研究 は重要 であると思 われ る。ここでは,ベ ルー ソフ ・ジャボチンスキー反応(以 下

B-Z反 応 と略す.)の カオス,酵 素 反応のカオス,並 びにB--Zカ オス との関連で,神 経模型,

ファイゲ ンバ ウムの問題を簡単 に論ず る。

§2B-Z反 応系におけるカオス と神 経興奮の問題

まず,B-Z反 応 の簡単 な説明 を行 な う。 一言 で言 えば,セ リウムイオン触媒下 での,マ ロ

ン酸 の酸 化反応 であるが,図 に示 したように,か な り複雑である(図1)。

図の実線 で示 した経路 をもとに して作 ったのが,富 田,伊 藤,太 田の提唱 した模型1)で ある

が,オ レゴネーターが直接考 慮 しなか った,マ ロン酸 の反応 と

[Ce3+]+[Ce4+]=一 定

とい う実験的 にも正 しい点 を考慮 した ところに,特 徴 があ る。B-Z反 応 は持続振 動をお こす

のに,最 低3変 数必要 な系 で,3つ の物質 と して,Br-,Ce4+と 中間生成 物 のHBrO2が 考 え

られ る。持続振動についての明解な説明 と,オ レゴネー ター を中心 と した模型の詳 しい解析 は

タイ ソン2)に よって行 なわれてい るので,そ ちらを参照 してほ しい。

現実的 な化学 反応系で,持 続振 動が,お こることで注 目を集 めたB-Z反 応 に,カ オスが存

在す ることが最近 分って来た。

*本 稿 は1980年10月2日,日 本物理学会(於,福 井大)に おいて行なわれたシンポジウム"非 平衡系の

相転移の動力学"で 「化学反応系 のカオス」 と題 して行 なわれた講演 にもとつ く。(そ の後の発展 も多

少含 む。)
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図1ベ ルー ソフ ・ジャボチンスキー反応の反応回路38)

Pは 例 え ばCH(COOH)2。MAは マ ロ ン酸 。

MA(enol)は エ ノー ル化 され た マ ロ ン酸 を表 わ す 。

以下B-Z反 応系 の カオスについてみてみ よ う。

2―1流 動系でのカオス と分岐構造1

流動系 とは,初 期物質 を一定濃度 で,反 応容器 に流 し込み,反 応 に関与 した全ての物質 を流

入速 度 と同 じ一 定速 度 で,と り出す 系 をい う。(文 献3)参 照)こ の系 で,最 初 に実 験 的 に

カ オス を発 見 した のは,シ ュ ミ ッ ツ,グ ラ ジァー 二,ハ ドソンで あ る 。36)そ して,理 論 的 に も

(あ るい は模 型 計 算)い くつ か の説 明 が試 み られ た 。4)'5)'6)(こ の 辺 の詳 しい 事情 は文 献3)を

参 照 してい た だ き たい 。)

さ らに精密 な実 験 が,ハ ドソン,ハ ー ト,マ リン コに よ って行 なわ れ,37)B-Z反 応 系 での

流れ の速度 を分 岐 パ ラメ ー ター と した時 の分 岐 構 造 をみ ご とに と らえた 。 その結 果 は,図2と

表1に 示 して あ る 。

n周 期 解(π(n))とn+1周 期 解(π(n+1))と の 中 間 の パ ラ メ ー タ領 域 でn巻 き とn+1

巻 き が結 合 した型 の カ オス(X(n,n+1))が,出 現 す る こ とが特 徴的 で あ る。 ただ し後 でふれ
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図2ハ ドソンの実験結果37)

表1ハ ドソンの実験結果のまとめ(分 岐構造に注意)
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2.91ml/m

3.76

4.06

4.31

4.34

4。51

4.62

4.76

4.81

5.37

5.42

>5.5

π(1)

π1
,1(1・2)

π(2)

Z(2,3)

π(3)

Z(3,4)

π(4)

X(4,5)

π(5)

π(那)

π*(1)

1-peakedperiodicmode

periodicswi!chingbetweenl-and2-peakmodes

2-peakedperiodicmode

chaoticswitchingbetween2-and3-peakmodes

3・peakedperiodicmode

chaoticswitchingbetween3・and4-peakmodes

4・peakedperiodicmode

chaoticswitchingbetween4-and5・peakmodes

5・peakedperiodicmode

multipeakedperiodicmode

l-peakedperiodicmode(*smallamplitude,short

period)

flow・inducedsteadystate
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る よ う に ・(・)とX(n・n+1)の 間 とX(…+1)とn(n+1)の 間 に は π・
。,ln+1(…+1)型

の複雑 な周期解 が出現する事が理論的 に予測 される。 この型 の周期 解は,理 論的 に もパ ラメー

ター領域が狭 い事が分 るので,精 度の問題 で,・実験室では観測 され なかったのだ と推論 され る。

B-Zカ オスの微 分 方程式模型 を もっと広 い領域でカオスが出現す るように,か つハ ドソン達

のみご とな実験 を再現す るよ うに修正,あ るいは新 たに提 出す る事は極 めて重要 な問題である

が,そ れは大変難 しく,完 壁 な微分方程式模型は,ま だ与 え られていない。それ で,こ こで は

B-Zカ オスの差分方程式近似 に話 を制 限す る。7)

今,我 々の前 にはハ ドソン達 の実験の一変数の時系列だけ しか与 え られていない(図2)。

この時系列 のn番 目の極小値urnとn+1番 目の極小値 鑑+1を 次 々 に プロ ッ トすれ ば,図3

に示 したよ うな写像 鑑.i=・f(鑑)が 得 られ る。

(α)

1 X《2,3) 0

(b)

1
Z(3,4) 0

図3B-Zカ オ ス の ロ ー レ ン ツ ・プ ロ ッ ト(振 幅 の 極 小 値)7)

a)に は,対 応す る3次 元濃度空間内 の軌道が,2次 元 への写影 とし描かれてい る.
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化学反応のカオスと関連する問題

この フ.ロ ッ トの仕 方 は拡 張 され た一 次 元 ポ ァ ンカ レ写 像 で,ロ ー レン ツ ・プ ロ ッ トとも呼 ば

れ て い る。図3を 見 る と,驚 く程 よい一 次元 性 を示 して い る。 こ の事 実 が,ま さに,B-Zカ

オ ス が決 定 論的 法則 に従 う内因 性 の カ オス で あ り,熱 雑 音 に よ っ て ラ ン ダム な運 動 がお こ る外

因性 の もので は ない事 をは っ き りと示 して い る。 ま た,写 像 が一 価 で ある事 は,濃 度 空 間 内 で

の ス トレン ジ ・ア トラ ク ター の次 元c)!は2〈c)1〈3で あ るこ と を示 してい る。

次に経験的 に得 られた一次元写像 を,関 数 ∫(の で近似す る事 を考え る。

この関数に次 の様 な要求 をす る(図3と 定性的に一致す るように)

1)xの ある一点Xoでfの 微分 が発散する。(f'(Xo)=・Q)

2)f(x)の 頂点はまるい。(f'(艦)=0)

3)xの 十 分大 きい所 は指数 関数的 に減少す る。

(f(x)Ne-ctv(x→ ・・))

この要求 をみたす関数 として,次 のものが考 えられ る(図4)。

'ω

{

1.0

0.5

o
a5xl.0

図4図3を 近似 す る関数

∫ω 一{±(± ・・FCt)1/3+β}・`・(0≦x<0.3)

∫ω 一r・[7111'1}2。)(…)19e"δx(… ≦ ・)

(1)

た だ し,

・ 一 ・・125・fi-9(407)2/3-(i
o)1/3*)

*こ の値 は我々の論文7)と は 多少異なってい る.こ のよ うに変更す る事に より,x=0。3±0で のf(x)

の微 分が一致するようにな る.こ の変更に よるダイナ ミックスの違いは存在 しない.パ ラメーターの領

域 が全 体 としてシフ トするだけである.
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B10
(19)19e-197;―,A=r(20)A

B-1(±O)・/・e-.・ …'
37

190
δ=-
3

次にこの関数系 に分岐パラメー ター ゐを次のよ うに導入す る。

F(x)=f(x)+b

bを 変化 させて,得 られた結果 を表2に まとめた。 このよ うに,差 分方程式

(2)

Xn+1=F(Xn;b)

はB-Zカ オス とそれ に到 る分岐構造 を完全 に説明す る。

加算的な(乗 算的 でない)分 岐 パ ラメーターがこの場合本質的であ り,流 れ系でのB-Z反 応 は

差分方程式(1)で 支配 され,流 れ の速度 を変化 させることは,関 数 ノをそ のままに して単 に付

加定数 を加 えるだけであう(Xn+1=F(xn;b)=f(Xn)+b)こ とが明 らかになった。

さらに我 々の以前 の模型か ら得 られたB―Zカ オス の3次 元濃度 空間でのふ るまい を頭 にお

いて別 の角度 からこの問題 を考 えることができる。詳 しいこ とは文献7),8)を 参照 してい た

だ くとして結果 として図5a)b)c)の 区分的 に線形 な差分 方程式 を考察す ることになる。

(こ の写像は3次 元濃度空間内 の軌道 に対 して適 当なポァ ンカ レ写像 を定義すれば,先 程 の写

像 と,ほ ぼ直交する面 で得 られ る。別 の言い方 をすれば,先 程の写 像が,解 の振幅に注 目した

のに対 して,こ の写像 は不動点(3つ 存在す る)の 回 りを一回 りして戻 った時 の振 動の位相 の

ずれ に注 目してい るこ とになる。)た だ し2つ の分枝 はn巻 き解,n+1巻 き解 に対応 し傾 き

は1よ り小さい。図5a、.b),c)は 前 と同様 に関数系 をそのままに して横にず らすだけで得 ら

れ る。このず らしが分岐パ ラメー ターである。

図5の 示 す こ とは,パ ラ メー ター(実 験 室 の"流 れ の速 度"に 対 応 す る。)の 増 加 と とも に

安定n周 期 解,安 定 な!n・n+/n+1(n+1)周 期 解,安 定n+1周 期 解 が出 現 す る こ と であ る 。

πl
n,g。+1(n,n+1)は 写 像 の不 連 続 点近 傍 だ け に,比 較 的 大 きな傾 き を与 え る よ う写 像 を修

正 す る こ とに よ って容 易 にX(n,n+2)に な りうる。(こ の 小 さな修 正 の正 当性 は実 験 デ ー タ

*前 ページ注 と同様。
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化学反応 のカオスと関連す る問題

表2方 程式(2)の シ ミュレーシ ョンの結果 。

分岐構造 は,ハ ドソンを完全に再現 し,か つ,実 験 ではまだ得 られて

いない解 も存在することを示す。 もっと細か く計算 することによ り.

分 岐のカン トール的構造 を,み い出す ことができる。

ゐ thecharacteroftheasymptoticorbit

0,2

0.12

0.115

0.1147

0.1146

0.0515

O.0502

0.049

0.0488

0.04

0.0265

0.0263

0.0261

0.026

0.02

0.01

π(2)

π3
,0(2・3)

π1
,3(2・3)

Z(2,3)

π、
,4(2・3)

π(3)

π2
、o(3・4)

Z(3,4)

π2
,3(3・4)

π(4)

π2
,0(4・5)

Z(5,4)

π2
,2(4・5)

π(5)

π(13)

Z(4,5)

鳶
ε

εム.,ら 。1ε 詞

(G)π(・ ・1)(b》 π}団(ρ,ρ ・D(c)π 《・)

購 。.1)

図5理 論的 に予測 され るロー レンツ ・プロッ ト(位 相差のプロッ ト)

a)n+1周 期解

b)n巻 き とn+1巻 きが結合 した周期解

c)n周 期解
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か ら得 られ る。)こ の よ うに して,

π(n)→Z(n,n十1)→ π(n十1)→Z(n― ト1,n十2)→ π(n十2)→ 。・・

なる解の列 を得 る。

以上の2つ の差分方程式 は流れ系でのB-Zカ オスの本質 を理解するのに互いに相補的 な役

割 を果 している。ところで,図5(b)の 差分方程式の周期解 π!
.,ln+1(n,n+1)は,写 像 の不連

続点の座標 αで完全に分類 される。この関係 は非常に興味深い法則に従 ってお り㍍、1/(/n+/n+1)

は αの関数 としてカン トール関数的 にな っている。さらに興味深い ことは,こ の区分的 に線形

な差分方程式1よ 神経興奮の簡単化 した模型 と同 じであ り,そ こでぽ 平均興奮率(F;ら
.、/(/n

+ln、1)に 対応する。)が,外 力の大 きさ(α に対応す る。)の カ ン トール関数的になる。9)こ

のことは,南 雲,佐 藤 によって,は じめて理論的 に指摘 された。9)こ の神経興奮の問題が,B-

Zカ オス と関係 があ るので南雲,佐 藤 の問題 を少 し考 えてみ よ う。

2-2神 経興奮 の模型

神経 の模型 として よく知 られているものにポ ジキン ・ハ ックス レー模型(実 験式),フ ィツ

ヒューのBVP模 型 が ある。これ らは微分方程式 で与え られ る。一方,マ ッカロ ・ビッツの神

経模型は神経細胞 が不応期 を持っ,本 質的 に2値 模型 と考 えられ,差 分方程式で与 えるのが便

利である。 ここで2値 とは,静 止状態 と興奮状態 であ り,不 応期の影響 をどのよ うに とらえる

かで,さ まざまな模型 が可能 である。カイァネロ,デ ルーカはこの影響 が指数関数的 に減衰す

る模型 を提出 した。実際それは,次 のよ うなものである。

Xn+1=1[An-CtΣb― 「Xn_r一 θ](2)

γ=0

こ こで,1(X)は ヘ ビサ イ ド階 段 関数 で,

1(X)=1(X≧0)

0(X<0)

で定義 されている。

また 艦 は離散 時刻 πにおける神経細胞の状態 を表わ し,静 止状態,興 奮状態 に対応 して

それぞれ0・1の 値 を とる。Anは 離散時刻nに おける入力刺激の大きさで簡単のため,こ こで

はAn=A← 一定 とする。 θは閾値であ り,α>0,b>1と す る。 これ が,カ イァネ ロ方程

式であ り,実 はB-Zカ オスの区分的 に線形 な差分方程式 と同等 であることがわかる。 このこ

とを示す前に南雲,佐 藤 の問題意識 にふれておこ う。
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ハーモ ンは神経模型 として トランジスタの単安定回路 を提出 し次 のよ うな実験 を行 なった。

一定 の大 きさのパルス列 を入力 し,そ の応答 として平均興奮率(外 力 の周 波数 ゐ に対する発火

の周波数f2の 比f2/f1,平 均発火率 と言 って もよい 。)を 測定す ると図6の ような一 見複雑

な階段状 の応答 がみ られ た。すなわち,外 力の振幅 を変 えてい くと,発 火率に飛びが現われる。

これ は,い たるところ連続,い たるところ微分不可能 な関数 であるカ ン トール関数 を拡張 した

ものにな っているぎ)

この不思議 な現象 を南雲,佐 藤 が,理 論的には じめて明 らかに した。

F

切

α9

a5

㏄

α5

05

㎝

a3

偲

-

電
サ
`

7

L

な
&

駈

il
O侃0.20。30」40505020畠0」9LO

6

図6ハ ーモンの実験結果。横軸 は入力刺激の大きさ
。縦軸は平均発火率。9)

(2)式 に 戻 る。

Yn一 α―1(A.一 θ)一 Σb"「x.―T

r==O

と変数変換する。する と(2)式 は,

y。+1=ガ1%+α 。-1[Y。] (3)

*最 近.京 大 ・数学教室の畑 と山 口によって
,(0,1)区 間 か ら,Fを 与 えるaの 区問の和集合.を ぬ

いた部分 が.カ ン トール集合 になってい ることが
,証 明 された.
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あ るい は,

Y。+1・ ・b"1y。+α 一1(y。 ≧o)

{y。+1=b"iyn+α(Y。<o)
た だ し,

1An1
・n=IEI[(An+「T)一 θ(1―T)]

こ こ で,

Xn+1=1[吻 。]=1[yn]

を 使 っ て,

」π=オ(全 てのπに対 して一定)

と仮定すれば,

・!iθ(・ ÷ 一・(全 ての・に対して一定)

故 にαは入力刺激 の大き さと思 ってよい。(4)式 は図7に 示す。

(4)

㌘党響

/
'

D6 /
'

`一》

一 一 一 ―

曾賭 /
謬
舛F
/ α―1

,

/
/

/

図7(4)式9)

この ように神経興奮の問題 を区分的 に線形 な差分方程式で表現 し得 るわけで,各 分枝の傾 き

は ガ1〈1と な り,先 に示 したB-Zカ オスの差分方程式 と等価 になる。

次に平均発火率 の概 念 を導入 し,こ れ を αの関数 として表現す る。
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平均 発火 率 とは,こ の差 分 方 程式 に,{Pl,P2,…,P♂}と い う周 期 解 の列 が存 在 した と

す る時(た だ しPtは0ま た は1を と る。)

Pl～Pl中 の1のi数

一F(α)=

∠

で定 義 され る。

も し α>1な らYn+1=f(Yn)に 対 す る安 定不 動 点y*(≧0)が 一 個存 在 し,従 ってF(α)=

1で あ る。(B--Z反 応 の場合,図5(a)に 対 応 す る。)

も し α〈0な ら,Yn+1=f(Yn)に 対 す る安 定不 動 点y*(〈0)が 一 個 存 在 し,F(α)=0で

あ る。(B-Z反 応 の場 合,図5(c)に 対 応 す る。)

従 って 問題 を0<a<1に 制 限す る。(B--Z反 応 の 場合,図5(b)に 対 応 す る。)

我 々 はB-Zカ オ ス の研 究 にお い て図5(b)の よ うに,ま ず安 定周 期 解 πl
n,㌦+1(n,n+1)

の不 連続 点の位置による分類 を行 ない,次 いで,不 連続点近傍だけに傾 きが1よ り大き くな る

よ うな修正 をほどこす ことによ り,こ れ らの周期解 のカオス化を計 った。その時の安定周期解

の分類 の計算 は,南 雲,佐 藤 の図7の0<α<1の 場合 の安定周期解の分類の計算 の仕 方 とは

全 く異 なっているが,結 果 は,ほ とんど同 じである蓉 ほとんどとい うのは,Fな る量 で見 る限

り周期性 に関す る縮退が存在す るとい う意味である。また表現の仕方が異 なってお り,南 雲,

佐藤 の論文 では次 に問題 に したい,自 己相似性 を導出す ることは,や さしくない し,こ の概念

に彼 らは気 がついていない。我 々の計算結果 に従 うとB-Z反 応 における 自己相似性 を容 易に

抽出できるのである。

2―3B―Z反 応 にお ける 自己相似性lo)

B―Z反 応 においても平均 発火率 に対応す る量Fを 考 えることができる。す なわちFを

n+1巻 き軌道 の数
F=
n巻 き軌道 とn+1巻 き軌道 の総数

と定義す る。 これ は一つ の与 え られ た周期解に対 してn+1巻 き軌道 の重み を意味す る。n巻

きに比べ特 にn+1巻 きを選 ぶ理 由はない。よって,1-Fを 考察 して もよい。

Fと αの関係 を求 めるた めに,B-Zで の我 々の結果 を以下 に書 いてお く乙)こ れは,a∈

〔0,1]で,そ れぞれ のモー ドが安定に存在す るための条件 を与 える。一般性 を失な うこ とな

く ・ ・ ∈[10,-2]と し て よ い ・

*我 々 は,最 近 まで,彼 らの仕事に気づかなかった.京 大 の畑,山 口の仕事 によって初めて気がついた.
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Dπ2η+1 ,2(n,n十1)に 対 し て

(b-1)(乃 拠+2十1) ゐ(b―1)(ゐ π+1十1)<
α<

b2m+3ヨ ゐ2㌃+3_1

iDπ3ni+1 ,3(n,n十1)に 対 し て

b(b-1)(b3m+3―1)一(b-1)2(b'M'1―1)b(b-1)(b3m+3-1)<
α く

(bm+1-1)(b3m.+4-1)(b'n'e1-1)(b3m'4―1)

jjDπ3m+2 ,3(n.n十1)に 対 し て

(6―1)(b3m+6-1)+(b―1)2(bm+2-1)(b-1)(b3m+6-1)<
α<

(bm+2―1)(b3m+5-1)(bn+2-1)(b3nt+5―1)

iv)%皿+1 ,4(n,n十1)に 対 し て

b(b―1)(b4m+4-1)b(b-1)(b4m"4-1)(ゐ一1)2
-<α<

(ゐ ・+L1)(b4'm+5-1)b4m+5―1(bm+1―1)(b4m+5-1)

V)π4m+2,4(n.n十1)に 対 し て

ゐ(b―1)(bm+1+1)(ゐ 一1)2ゐ(ゐ ―1)(ゐ が1十1)
一 く α<

乃2那+3-1ゐ4皿+6―1ゐ2皿 ・3_1

(b-1)(ゐ 鵬+2+1)(b2m+3+1)(ゐ ―1)げ+2+1)(ゐ2皿+3+1)+(ゐ ―1)2

<α<

b4m+6-1b4m+6-1

vDπ4m+3
,4(n,n十1)に 対 し て

(6-1)(b4m+8-1)+(ト1)2(bm+2―1)(b-1)(ゐ4那+8―1)

<α<

(bm・+2-1)(b4m+7―1)(bm+2―1)(ゐ4魏+7―1)

etc.(以 上 の式 の導出 については文献7)を 参 照)

平均発火率Fの 計算 に移 る。

2例 え ばDに 関 し
て は,F= で あ る。2

m十3
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これ と,α に対 す る条 件 とか ら,mを 消 去 す る と,一傷 くF<F
u(al<α<αu)と し て

1

logb

2αb2

図8にm=1,2,3と して,概 略 図 を示 して あ る。

0。5

}

F

号

圭

Fu='

b(b―1)十 、う2(b-1)2十4α メう(α 十 メう―1)3 十
一109ゐ

2α ゐ22

1
F♂ 二

ゐ(b-1)+ゐ2(b-1)2+4・ ゐ(・+ゐ(b二1)) 3

―
2
十

「

弓
!

!
ノ
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1
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ノ
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一ヤ プll・

量llll

」

鵬
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イ1.暉 ・

亀,1重
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1

娼

願

「

,'
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ノ ノ

'

亀

11「 星

l
OIl響
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,

,

1

,ノ
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嗣1亀

1馳
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隆 ■llI
・ 塵

1

:

久 4,4,α 今 αr

α

a`
●

q5

)5(

)6(

2
図8m=1.2,3に 対 す るF= と α の 関 係 。2

m+3

F u,Flは,そ れ ぞ れFの 上 限,下 限 のenvelop.

た だ し図8に お い て,α1～ α6は それ ぞ れ 次 の よ うな値 で あ る。

b5+1b5+b
α一

b・+b・+_+1'a2-b・+b・+_+1

b4+1b4+b
α3『

ゐ・+ゐ ・+_+1'α4一 ゐ・+ゐ ・+_+1

ゐ3+1ゐ3+乃
as『

ゐ・+ゐ ・+_+1'α%・ ÷ゐ・+_+1
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もっと一般的 に議論することによ り,B-Z反 応 に自己相似性が存在す ることが分 る10)(図

9)。

L

O

A

図9-a)

B--Z反 応 に お け る 自 己相 似 性

本 文i)～vi)に お い て,そ れ

ぞ れ,m=1,2,…,10と し
o
て描 いた。

し

0.000.to O.20

A

0.30 O.40 o.so

図9-b)
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』

L

O

O

A

図9-c)

O

A

図9-d)
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一般 に

F;
、殉(グ=田 計2・.●'・2司)

(7)

の時

b―1

α窃― α♂}

bim+グ ー1十 …+1

(b―1)2

bim+ゴ ー1

(8)

αu― α9≡da

とお くと

F=(9)
(b-1)21

09b(+1) ∠
α

この表式 はmに 陽 に依存 していない。t変 化は一っ のクラスター内の要素の変化 に対応 し,m

変化は,一 つ のクラスターか ら別の クラス ターへの変化に対応す る(図10参 照)。

故 に,F(a)はmの 変 化 に対 し,自 己相 似的 な構 造 を もっ てい るlo)

別 の 表現 をすれ ば,次 の よ うにな る 。m→mtの 変 化 に対 して,Aa→Aα',F→Ftと す る

と,

11
-一 十

lia'(b-1)2
=が('m―m)

1

2
)1ゐ(か

那那=

1

―
F

ー
ア

(10)

を得 る。さらに,F,Aα の変化を,次 の よ うに,あ る変換の後 の変化 と考 える。す なわ ちF

に対 しては,逆 数の変化,∠ αに対 しては,逆 数 の対数 の変化 と考 える。

111
-一 ― 曇ヨ δ(一)

F'FF

11111
1・9b(十
Aα'(b―1)・)-logb(za+(b-1)・)"δ(za)

(11)
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0.5

F

レserles

O

Gα5

図10B-・Z反 応 の自己相似性 を説 明す る概念図

(7),(8)式 に お け るi変 化 は,一 つ の ク ラ ス タ ー を構 成 す る 。

(i=2,3,4,…)m変 化 に よ り,各 ク ラ ス ター は 相 似 な 他 の

ク ラ ス タ ー へ 変 化 す る 。

こ の相 似 則 は.無 限 に 続 く 。(m=・1,2,3,・ ・…;自 己 相 似 性)

((11).(12)式 参 照)

(10),(11)よ り

11 1δ(
一)=一 δ(一)

zAαア
(12)

を得 る。

これは,mに 変化 を与 えた臨 ⊥の変fヒと,上 の よ う鰹 搬 換 のもとでのA。 の変fヒh・m

に依 らない比例係数 をもつ ことを示 してお り,自 己相 似性のはん えいであるlo)

このB-Z反 応 の場合 の 自己相似性の具体的 なグラフが図9に 示 して ある。

我 々 はB-Zカ オス を区分 的 に線形 な差分方程式 の立場で説明す る時,写 像 の不連続 点近傍

だけ傾 きが1よ り大 きくなるよ う修正 し,こ れ を摂 動 と考 えた。この時,適 当な条件 下でaの

ある領域 で周期解 は,カ オス化するがそのカオスの特徴 は,も との周期性 を保存 しなが ら,ス

ペ ク トルに連続的 な部 分 が加 わ る とい った もので ある。従 ってカオス化 した時 も長時間平均

の意味 で,平 均興奮率Fを 定義す るこ とができ,そ の様子は,基 本的 に,上 の自己相似性 を保

存 した ものにな るであろ う。このことによ り,我 々は,B-・Zカ オス の分岐構造
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π(n)→Z(n,n十1、 → π(n十1)の π(n)とZ(n,n+1),Z(n,n十1)と π(n十1)

の中間に存在する周期構造 が αの変化 に対 し,,自 己相似性 をもっ カン トー ル的 な極 めて複雑 な

ものになることを知 る。実waB--Z反 応 の この分岐 の複雑 さは,方 程式(2)の 計算機 シ ミュレ

ー シ ョンか らも理解 できる。すなわち,(2)を 計算機 で解 くと,パ ラメーターbの ご くわずか

の変化に対 し,全 く異 なった周期解へ移行す ることが,あ るパラメー ターの領域 でおこるので

ある。

このよ うにB―Zカ オスへ の分 岐 は,極 めて複雑 であるが,自 己相似性 というきれいな法則

性 をもっていることが分 った。

ここ で,次 の こ と に注 意 す る こ と は興 味 深 い 。D～iv)の 式 でb=1の 場 合 には,各 モー一一ド

の出現 す るパ ラ メー ター領 域 の幅 は一 点 に縮 ま るぎ)特 にm=1の 時,πp .q(n,n+1)モ ー ド

の出現す るパ ラメー ・一の値は 詣 で与 え られ る9)(図 ・・)

これは平均発火率 の特殊な場合に相 当す る。 図11に 見 られ る数列は,フ ァレー数列 と呼ば

れる ものである。ここで縦の列 は,2つ のフィボ+ッ チ数列か ら作 った分数 にな っている。例

えば,中 央 と,そ れ か ら左側 の列 をみれば

2358

581321

で あ り,分 母,分 子 の各 々 は,Po=Pl=1と した時 の フ ィボ ナ ッチ数 列{Pn}で あ る。

こ の よ うに図11の フ ァ レー数 列 は,Po・Plを 適 当 に選 ん だ時 の"一 般 化 されfc'tフ ィボナッ

チ数 列 か ら全 て再構 成 され る。"一 般 化 され た"と は,Po=Pl=1の 時,

Pn=Pr1十Pn-2

で構成 され る数列 を普通 フ ィボナ ッチ数 列 と呼 んでいるが,(こ の時,一 般項 は

P_1、((1+而)・+L(1-・ 「s)・+1)n

～ズぢ22

である。)そ れ を一般 化 して初期値 を適 当に選べ るよ うに した時 の

Pn=Pn-1+Pn-2

か ら構成 され る数列 を問題にす るとい うこ とである。この時一般化 された フィボナッチ数列の

一般項 は
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、 ⑤
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1+k1十k
u●'.'●
'3+2kを1,==「i2下 「

⑤

藩

④

3

㊨

一一 ― ―一 ―一 → α

図11b・=1,m=1と し た 時 の 周 期 解 の パ ラ メ ー タ空 間aで の 分 布 。

α・=9の 位 置 で は,π(n,π+1)型 の 周 期 解 が,現 わ れ る こP
・9P+9

とを示 してい る。この図に現われる分数列は,フ ァレー数列 と呼ばれ

る。

Pn一 需((・S―1)P・+・Pi)(L;+yLVi5・n+1

-

,≒((・+V"S)P・ ―(1葡^)(!■eSL・n+1

となる。("一 般化 され た"フ ィボナ ッチ数列 が数学 で議論 されているか ど うか知 らない。だ

か らこの名称はここだけの話で ある。)

次 に,Po=Pl=1と し て

1)n

lim-

n→eo・Pn+2

を考 え てみ る。
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P
n21i

m=lim

n-'…Pπ.2。 → ・・

(1+・ 「s)・+1_(1― 布)・+12

(1+・E5)n+・ ―(1二 ・「s)n+・
22

一(1+」9)― ・

2

一歩

ここで・-L'～E5は 齢 ヒである.す なわち・先程の 嶋 書 尭 書 … の収

束値は"黄 金比 の逆数 の2乗"で 与 えられ る。

さらに,"一 般化 され た"フ ィボナ ッチ数列に対 して

Pn

lim

n→c・Pn+i

を計算 す る と(Po,Plを 有 限 と して)

limム ー(1砺)-i-■
。→..P。+i2τi

また,nを 固 定 して,P1→ ・。の極 限 を考 え る と,

Pτn+1+(-1)n+1T-(n'1)

lim-=

Pl→ ・eP。+iτ ・+i+1+(―1)n+t+1τ 一(・+i-1)

とな る。

従 って,B―Zカ オス の分岐構 造 の うち,長 周期(無 限大の周期)を もつ ものは,パ ラメー

ター空間に

⊥(i_2 .3,_),

τ`

τn+1+(-1)n+1τ 一(n"1)

(n=1,2,。 ・・,i=2,3.…)

τ・+i+1+(―1)n+z+1τ'(n+i"1)

のように黄金比 のべ きの関数 で,分 布 していることが分 る。

さて,今 までB-Zカ オスのハ ドソン達 の実験 を説明す る我々の理論 と,そ れか らの発展に
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つ いて述べてきた。同 じ流動系 のB-Z反 応 の実験 であるが,最 近,ビ ダル達 は,実 験条 件 を

少 し変 えて,ハ ドソン達 とは異 な る型 のカオスと分岐構 造 を発見 しているので次 に,そ れ につ

いて少 し検討 オる。

2-4流 動系 でのカオス と分 岐構造li

ビダル,ル ー,バ シュラル,ロ ッシ11)は,ハ ドソン達 と同種 の実験 を行 なった。実験条件 の

違 いは,擁 はん速度 の違い(ど ち らも空間的一様性 を十 分保 っている。)は 別 として温度 と硫

酸濃度 だ けである。 ともに水素 イオンは十分多量 にあるとしてよいな ら,問 題になるのは温度

の相違 だ けとなる。すなわち,ハ ドソン達は25QCで 実 験 を行 なったが,ビ ダル達 は39℃ で

行 なっている。測定方法は従来 のBr一 に敏感な電極 による電圧測定ではな く,Ce4+の 光吸 収

(3400A)で 行 なわれ た。 結果 は図12に 示す。 明 らかにハ ドソン達 とは異なる分岐構造 がみ

られ る。分岐 の様子 をまとめれば,次 のよ うになる。(流 れ の速度 を増加 させてい くと)

① ピー ク1コ の単純 リ ミ ッ ト ・サ イ クル(fi)

② 徐 々 に カオ テ ィ ック に な る。

③ 準周期 解(fi、 ノ2の2次 元 トv-一ラ ス)

④fi・f2の ロ ッキ ング(fi=3fo・f2=4fo)

⑤ 新 しい 周波 数%の 出 現 。

2種 類 の ロ ッキ ング状 態(6f6=f1・8f6=f2あ る い は・sf6=fi・7f6=f2)

⑥ 徐 々 に カ オテ ィック に な る。

この実 験 を説 明す る理 論 は ま だ与 え られ て い ない 。 しか し次 の事 が予測 され る。

1

2

② の ように徐 々にカオテ ィックになるのは間欠性 のはんえいだろ う。

fo④
か ら⑤ への移行 は,6f6=fi,8f6=f2の ロッキ ンゲ状態な ら,f6=了 とな り

2倍 周期 の分岐である。そ うす ると⑥ の"徐 々に"は 実 験精度 の問題 で観測にかから

なかっただけで,2nの 分岐 が集 積 してカオスに移行す る,く まで分岐 が起 っているの

か も知れない。

2の 予 測が正 しければ,① ～ ⑥ の分岐構造 は流体(ベ ナールの実験12))で も最近得 られて

い ることを考 えると,B-Z反 応 に限 らない一 般的な ものである可能性がでて くる。そ うす る

と,B-Z反 応 の具体的 な反応機構 によ らない一般的 な抽像か ら逆 に具体的 な反応機構へ の制

限が加 え られ,ま だ完全 には理解 され ていないB-Z反 応 の機構 の理 解 に役立つか も知れない。

この よ うな意味で もビダル達 の実験は注 目に値す る。 さらに ビダル達 は,彼 らの一変数 の実験

データ(κ とする)か ら
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上 はCe4+の 自己相関関数,下 はCe4+の パ ワー スペ ク トル。

1)～6)は,本 文 ① ～⑥ に対応 している。
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dxa2x

読'elt2

を計算 し

2

dx己α7
(x,_9_)
dtat2

の3次 元空間内での軌道 の様子 を示 した33)① ～ ⑥ の分岐構造 を全 て,絵 でみせて くれ ると

もっ と良かったのだが,残 念 なが ら① の リミッ ト・サイクル と⑥ のカオスだけである。カオ

スの絵 を図13に 示す。

x

罵璽

サ

図13図12の カ オ ス に 対 して.(x.毒,の 空 間 の 軌 道 図 。13)

こ の絵 をみ て,分 る こ とは,セ パ ラ トリッ クス が,存 在 してい る こ とで あ る。 これ は,サ ド

ル の存 在 を暗 示 し,我 々が前 か ら主 張 して い る6)'7)3定 常 状 態 が正 しい もの で あ るこ とを推 察

させ る。

以 上 見て きた よ うに流 れ系 で の カオス と,そ れに到 る分岐 の実験結 果は,大 変興 味深 い

もので あ り,ハ ドソン達 の結果 に対 して は,ほ ぼ理 論的 にも理解 された。ただ完全 な微分 方

程式模型はまだ模 索の段階である。最近,テ キサスのターナーが,ハ ドソンの結果 を説明 し得

る4変 数模型 を提 出 した と聞 くが14)詳 しい事 はまだ分 らない。
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2-5閉 じた系 で のB-Zカ オ ス

従来,流 動系 において のみカ オスが実験 にかかってい たが,最 近,静 岡 の長島によって閉 じ

た系 において もカオスが観測 されたま5)こ れは,あ る意味では驚 きであった。流れ系 の場合,

流れ を入れ ること自体が,新 しい定常状態 を生み だすの であ り,あ るパ ラメーターの領域 で,

この新 しい状態 と,も との状態 が,共 存す るな ら,中 間 に存在する不安定な状態(サ ドル)を

介 し,2つ の状態 に伴 う周期軌道 に相互作用が働 く。その結果,カ オスが生 み出 され る,と い

うのが我 々の考えであった『)従 って閉 じた系 で,本 来一つ の定 常状態 しか もたないB-Z反

応にヵオスが存在す るとい うのは,ま さに驚きだ ったのである。

しか し,長 島は,従 来 のセ リウムイオンの他 に鉄イオ ンも同時 に加え,適 当な条件下 で,カ

オスを発見 した。従 って長 島の実験 において も,鉄 イオ ンの導入 によ り,多 重定常状態が実現

され,そ の領域 で,カ オスが発見 された とすれば,少 な くとも我 々には理解 しやすい。以下,

長島の実験結果 を簡単にまとめ る。(鉄 イオン濃度 をπで表わす。)

①n=3～20×1『5Mの と き

初 め の100分 … 周 期 解

次 の300分 … カ オス(図14b)

そ の 後 … 周 期 解(初 め の もの と異 な る。)

②n〈3×10'"5Mの と き

初 め … 周期 解

そ の後 … マ ル チ ・ピー クを もつ周 期 解(図14a)

③n>2×10―4Mの と き

周 期 解 の み(図14c)

こ の 場 合 のカ オ ス の特徴 は,2ピ ー ク と3ピ ー クの振 動 の組 み 合 わせ よ りな り,ハ ドソン達

と近 い もの をみ て い る よ うで あ る。 この カ オス の ロー レ ンツ ・プ ロ ッ トは,図15の よ うに な

る。

この写像 に関す る研究 は,現 在長島によって行なわれている。 さらに一 つの驚 きは,鉄 イオ

ン濃度 ゼ ロの極 限でマルチ ・ピー クの周期解 が得 られていることである。流れ のない系 で,触

媒 として,セ リウムイ オンだけの場合,従 来,単 純 リミッ トサイ クル しか実験的 に得 られ てい

なかった し理論的 にも知 られ ていない。おそ らく原因 はBrO3― の濃度 に よる もの と思 われ る

が,閉 じた系の模型で,マ ルチ ピー クが出せれば,大 変興味深い。閉 じた系 にお ける実験 は,

現在 もひきつづ き長島によって行なわれているがカオスに関 して も周期解 に関 して も今 まで知

られ ていなか った現象 が,数 多 くとらえられ てお り,今 後 ますます楽 しみである。
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化学反応のカオスと関連する問題

§3酵 素反応のカオス

オルセ ンとダインは,ペ ル オキシダー-tfの酵素触媒の もとでのNADHの 酸 化反応 を,と りあ

っ か った96)'17)ペ ル オキ シ ダー ゼー オキ シ ダー ゼ反応 と呼ば れ るの は次 の よ うな もの である。

02十2YH2→2}120十2Y

この反応では5つ の異 なる形 をもつ酵素の うち,Compoud皿 と呼ばれ るものが重要 となる。

この反応で,特 徴的 なのは,2つ の異 なる自己触媒反応 が存在することである。つ まり,あ る

物質の高濃度 と低濃度 で,そ れ ぞれに働 く自己触媒反応 が異なっている。 自己触媒に帰依す る

2つ の分子X,Y(XとYの 自己触媒 の強 さは異なる。)と 酸素(02)とNADHの4変 数 か ら

なる模型 を作 るこ とができて,オ ルセ ンとダインは,彼 らが,実 験室で,み つ けた振動現象 を

説明す るこ とにほぼ成功 してい る。ここでは詳 しいこ とは,ふ れ ないで(別 の機会 にゆず ると

して)彼 らの得た実験結果 の絵 を挙げてお く(図16)。 分岐パ ラメー ターは,ペ ルオキシダ

ーゼの濃度 である。(図16a)→c)に 従い,低 濃度 になる。)多 重 ピークの振 動が得 られ

ているのが,特 徴的 である。

この酵素反応 には,他 に2つ の重要なパ ラメー ターが存在 する。 メチ レンブルー(以 下MB

と略記)と2,4― ジク ロ ロフ ェ ノール(以 下DCPと 略記)で ある。MBは 振 動を安 定化

する役 目を果 た しDCPは,反 応速度 を高める役 目を してお り持続振動 に必要な物質 である。

また,DCPの 追加によ り,酸 素による基質抑 制が存在 し得 な くな り(forwardinhibition

がな くなる。)bistabilityが 消去され る。

図16に もどる。

図16(d)は 彼 らが発見 したカ オスである37)大 きな振 幅の振 動の間 に小 さな振幅 がランダ

ムに入 り込んでい る。これはB-Z反 応 のハ ドソンや長 島の カオスに似た面 を もっている。酵

素反応 の場合,こ の ような特 徴的 な2つ の振幅(あ るい は,周 期)が 出現す る主な原因は,

quadraticbranchingが,反 応機構に存在す ることによる。具体的 には,先 程述べ たよ うに

2つ の異 なる自己触媒 反応が関与 しているとい うこ とで ある。この事 は,B-Zカ オスの完全

な微分方程式模型 を考 える時の ヒン トになるよ うに思 える。

図16(d)の カオスでは(a)～(c)の 周期 解 の時 と,い くつかのパラメー ターが異 なってい

る。MBとDCPは 約半分 の濃度 になってお り,ペ ル オキシダーゼは図16(a)の 濃度 よ り高

い。従って(a)～(d)は1パ ラメー ター族 の関数の連続変換 では得 られない。(力 学系の問題

としては,理 解 しに くくな る。)オ ルセ ンとダインはこのカオス を再現す る4変 数の微分方

程式模型 を提出 した」7)彼らは計算機 によってカオスを出 したがパラメーター領域 が狭い し,か な
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らず しも現実のパ ラメー ター変化に対応 していない。 しか もカ オスの性質 をぬ き出す仕 事は さ

れ てお らず,ま だ考 える余地が,十 分残 されている。

歴 史的 には,こ の酵 素 反応 は,最 初,横 田 と山 崎 に よ って 実験 が行 な われ た38)彼 ら の業 績

をた た えて,オ ル セ ン ・ダ イ ンは"Yamazaki-reaction"と 呼 ん でい る こ と をつ け加 え てお

く。

さて,こ のよ うな酵素 反応 を使 って,"カ オスの積極的役割"19)と い った ことが言 え な い

だろ うか?し っか りした事が言 えるようになるまでには,ま だ時間が少 しかかると思 うが,

"効率"と い う概念 を導入するこ とによ り
,カ オスが,実 際"役 に立つ"と い う事が,実 証 で

きれば,現 実的な問題に対するカオスの意義 が,認 められるこ とになる。 カオスの意義 として

は,統 計力学的な立場,20)'21)乱 流の素過程(流 体乱流22)や 光学系 での乱流23))と して,と ら

える立場,生 命現象 に目を向ける立 場24)等 が あると思 うが,こ こでは,最 後 の立場で,カ オ

スの意義 をみい出せ ないか,と い うこ とである。"効 率"の 概念 は最近,相 沢 によって,は じ

めて筋肉の模型 で論 じられているξ4)

生命 とは,直 接関係 のないB-Z反 応 の よ うな化 学反応で も反応効率 とい うこ とを問題 に し

たい と思 っているが,反 応効率 を定義す ることが,な かなか難 しい。 しか し,酵 素反応 の場合

この効率 とい う概念 が,か な り,は っき りして くるのである。すなわ ち,タ ー ンオーバー数 を

とれば よいCと 思 う)。 ターンオーバー数 とは,酵 素1分 子が,単 位時間に,ど れ だけの量の

生成物 を生み出せ るか とい う指標 であ り,こ の指標 が,定 常状態,周 期振動状 態,カ オス状態

で,ど のよ うな変化 をみせ るか調べ ることは興味深い(現 在,研 究中)。 力学系の問題 として

は,カ オスや分岐構造 を特徴づける指標 として,エ ン トロピー的な量(位 相 論的 エン トロピー

例えば20)参 照),リ アプ ノブ数(例 えば25)参 照)が 知 られてお り,ま た最近では,フ ラクタル次

元(ア トラクターに関 しては例 えば22),時 系列 に関 しては,例 えば26)参 照)を 導入す る動

きもある。このよ うな量は,カ オス とそれ に至る分岐構造 をか な りよく特徴づ けてお り,化 学

反応 の効率(例 えば ター ンオーバー数)か ら,せ めて リァプ ノ数 程度 の特徴 が,引 き出せれば,

大変お もしろい と思 っている。

§4フ ァイ ゲ ンバ ウムの 問題31)

2nの 分 岐(く まで分 岐)が お こ る時,n→ ・・で,あ る種 の 普遍 性 が,と り出 せ る。 最 初 に

この問 題 を論 じた の は フ ァイ ゲ ンバ ウム27)で あ るが,そ の後 コ レ,エ ックマ ン,ラ ンフ ォー ド皿

世,ル ユエ ル らの数 学 者 や数 理 物理 学 者 が,問 題 を精 密化 してい る38)'29)一 般 性 を失 な うこ

とな く変換gを1=[-1,1]に 制 限 で き る。 この時
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化学反応のカオスと関連する問題

1)gは 」上 のC3級 関 数 でg(-1)=y(1)か つ 上 に 凸(単 峰条 件)

2)9(x)=9(-x)(対 称 性)

3)x=Oの 近 傍 で,べ きがz

をみたす 変換gに 対 して,べ きzを 指定すればその範 囲で,gの 具体的 な形 によ らず,次 の よ

うな,変 換gに 普遍な量が存在す る37)

イ)最 も安 定 な2n周 期 解 を実 現 す るパ ラ メー ター をRnと す る。 この時

A
n一 λn_1

lim=δ

n→ 。.An+1-An

あ る い は

lim―2n-Ac【=limcδ 一n

γし→co7し →co

こ こで,A。 は2nの 集 積 点 での λの 値,・ はyに 依 存 す る パ ラメ ー ター で,δ は 同一 のzに 対

しては 全 て 同 じ値 を とる普遍 な 量 で あ り,フ ァイ ゲ ンバ ウム定 数 と呼ば れ て い る。例 えば,

z=2の 時 は,δ=4.669201609103… で あ る。

・)λ 一2
。"・'の9(2""1)と λ一2n+1で のy(2n)と は

y(2つ 一 α。9(2n)(x/α 。)

の ス ヶ一 ル 変換 の も とに同型 で あ る。(た だ し最 も安 定 な点 の近 傍 で)こ の時,ス ケー ル 因

子 α に対 して

limCtn=α=2.5029078750957… …(z=2の 時)

7L→oo

ハ)さ らに,n→ 。・で普遍 な関数y*(x)が 存在す る。この普遍な関数 のみたす関数方程式

は,

y*(x)=一 吻*(9*(x/α))

で あ る。

さ らに,デ リダ とポモ ー30)に よれ ば,1=2nの 時 の周 期 をT(λn)(T(Rn)=2n)と す れ

ば,

limT(2。)-limlλ 。-R。i"2

7L→con→DO

z=2の 時v2=-O.449807… が 成 り 立 つ 。
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す ぐ分 るように・ この臨界指数v2は,イ)で 定義 された臨界指数 δと

ln2
v2=「 語

のよ うな関係があ る。

フ ァイゲンバ ウムの重要な点は,カ オスに至る分岐の中でも典型的 な分岐 である,く まで分

岐 の集積点近傍(カ オス側の近傍は,こ の理論 には含まれ ていない)の 写像 の構造 は,臨 界現

象 における臨界点近傍 の様子 と類似 しているとい う事 を最初 に指摘 した点にある。この観点か

ら,フ ァイゲンバ ウムを一言 で言えば,次 の ようになる。

適当な,な め らか さをもった関数(た ぶ んC3ク ラスで十 分)を 仮定 した時,そ の関数 の最

大値近傍 の関数形 を指定すれば,他 の定義域 での関数 の形が,先 程の条件 のみたす限 り,い か

に,ひ ね くれ ていて も,多 数回,写 像す るうちに,そ のよ うな,ひ ね くれた所 は,洗 い流 され

結局,最 大値近傍の性質だけで決 まるよ うな普遍量 が存 在す る。この ように,フ ァイゲ ンバ ウ

ムの仕事はカオス研究 に一つの指針 を与 えた。

臨界現象の く りこみ群 による発展 を横 目で見 なが ら一次元写像の研究 を同様 に行な う事 はで

きるだろ う。 しか し,こ こではそこまでは立 ち入 らず,フ ァイゲンバ ウムの問題 を批 判的 に考

えることに したい。 ここで筆者 自身が,興 味 をもつ のは,先 に挙 げたB-Z反 応 のカオス との

関係 においてである。

B-・Z反 応で,フ ァイゲンバウムの問題 を考 えては どうか と指摘 して くれたのは,ス ウィニー

であるが,当 初我 々が考えていたの とは,か な り異なる結果になった。最近得た結果31)を 全

て,こ こで述べ るわけにはいかないが,要 点 だけ指摘 しておきたい。

最 初 に まず 一 つ二 つ 反省 してお くこ とが あ る。 フ ィゲ ンバ ウム の議 論 は,一 般 にy(x;λ)

;λf(x)の よ うに,分 岐 パ ラ メー ター を乗算 的 に取 っ て行 な われ て い る。 これ を加 算的y(x

;わ=∫(の+λ に とる と,ど うな る か。 この答 えは,以 下 に見 るよ うに,最 安定 点 で考 え る

の と分 岐点 で考 え る の とで異 な って くる。

ファイゲンバ ウムは,2nの 分岐点A nと2n+1の 分岐点An+1の 間 にある2n周 期解 が,最

も安 定になる点 ㌃ で,問 題 を論 じている。 しか し,現 実 の系で,こ の問題 を考 える時,分 岐

点Anで,全 ての量 を計算せ ざるを得 な くなる場合がある39)こ の時,無 反省 に,フ ァイゲン

バ ウムの理論 を使 ってよいか。 ファイゲンバ ウム自身,第2論 文 で,彼 の理論が分岐点で も使

える とい う事 を示 してい るが,論 理 に飛躍 があ り間違 ってい る。彼 は,オ ーダーの評価 と,級

数の収束性の問題 とを混同 している。従 って問題 は,ま ず,分 岐点 の列で,フ ァイゲンバ ゥム

が成 り立つ時 と成 り立たない時 を,明 らかにすることか らは じめなければな らない。
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実 際,数 学的 に は,収 束 す る区 間 列{In}と,収 束 す る数 列{IIπ1/げ π+1―}に 対 し,Pn∈

Inな る 点 か ら,新 た に構 成 され る区 間列{Pn.Pn+王}≡{ノn}の 中 で{1ノ.[/1/ n+,1}が 収

束 しな い ものや,振 動 す る もの は容 易 に作 れ る。

例1

11。1
=δ と す る 。1im

n→ ・・Iln+1―

In=[αn)bn]と し て,Pn,Pn+1を

1k―1
α・Pn::::Tln・ αn+1Pn+1=llIn+1

となるように選べば,

n→ ・・1.1'a÷il

k-1

1、m― ・。【-1、m・ql・1+II・+・D

n→ 。・1

T(ll・+,1+11・+・ ―)

(δ 十1)
=(k-1)

1
1十 一δ

=(k―1)δ(n;奇 数)

lim

π→ ・・ ―Jn+1―k-1

I」nl ― 」 ― δ (π;偶 数)

2周 期 解 を得 る。(Periodic-FeigenbaumConstantと 呼 ぶ こ とにす る。)た だ し

こ の新 た な列{ノn}は,2回 お きに 見れ ば,振 動 しない わ け だか ら,収 束 列 とな る。 こ

の時,も との列{In}と 収 束 先 は同 じで なけれ ば な らな い か ら,上 の2周 期 解 を一 般 化

した もの に対 し,次 の よ うな制 限 がつ く。す な わ ち,新 しい定数 δ1,δ2に 対 し,

V凧=δ は常 にみ た され な けれ ば な らない 。

一般 に ,上 と同様 の手 続 きで,π 周 期 解 を もっ フ ァイ ゲ ンバ ウ ム定 数 を作 る こ とが で

き るが,そ の 場合 も,そ れ ら δ1,…,δnの 幾 可 平 均 が,も との フ ァイ ゲ ンバ ウ ム定

数 に等 し くな らな けれ ば な らない 。す な わ ち

(nδi)1ん 一 δ

i二1

(こ の制限は上江 洌(ウ エズ)に よって注意 された)
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例2

点Pnを 例1の よ うに構 成 しな い で,で た らめ に各 区 聞 ノnに 分布 して ゆ く。 す る と,

新 しい フ ァイ ゲ ンバ ウム 定数 もで た らめに分布 し,極 限値 は存 在 しな い 。(Distributed-

FeigenbaumConstantと 呼 ぶ こ とに す る 。)こ の 時 は,も ち ろん,上 の よ うな

制限 は つ か ない 。

これ らは数学的 な例 であ り実際,上 の例 のような写像 が存 在す ること,フ ァイゲンバ ウムの

y*と どう関係す るか をみな くてはならないが,こ こでは次のことを述べ るに とどめる。

"最 安 定 点 の 列 か らは
,フ ァイゲ ンバ ウム定数 δが,求 ま るが,分 岐 点 の列 では,Distri-

buted-FeigenbaumConstantに な る例 が あ る。 こ の時,分 岐 パ ラメ ー ター を乗算 的(y

(即;λ)こ λ∫(∬))に 選 ぶ と分 岐 点 の列 か らで もき ちん とフ ァイ ゲ ンバ ゥム定 数 δが求 ま

るが,パ ラメー ター を加 算的(g(x;λ)=f(x)+λ)に 選 ぶ と分 岐 点 の列 か らは,Dis-

tributed-FeigenbaumConstantに な る。"

こ の よ うに分 岐 点 で δが求 ま るか ど うか は,分 岐 パ ラ メー ター の選 び方 に依 って い る。 あ る

関数 の ク ラス に対 して は,適 当 な線 形 の座 標 変換 で,y(x;わ=f(x)+λ を0(x;λ)=α

(λ)F(x)に す る こ とが出 来 る 。 この 時,a(わ に 対 して の フ ァイゲ ンバ ウム定数 は,α(λ)

に一 階 微分 可 能性 を要 求 すれ ば,や は りδにな る こ とは次 の よ うに 簡単 に示 せ る。

パ ラ メ ー タ ー λに 対 し て

2
n一 λn_1

lim=δ

n→ ・・Zn÷i一 λn

と す る 。 他 の パ ラ メ ー タ ー ゐ が あ っ て,λ の 関 数 に な っ て い る と す る 。(ゐ=ゐ(λ))

A。。≡limAn'b..ミlimbn

n→o◎7し →oo

と し て お く 。'

十 分 大 き な π に 対 し て

bn=b(R。.十A2n)た だ し ・ti2n=Rn―A.。

b。 一 ゐ(z..)+b'(λ..)・dλ 。+o(∠ λ2)

同様に

b。+1・=b(2。.)+bt(A..)・d2n+1+0(AR2)
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bn一 ゐザ1

1im

n→ ・・bn+1― ゐπ

乃(R..)+ガ(λ.。)∠ λπ一 乃(λ..)一 ゐ'(λ..)∠2n-1

=lim

n→ ・・ ゐ(λ..)+ガ(λ 。.)Aλn+1一 ゐ(λ..)一 ゐ'(λ.。)・ ∠2n

λ
π一2n_1

=lim-

n→..2n+1― λn

;δ

(村 上 によれば,一 階微分可能 性の条件は,も っと厳密 にす ることがで きるよ うであるが,あ

ま りに数学的になるのでここでは述 べない。上の条件 を求 める問題 を最初 に考 えたのは村 上で

ある。)

簡 単 な例 を一 つ 挙 げ てお こ う。

ロ ジス テ ィ ック方程 式(の 差 分系)jC
n+1=axn(1―xn)で,α を固定 し,加 算 的 な パ ラ メ

一 タ ー λ を い れ る
。

an+1=α 艦(1-Xn)十2

こ れ は 適 当 な 座 標 変 換 で,

Xn+1=at(λ)Xn(1―Xn)0<Ct(A)≦4

Ct(λ)==1― ト(α ―1)2+4α2

とす ることができる。(α は λに対 し,一 階微 分可能性 は保証 されてい る。)

この時,ず らし λは

(α 十2)(4一 α)
0≦ λ≦

4α

に 制 限 され る。簡 単 な計 算 よ り,

Rn―An-1

lim=δ

n→..2n+1-An

が示 せ る。 また,2nの 集 積 点 は,

λ。.一 ⊥[(。..― 、)・ ―(。 一 、)・]

4a
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で あ るこ ともす ぐ分 る。

a。.=3.5699456・ … であ るか ら, こ れ よ り λ..は,α を決 めれ ば次 の よ うな値 に なる 。

α=1― →2。 。;1.651155096・ 。・

a=2→ λ。。=0。700577548…

α=3→ λ。。=0.217051698…

α=3.5699456。 ・・ →2。 。=0

それ では,こ のよ うな変換 のできない場合にっいては,ど うだろ うか。一般 に分岐理論 を応

用すれば次の事 が示せる。

分岐点が,も との関数 ∫の変 曲点の近傍 に存在する時,分 岐点近傍 の リアプノブ数 の変化 は

そ うでない ノーマル な分岐 の時 よ り急 激になる。

この結果 は,フ ァイゲンバ ウム定数 に異常 を与 える可能性 を示す。一方,分 岐点が変曲点近

傍に存 在す るのは,加 算的なパラ メー ター を選 んだ方が,お こ りやす いことが,言 える。それ

では,加 算的なパ ラメー ターの選択 は,ど の程度,現 実的 であろ うか。一 般論 を述 べ るつ もり

はない。ただ §2で 述べたよ うに,B-Zカ オス と,そ れ に至 る分岐構 造は加算的 な,パ ラメ

ーターによって支配 されているのである。 このよ うなパ ラメー ターの選択 が,化 学反応 でどの

ような意味 をもつか厳密な事 はまだ言 えないが,少 な くともB-Zカ オス では,こ のパラ メー

ターの選択 は支配的 であるとい うことは確かな事実であ る。

このよ うに して残 る問題は次の2つ になる。

1.ノ ーマルな分岐の時,分 岐点の集積 す るところで,フ ァイゲンバ ウムのg*の よ うな普

遍な関数 をと り出す ことはできないか。

2.B-Zカ オスの分岐構造 に普遍 な量は存在するか。(自 己相似的 な量は と り出せ るこ とは

先 に述べた。)

まず,1.の 場 合,逓 減摂 動 法 を差分 系 に適 用 す る こ とに よ って,reductiveform

Ms+1=Ctn〃 ■s一βπ〃7量(1く απ〈2,β π>0)

が 導 け る。実 は,

απ → α・ βπ → β(n→QQ)
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とな り,係 数 まで 含 め て2nが 十 分集 積 した後 のreductiveformが 全 て 同一 に な る。 この係

数 α,β は,g*の 座 標 に よる微 分 と,パ ラ メー ター に よ る微 分 の固 定点 で の値 の 関数 に な っ

て い る。

もち ろん,こ こで のy*が フ ァイ ゲ ンバ ウム のy*と 同 一 で あ る保証 は ない 。 しか し ノー マ

ル な分岐 の 時 は両者 が一 致す る とい うこ とは,か な り確 か ら し く思 える。

次に2の 場合だが,§2で 述 べたよ うに分岐構造 は非常 に複雑 なものになる。(し かし,自

己相似性 とい う法則性 をぬき出す ことは出来た。)こ の場合,上 の意味で,普 遍 な量 を解析

的 に抜 き出す ことは,ま だできていないが,フ ァイゲンバ ウム(局 所的 である)と は違 って大

局的な π― 不変 な量 が存在す るとい う証拠 をつ かんでい る,と い うことだけ述 べてお く。

以上,ま とめる と次 の よ うに な る。

0:1.単 峰 条 件 が あ る。2.単 峰 条件 が な い。

A:分 岐 パ ラ メー ター の選 択

1.乗 算的2.加 算的

B:ど の点で問題 を論ずるか。

1.最 安 定点2.分 岐点

C:(B2の 場合)分 岐の仕方

1.ノ ー マ ル(パ ラ メー ター を分 岐 点 か ら εだ け変 化 させ る と振 幅 は ～reで 出 る。)

2.ア ブ ノーマ ル(振 幅 は一般 に ε1/紋 ん>2)で 出 る。)

・シュワル ツ条件*が み たされ る時

01〈Al〈B1す で に フ ァイ ゲ ンバ ウムや,他 の学 者 に よって な され て い る。

(01>02)〈(A1>A2)〈B2〈C1・ フ ァイ ゲ ンバ ウム と同 じ結 果 にな る。(証 明

は してい な いが十 分 確 か らしい 。)

そ して,ス ケー ル不 変 なreductiveformが 得 られ る 。

特 に,01〈A1〈B2〈C1は,く りこみ の手 法 が使 え る事 が,ヘ レマ ンに よ って示 さ

れ て い る30)

01〈A2〈(BIV(B2〈C1))01〈A1〈B1に 変 換 で きる 。

02〈A2〈B2〈C2一 フ ァイ ゲ ンバ ウム と異 な る結 果 を与 え る こ とが あ る。

・ シ・ワル ツ条件描(f'1ω)2-f・(・ 〉・"ge1'〉 ・ をい ・。 これ・・],みた ・れ ・な ・,任 意 の ・

に対 して ∫(η)@)(ア の π回写像)の 単調 な区間に変曲点 は高 々一個 しか存在 しない。
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distributedFeigenbaumに な る例 が ある 。理論 的 に もそ の 可能 性 は示 唆 され る .(理

論 的 に は,01で あ って もよい 。)

。シュワルツ条件 がみたされ ない時

B-Zカ オスの我々の模型 は,こ の例 になっている。B-Zの 場合 は2nの 分岐 がお こって

も2nと しては,集 積 せず,有 限で切れ る,と い う新 しい現象 を含んでいる。 これ は ∫ω

の単調 な区間に変 曲点が,2つ 以上存在す ることか ら説明できる。

この ようにB-Z反 応の場合は,そ もそも,2nが 集積 しないわ けだか ら,フ ァイゲンバ

ウム定数は存在 しない。 しか し,§2で 示 したよ うな 自己相似性 は存在す る し,ま た大局的

な π一不変な量 も存在 しているよ うであ る。

§5お わ りに

以上,化 学反応系のカオスと関連す る問題 の一部 を述 べて きた。化学反応系のカ オスとい って

も,こ こではB―Z反 応 と酵 素反応に限ったが,も ちろん他 に も興味深い反応系は多 く存在 す

る。それ らは,筆 者 自身 まだ研究 していない とい う理 由に よって,こ こでは述べなかったが最

近,解 糖 反応の ゴー ル ドベー ター,ル フェバー模型 を強制振動 させてカオスを出 した大同 ・富

田の仕事32)な ど生 物系 への カオスの役割 を考 える時,重 要 にな るのではないかと思 っている。

その他,化 学反応系 を強制振 動する仕 事 としては,富 田 ・甲斐 のブ ラ ッセ レー ター に関す る

仕事が あるま3)さ らにここでは空間的に一様 な場合 に話 を限ったが,拡 散 の入 った系 にも,お

も しろい現象 が,現 われ る。最近,蔵 本や,古 賀 ・蔵本によってこの方面の理 論が,お おいに

進んでいる34)こ れ らは,生 物系への応用 として も興味深い現象 を数 多 く含んでいる。

最後 の ファイ ゲンバ ウムの問題は,そ れ 自身 としては,今 後 どの よ うな発展 をす るかは,よ

く分 らないが,こ こで述ぺたB-Z反 応 の場合 の よ うに,現 実的 な問題 と関連 して くる と,お

もしろ くなる と思 う。ここでは述べなか ったが,フ ァイゲ ンバ ウム自身,パ ワースペ ク トル に

彼の理論 を応用 してお り35)実 験家 に刺激 を与えてい る。
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