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1 はじめに

ラムゼイ型定理は逆数学の文脈でよく調べられており，特に二次元ラ

ムゼイ定理の一階部分の強さが研究されている．なお本稿中で二次元ラ

ムゼイ定理や RT~,RT2 という語を使う場合，以下の主張あるいはその適

切な形式化を意味する．

Definition 1.1（二次元ラムゼイ定理）． 1．R闘とは次の主張である．

任意の f:[N]2 → {0,1} に対し，ある無限集合 H~N が存在し，

Im(!「[Hド）が単元集合となる．
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2. RT2とは次の主張である．任意の K及びf:[N]2→{0,1,...,k-1} 
に対し，ある無限集合 H~N が存在し， Im(! 「 [H]りが単元集合

となる．

二次元ラムゼイ定理の I1}部分に関する基本的かつ重要な結果として，

Cholak, Jockusch, Slaman [4]の結果がある．

Proposition 1.2 ([4]). 1. RTかWKL。+I羽は IEg上 I1}保存拡大で
ある，

2. RT鱈WKL0+I望は I望上 I1}保存拡大である．

R闘は RCA。上で B望を証明することから， RT~ の rri 部分は I胄
とB望の間にあるといえる． RT2のI1}部分が I胄と B胄の間にある

ことについても同様である． Slaman,Yokoyama [9]は更に， RT舛WKL。

がB望上rri保存拡大であることを示した．これにより， RT2のI1}部
分は B望であると特定された．講演者らは [9]とは異なるアプローチを

用い，証明の多項式変換に関する情報を付加する新証明を与えた．具体

的には，以下を示した．

Theorem 1.3.以下を満たす写像 <I>と多項式f①が存在する

1.任意の I1}文¢とその RT互WKL。における証明ぴ中に対し'<I>((J』
はゃの B望における証明である，

2.任意のI1}文ゃとその RT虹WKL。における証明。中に対し，ゆ（匹）I::; 
f叫叫）が成り立つ．ここで 1ヰは，証明 xに出現する記号の数で
ある．1

以降 Pとは ¥/X(0p(X)→ヨYap(X,Y)）という形の I1↓文であり， 0p
とapが算術的であるものとする． R仔や R諄はこの形であることに注

意せよ． Theorem1.3を示すために，強制翻訳(forcingtranslation)と強

制解釈(forcinginterpretation)について論ずる．それらの基本的なアイデ

アは [I]や [2]に基づく．実際には，次の補題を組み合わせる．

Lemma 1.4. B望が Pに対するぐ基底定理を証明するならば， B望

において RT互WKL。の強制解釈が存在し，それは多項式時間 I1}反映的
である．

1実際には，①自身が多項式時間手続きであることも示されるが，ここでは証明変換
に注目するためにこの形とした．
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Lemma 1.5. B賃は RT2に対するぐ基底定理を証明する．

講演では，これら二つの補題及びその証明について概観した．本稿で

はもう少し詳細な情報を補足する．

2 ＜ぐ基底定理と強制解釈

本節では Lemma1.4に関する議論を行うために必要な定義を導入する．

特に重要なものは≪2基底定理及び強制解釈に関するものである．以下
らは常に言語 {O,1, +, x, =, <, E｝を表すとし，本稿で出現する理論は
全て £2理論であるとする．

Definition 2.1. 1. X ≪ Zとは，任意の X再帰的な無限 0,1木が
Y再帰的な無限道を持つことをいう．

2. X ≪2 Zとは，任意の△贋X)無限 0,1木が△択Y)無限道を持つ
ことをいう．

3. p に対する ≪2基底定理とは，次の主張である． X ≪2 Z及び
0p(X)を満たす集合 x,zに対し，ある△イ集合 Y が存在し，
ap(X, Y)及び (X⑤Y)ぐ zを満たす．

4.△°-WkLとは次の主張である．任意の△［無限 0,1木が△［無限n 

道を持つ．

ぐ関係の重要な特徴づけに，以下の同値性がある．

Proposition 2.2.集合x,zに対し， WKL0+B賃(Z)上で以下は同値で
ある．

1. Xぐ z,

2. ある△収Z) 集合 W が存在し， W は X' を含む WKL~ のコード
化 wモデルをコードする．

また，△g-WKLとぐ関係は次の意味で重要な関わりを持つ．

Proposition 2.3. RCA~ 上で，以下は同値である．

1.△g-WKL, 
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2. vxヨY(Xくぐ Y). 

Definition 2.4（強制翻訳）．ら間の強制翻訳 T とは，以下の £2論理式

の集まりである．

z E Cond1r, zヨ1rz', z I旦x↓,z|卜;R（五）， Name~(x),Name以x).

ここで z| 卜;R（月）は各原子論理式 R 毎に定められているとし， Name~(i E 
{0,1}）は一変数述語である．2

Definition 2.5. 1rが Cond1r,:'.Sに1戸から成るら間の強制翻訳であると

する．ら論理式 z|ト7rX↓及び z|ト7rゃを以下で定める．

l. z|卜ぢ：⇔ Vu~zヨv ヨ u(v I戸 x↓)．

2. <p三R(x0,...,xい）のとき，

z |ト7r中：⇔ zE Cond1r八八i<kZ|ト7r叩↓八Vu竺zヨv竺u(v|卜;R（予））．

3. <p三<po/¥<p1のとき，

z |卜T ¢：⇔ z |ト7r<po/¥ z |卜T 切・

4. <p三<poV <p1のとき，

z |ト7r¢：⇔ Vu~zヨv ~u(z|ト1r <po V z|い<p1).

5. <p三方つ。のとき，

z |ト7r ゃ：⇔ Vu~ z,(u|ト7r<po). 

6. <p三<po→<p1のとき，
z |ト7r 中：⇔ Vu~ z(u|ト7r<po→ u |ト7r<p1). 

7. <p三Vx<po(x)のとき，

z |ト7r¢：⇔VuヨzVx(u|ト7rX↓ → u |ト1r<po(X)). 

8. <p三ヨx<po(x)のとき，

z |卜T ¢：⇔ Vu~zヨv~uヨx(v □4/¥ v |f-1r <po (X)). 

Definition 2.6（述語論理の強制解釈）． Tを£2理論， T をら間の強制

翻訳とする． Tが以下を全て証明するとき， T はTにおける述語論理の

強制解釈であるという．

2ここではら間の翻訳のみを取り扱ったが，もちろん他の言語に対しても定義可能

であり，それは通常の翻訳と同様である．
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1.ヨz(zE Cond1r), 

2. Vz E Cond1r(z主 z),

3. ¥/z,z',z" E Cond7r(z丸 Z'八Z'全 z"→zヨ7rz"), 

4. Vz E Cond旦z'~1r zヨx(z'I□x↓)， 
5. Vz E Cond立u(z|ト7ru↓ → z |ト1ru = u), 

6. Vz E Cond立u,v(z|ト1rU = V→ z |f--1rv=u), 

7. Vz E Cond1rVu, v, w(z|ト1rU = V(¥ z |ト1rv=w----+z|ト1ru = w). 

Definition 2. 7（理論の強制解釈）． T を理論 Tにおける述語論理の強制

解釈であるとする． T がTにおける理論 T'の強制翻訳であるとは，全

ての rpET'に対し TがVzE Cond1r(z|ト7r¢)を証明することをいう．

実用上は常に述語論理の強制解釈となる強制翻訳に興味があるため，

翻訳を定義する際に集合 Cond,Cond上の半順序ヨ，関係 1戸，集合

Name0,Namざを定めるという形を取ることが多い．

大雑把にいうと，強制解釈とは If-がクリプキ意味論を成す翻訳のこと

である．

3 ＜ぐ強制解釈

本節では， ≪2基底定理と関連が強い強制解釈を導入する．この強制解
釈は，＜く2基底定理が成り立つ Pのカノニカルな内部クリプキモデルを

与える．

Definition 3.1.強制翻訳尺2 を以下で定める．

1. Condは以下を満たす全ての組〈W,i〉である．

(1-1) W'はWを含む WKL。の codedw-modelである，

(1-2) iは自然数であり，［（W')i『EW'を満たす．

2. Cond上の半順序〈W,i〉竺〈V,j〉を (W')i三 (V')jで定める，

3. Name゚ ＝罠Name1= Condとする，
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4.戸を以下で定める．

(4-1)〈W,i〉|1--+V↓(v E Name0)は常に成り立つ，

(4-2)〈W,i〉|戸 cp(v)：⇔cp（町 (cpは一階の原子論理式），

(4-3)〈W,i〉|卜+〈V,j〉↓：⇔〈W,i〉ヨ〈V,j〉,

(4-4)〈W,i〉|卜+VE〈V,j〉↓：⇔〈W,i〉□〈V,j〉↓八VE(V'k 
条件(1-2)[(W')i『 EW' の意図するところは， ‘‘~g(w) 集合 W' が w

モデルをコードし，その i番目の要素が≪2w集合となる”である． ≪2
関係の特徴付け (Proposition2.2及び Proposition2.3)も参照せよ．

尺 2 は RCA0上で述語論理の強制解釈を与え，また次が成り立つ．

Theorem 3.2. 1. 1r≪2が Tにおける T'の強制解釈であり， T'が P

に対する ≪2を証明し，かつ Tが△!-WKLを証明するならば， T
は 11-11"~2 pを証明する．

2. RCA0+B望は II-1r≪2 B望を証明する．

3.尺 2 は△g-WKL+B望における RT鱈B望の強制解釈である．

4 その他の強制解釈

先の節では RT虹WKL+B望の△ふWKL+B望における強制解釈を
構成した．本来の目的である Lemma1.4を達成するためにはさらに，

△g-WKLをB望で解釈する必要がある．そのためにはさらに二種類の強

制解釈を用いるが，詳細は割愛する．一つ目は WKLの保存性証明の際

に標準的に用いられる treeforcingに基づいた翻訳で， Simpson,Simith 

[8]による WKL0の保存性証明の再構成である． treeforcingによる翻訳に

ついては例えば [1]や [5]にて言及がある．二つ目は Belanger[3]による

RCA0上の Jumpinversion theoremに基づいた強制翻訳である．基本的

なアイデアとしては，集合を 2階ジャンプが存在するものに制限するこ

とで，△g-WKLとWKLの間を埋めるというものである．

5 その他の応用

講演では別の応用も紹介した． PがVX(0p(X)→ヨYap(X,Y)）とい
う形の II~ 文であり， 0p が II~, apが IIりであるとき， Pをラムゼイ型
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叫文と呼ぶこととする．このとき， Fiori-Carones,Kolodziejczyk, Wong, 

Yokoyama [5]による超準2階算術モデルにおける同型定理の理論と内容

とこれまでの議論を組み合わせると以下が成り立つ．

Theorem 5.1. P をラムゼイ型叫文とし， I羽が P に対する <<2基底
定理を示すとする．このとき以下は同値である．

1. B喜が Pに対する <<2基底定理を示す，

2. P+WKL。+B胄は B望上 IIt保存拡大である，

3. P+WKL。+B望は B羽上 II}保存拡大である，

4. P+WKL。+B望は B羽上 IIi保存拡大であり，証明変換の多項式

時間アルゴリズムが存在する．

2次元ラムゼイの定理RT：はラムゼイ型叫文であるので，上記は以下

の未解決問題に新しい観点を与える．この問いは RT~ の一階部分につい

ての長年の未解決問題である．

Question 5.2. R諄＋WKL。は B胄上rri保存拡大か？

特に Kolodziejczyk,Wong, Yokoyama [7]により RT忙WKL。+BE]は
B羽上間保存拡大であり，証明変換の多項式時間アルゴリズムが存在

することが示されており，さらにLeHouerou, Patey, Yokoyama [6]によ

り， R闘＋WKL。+B望は B羽上 II~ 保存拡大であることが示されいる．
一方で，後者では II~ 保存拡大の際に rrg 保存拡大の時と同様の証明変換

の多項式時間アルゴリズムを構成することが難しいことが示唆されてい

る．上述の議論からは II~ 保存拡大の証明変換の多項式時間アルゴリズ

ムの非存在はQuestion5.2を否定的に解決することが分かる．
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