
Vオロジーの幾何学的研究-Ⅶ

レオロi7-の幾何学的研究-Ⅶ

一 熱 力 学 的 考 察 に つ い て -

東大工 池 田 恵

(10月 15日受理 )

§1 序

我々が今までのべてきた幾何学的考察においては,その方法論的拡張 として,

もっぱら数学的な意味での幾何学的拡張についてのみ考えてきたわけで ,接触

テンソJV解析的な拡張 ,1)ごi政 一SpaCe 的 な拡艶2)などを主 として扱 ってき
5)

た｡一方 ,これに対 して,既に聾者が別のところでものべた如 く, 純 物理的

な要請か らも当然なことであるが,熱力学的な考察 とい う拡張 も考えられなけ

ればならないわけである. つま り,我々が今までのべてきた一般的な変形論の

立場に温度を とり入れ ることを考えなければならない｡従来,高分子物性 をは

じめとす るレオ ロジ二的物性に とって,温度の影響は著 しい ものがあ り,例 え

ば,転移現象ば もちろんの こと,熟 レオ ロジー的単純性などの具体例が存在す

るO-口にいえは,時間と温度 とい う二つのパ ラメータをどの ように取入れて

い くか とい う方法帝的蘇張になるわけであ り,温度効果のあるレオ ロ57-的変

形場で,線塾粘弾性の範囲では熱 レオロジー的単純性が良 く知られているが ,

非線型効果については,その解析が正確に行なわれておらず ,その意味で は,

我 々の立場での熱力学的拡張は有効性を もつ といえる.

§2 レオノ-ム幾何学的考察の温度導入による方法論上の拡張について

前節ではこの間静を,時間 と湿度 という二つのパラメータを如何 にとり入れ

るか とい う間執 二還元 さや ることと記 したが,我々の立場 としては,従来どお

り,レオ ロギー的変形場を V オノーム幾何学によって把握する方針 をあ くまで

貫ぬきたい｡ 従って, (Ⅹ6 ,ち)- field.に温度 Tを導入するとど うなるか と

い う拡張を論ずることになるO
4),5)

さて,変形即座標変換 とい う把纏から,強ベク トル場の構成を考えてい くわ

けであるが,その座標変換が,従来 は,
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丘ⅩK- A賃(Ⅹ,七).dxt (2･1)

で規定されるところを,ここでは更に A言が温度 Tに も依存す るとして

d-ⅩN- A筈(Ⅹ,七;T)a-Ⅹ L (2･2)

に拡彊す るo但 し,この論文では,すべて強 ベク ト′レ及び強テンソ′レ畳を用い

て表現 してあることとする｡

(2･2)の#,定は,最 も一般的な形式であ り,我々の上記の要請を港 した形

.である｡よって (2･2)に基づいて,あ くまで tを独立変数に考えてい って,

従来磨 り雛ベ ク tt)早場を構成 してい くことを考えていけばよい ｡ この (Ⅹ,t;

T)rfield.における幾何学童については,形式的には全 く従来の レオ/-

ム幾何学的畳 と同様であ り,まず,計量は

伊ス応(Ⅹ･t;T) - AJlA;8)･i
で暮入され,共変徽分は

DXK- rlXだ+瑞 Xldx隼 11lNxldt

(2･5)

(2･4)

で導入されるO･但 し,もしtとTを ともに独立なパラメータとして explicit

に表わしていこうとするならぼ, (2･4)紘

雷XK- dXだ+ Fp頼 且Ⅹ〟+掌IExldt + 折 Id･T '2･5)

と考えてい く必要がある. (2･4)も (2･5)も以下の議論に於ては同一の形

式に帰着す る｡

(2･4)から共変微分商 としては

▽pxだ-∂〟ⅩK+lpGIXス

vtxぷ- rjtxK+ rlXx) ;

が定義され, (tL2p･5■)からは

-:-了 - i:I/ ∴-:.1:-,=_:-･:I.

∂
∂ = ー

〟 ∂Ⅹ〝 ,

Dt≡ ∂七+Ⅹ隼 ∂〟,

Ⅹ(llJL

-1口4-

- d,t
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芋t x ･6 -DtⅩ応+拳 スEx),
栄

▽TXK -DTXK + 蓄IEx l;

DT≡∂T+Ⅹ伽 ∂LL,Ⅹ伽 - 雲

(2･7)

が定義され, (2･5)揺 (2･4)を形式的に Tを明示的に蓑わした分だけ余分

な ものがつけ加わ った形にな;'てい ることがわかるから,-以下では もっぱら

(2･4), (2･6)に基づいた議論をすすめてい く占

(i)一空間は ,Euclid空隙 と同塾 と考えているから,各接続係数は

二~ ~ ∴ = _ 二 二

な る変換別に従 う｡ 叉,(2･6)によって定鼓 されるテンソ)V登は,

2〔▽ リ ▽p 〕 ⅩK-R;;芸Kx}- 2 S;去 l ▽スⅩ6,

2〔▽､Vp〕Ⅹ6-p去iKxl- 2q;l▽lXK

但 し 〔 〕は交代記号

な どが定義されるが, (2･8)の時 は,系の本質的特徴を表わす畳としては ,

適当な系 (E)の採用
る)17) により,いわゆる非ホ ロノーム対象 魚芸Aと.tB･lTlである

ことがいえる｡ 但 し,それらは
)

'fl芸ス エー F還 ス〕 〒l- Aで空也A 長〕 ,

fi芸 -- Il16--AでAIL

2),る),7)
i

(2･10)

で与えられるとするC 即ち, (Ⅹ,七∵T)- fi･e=16,を規定すべき基本量は

(ダIE,Ars'･.芸},fikl)であ り,各々が 七とT字パ ラメータとする量であること●

が ,従来 よりも形式的に拡張された形になってい るだけであるO

そこで,こ∵れらによる fiela-eq_ua,tionsその他を論ず ることは,全 く

従来の形式通 りに帰着 してしまうので,ここでは,も少し (2･2)の内容を吟

＼
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味 しようoARi(Ⅹ･七;T)の温度依存性が間藤 となるわけであるが,(2-8)

が成立つ以上, (K)-空間が遠隔平行性空間になってい ることを意味 し,この

ことは tとTの効果が独立にかさね合わきれるこrtを意味 し,従って,

A言(Ⅹ,ち;T)-α言(Ⅹ,t)pqK(X,T) (2･11)

の如 く分解され る. 但し (0)一空間は,従来の意味のVオノーム場,あるいは

レオロジー場そのものであ り,それに更に温度の効果がつけ加わって,ここで

い う (〝ト 空間が構成されると考えていることになる. 物理的には βKo(Ⅹ,T)

の桁退化が具体的な温度効果に相当して くる｡

そこで次に,温度をとり入れたレオ ロジー方程式を求めておちう. 基本的に

は,干ネルギー変分原型よ りの

6J'waX机 -./-〔O G18才ス〆 pニIp8 砿 +T'̂ 8g現 〕 dxdt- 0vx工 Ⅴ× 工 〟
(2･12)

に (2･11)を代入してい くこ壬によって計算されるo但 し･W=W (,gAぶ,

ti･･JpA,;三･ILtiEl)は単位体酸 ･単位時間当 りのエネルギー函数であ り,-(oガス,
〆､〟

/亮 Ap T ･.
4LI
H )はそれぞれの変形成分に抗する応力政分である｡ 叉 , a.R は 体

穐襲素であるo (2111)杏 (伊Ix,現 ),m芸)に代入し･それぞれの変分を
とって (2･12)に代入 し,更に部分顧分を行なって field-eq_S･を求める

と,

Sa;:UPI+qo も

●p- ∂ Fl ..P/i- ;.P
L 〟 l 一

一 〆 oP(a7∂paJoト T'iO(α:夷)-o (2･15)i,

･杵 o;l十g･lp- ∂高 スp- ip'1

･ p;スp (a言apapL) +T;A(a絹 )

- p;yp 鳥 ′- I;〟rv1-0 (2･14)

なる二つの方程式が得られるO (2･15)紘,我々が以前からVオロジー方程式

として採用 してきたもので ,(Ⅹ,Lt)-fie,ld な る変形場の応力方程式であ り,

(2･14)は温度効果の存在す る時の,その効果に伴 う応77方程式である.∵但 し,
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(2･15),(2･14)に登場す る各応力成分は, ノ

qfi≡ qPqaLSJ･i ; qPOL≡ 6応IPSP}O,
p.iPP≡ p;PPa言 ; p;pp≡ p;lpPbk声IP,LITI

I;p三 T;P α言 , T:P'亨 T:i poEpf
及び,

(2･15)

qfp 三 .oloaop ;old- 6lG p xOaqp ;aop三 a摘 ∂ji,

:!'{:I;:≡ :I_:･=t:t二j_1.3.

㍍ リ≡ T;リβpK

で定義されるO 今 ,最 も簡単に,かつ,明示的に β;の温度依存性を

(2･16)

βKO-TS: ,Ppl- T-18去 (2･.7)

とおくことにする と, (2･14)は

o;A. ofp - ∂高 毎 一告 β去Ip(∂ppnT)- I;i(prl'T)

･p;毎 (α;apaL)- pふyP(αfapαiL,)

･T; A (a言i; ) - T去り (α摘 )- o (2･1白)

に帰着 し,温度 Tが explici･tに介入して くる形に書き改められる. (2･16)

の各豊 について も (2･17)を代入することにより,

ofp - T OA尤8:aop ､

電 極 - T pK'Ap 8芸 ,

･●リ - T T'y8芸P A-

(2･19)

などとな り,温度 Tによる応力の均質化の行なわれ′ることが示されてい るC 幾

何学的には温度 Tとい うスカラー函数によって, (方)-空間か .I(o)一空間より

共形変換されて得 られることを意味 している｡
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(2･11),(2･14)及び (2･18)に於_ては, (Ⅹ,t)-field,を基本場と

考え･βlq(Ⅹ･T)の時間依存性を明示的に表わしてい ったが･それに対する
種々の議論を行なってい くところに,後速の時間一温度の相互作用態 とか,熱

レオロジー的単純性 とかを説明'することができる.

温度依存性の応力 o;スぁる 巨 は 叛 を本質的に支配するのは.,温度 Tと■ ▲

非ホ ロノーム対象 &'瑞 と頃 であ り,従 -て物質係数の温度依存値 の非線型
性 も当然の如.く帰粧されて くる｡熱力学的考察では,次節でのべるごとく,漢

率的要素 とい うのは,明らかに,Lエン トロピー的性格をもっている●わけで,し

かもそれが本質的に散逸系 としての性格を代表す ると考えられ るかち ,熱力学

的考察では必然的に損率が出現するといえる｡

聾何学的方法論上の拡張 として,時間 と温度の二つのパ ラメータが導入され

る限 り,その両者の相互転用は当然考えられ て然 るべきものであ り･A?(軍･
t;T)が,まず α言(Ⅹ･七)によ-て rheonomic-fielaが構成されるとし･

その上に,更に βoK(Ⅹ,T)が加わるべ く分解 されたわけだが,ここに aO- fiela
と PK-field_の二つの相互作用を来たすべき field.Sが存在す ろことにな

1),7),8)

る｡､.とい うこ とは,またもや .(K)一空間の分解に相当して くるこちになる.

このことを特徴的に

<

Aで(Ⅹ,t;T)-(aXi(Ⅹ･七),β苦(Ⅹ,T)) (2･20)

と表わす軌 時間 ･温度の相互作用 とい うのは (言)一空間と (倉)-空間との

混合成分によって表わされ,両 field_Sの開床を規定する量によって把達さ

れると考えられ る｡ (2･20)の形式は,既に何度ものべ たところであ.り,特徴

的な畳は Euler-Schouten曲率 テンソルであ り,

∧

ぷ●

了
ハ<
Le

●
I〃
●

(･<

H

H

<
ie
･-
βニ ▽-paつ,

芸･ ト (2･21)
1し
▽<だ･-βニ

によって定義されるo (21･21)が上記の相互作用のテンソルで奉 り,具体的に

はスペク'ト)Vの問題 とか･時間 ･温度交換性 とかを論ずるために用や､られるは

ずである｡
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§5 熱力学的考察について

前節の議論は,もっぱら幾何学的方法論上の問題点を考えたことになるOこ

れに対して,通常の熱力学的考察に対しても･我々としては (才ス応,fl芸ス,

f境)-fie'ld･を摘用 してみ る必要があろ うo
そこで,まず, (2･.12)における熱力学的応力-変形によるエネ}VギーWに

′､′
対 して,従来のレオノーム場での仕事函数を W とお くと,.

∂W - 8～W + 8a (熱力学第一法則)

TSS ≧ SCJu (熱力学第二法則)

(5･1)

とかけるo但 し,馴 ま 主leat- Su鈍 iyで QJ--∂K0-ぷ(q_kは yieat-flux),

Sはエン トロピーである｡ (5｡1)より

､ ∴ - ニー I ≡-二

とかけ,Vはいおゆる自由 エネ/レギー,､Uは熱力学的ポテンシャル ｡エネルギ
9),10)

ーである〇 ･SV と ∂U,管 (才拓 g鵜 ,紘 )及び Tを独立変数として その
変分をと り ,

∂s

･Ⅴ - (oK̂ ニ T菰 )鍾IE･(p告 J弼 ニ)鶴

･ (辛 T篇 )∂&-1･Kl- ⊥芸8T,
｢｢1

8U- 評 85lK･言･恒 略 言 ;18{L芸+芸 ∂Tだ

(5･5)

が成立つから,物理的に実現されるべき状鮭 としては, (5･2)の 6VT-Oが

成立たねばならないから,その時は,最 も簡単には

6応l+第 ㌧ T鼓 -0,

p告 言 K'lp ⊥ T最 -0,

-109-
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で･ス +7･ス _ T 且と =o
方 G

∂U ∂S

～ - T すす = 0∂T

∂fiEl '

とおけ,各応力成分がエン トロピー的寄与を うけることにな.り,熱力学的応力

(q〟ス,p;lp,I;チ)を レ オ ノ ー ム 場 的 応 力 (7再 ,言;lp,7N'ス)と-,ン ト
ロピー的成分 とに分解 してい ることになる｡

今 ,簡単のために, (5･5)杏,あ くまで レオノーム的特徴を抽出す るとい

う方針を貫ぬ くために,

Sv ≡ 誉K情 人K+嘗K18g-iJlK,

∂U ≡ 伊 6ダIK +言K18勘 応,

･了･:-一 十 -I:-:二 三 た 十･:-丁 .

三l:' '=1- ;･:千:-: /≡去 }･:--I

(5･5)

とお くことにす ると,改めて (2･12)の形式のエネルギー変分原理を摘用して

計算すると, ごiGld_- eqIS.としては,

∂Ali･. (誉 î.誉il)十 (評 +詔 l),+ (誓IE.～E}硯

_ (嘗il.主i且)=｡
′
/

1.l
tl
1
1
1｢

し但

一五

●Tむ
t

l∧

'■ハ

米
b

～t3

… 糾 A∴ 嘗iス三笠HIA三

- 伊 A乙 , 盲iJ≡ 盲E･lAヱ

■一■V
.IJ
gu
･J
r
<
A≡■1V

ヽノハ
A

(5･6)

を得 ･熱力学的 レオノーム場の応力方程式 として ! (2･14)あるいは (2･18)

よ りも,より具体的な形 よして求められる｡具体巌 二は,誉61 誉K㍉ ニついI

ての温度による変化 とか,時間的変化に伴 う (5･6)の変化とかを追求するこ
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とが考えら.れる一.1ゎとりはスカラー歯数で.,､濁 度の介入による直韓的な等方性

応力効果を表わし,幾何学的には平均化にノ相当する｡

変形場における温度の影響は,当然体積変形に現われ るわけで,例えは

con.stitt]tiveeqーS.tlし て .

oEl- E応Ipyグ叩 + FK悠 p r鳩 十GぷILynpy (5･7)

を仮定すると,我 々の観測の平均化操作によ り

-0-だユニ SGIpy夢yp +♂ lpy をyp (5･8)

などと把握され,一般化 Voigt一mod.elに帰着して くることになるが,

(2･12)杏 (5･5)あるいは (5･6)の形にまとめることは,あながち当を得

ていない とはいえ】ない面もある｡ /

通常,ノレオ ロジー的変形の熱力学的考察 として,数学的記述を厳密に行な ?
11)

ているもめ として,良 くひきあいに出されるのは,A.C.Eringen,B.D.
12)

coleman らのものがあるOこれらはいずれ も温度を独立変数 として取入れる

ことによる体系の数学的拡張の整理を行ない ,変換で不変な constitutive

eq_S.の形を求めん としているわけで,もっぱら数学的な函数論的考察が先行

している ｡ 物理的条件を数学的に厳密に規定せん として種々の prirl_Ciples

を採用して,我々の取扱いをよりmacroに平均化 した立場での観定条件を論

じていることになる ｡これらについては,物聾的実体が明確でないことと,そ

の数学的条件についての物理的吟味に欠けるうらみがある｡ 細かい点について

紘,長 くなるので,ここではふれない｡ 我々の場合にも, constitutive

eq8. として (轟 p'1㌦ ,rK'l)杏 (夢れ 矧 ,頃 )で (5･7)の形I E

式仁,表わすことにしてやって,それから isotropic化 とか平均化を行なうこ

とによって, (5･6), (5･8)の形式に帰着させ,物質係数についての議論な

どが可能になる｡

§4 熱 Vオロジ｣的単純性につや､て 三

前述の如 く,温度が介入 してきた時の稜々の様相の うち,物質係数について

良 く知られたものは,熱 レオ ロジー的単純性 といわれているものであるO これ
＼
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は緩和弾性率 (あるいは余効函数)の温度依存性 と時間依存性は互いに温度の
15)

みの函数できまる一定数をかけることによって変換できることをい う. つま

り,ある一定温度について得られた力学特性の時間 (周波数)依存性は,その

まま一定周波数における温度依存性を表わすことにな る.

(5･8)の形を,通常の如 く,

oKl(ち)主 J･wEK石川(もーS)
0

aPyp(sl

a_S

と表わす と,Eだスpy(t)の時間尺度を

e(七)-I- 3 (I)e" TdT
O

あるいは

e(七)=了 :hr(T) eJ/Ia(PriT)
･-∞

ds (4･1)

(4･?)

で変換したものが緩和スペクト)V H(I)- TF(I)であるO この (4･1)から

(4･2)の変換は一種の ラプラス(逮)交 換であ り,これを

ニー ∴ ~ _ - _ 二 一 二

とか くことにする｡ (I,T)の交換可能性 ,即ち

d_T- ¢(T.T)a_T (4･4)

なる関係が ,いわゆるWLFの式などで表わ されている換算因子 aTについて

の関係,

c l(T -lps) ′Tsは標準温度 ,
2･na･T=

(

C 2+ (T-Ts) Cl,C2 は定数

に相当す る｡ (4･2)と (4･4)より,

e(t)-fT-HT(T)e一% ¢(enT,T)dT
To

あるいは
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(4･5)

(4･6)



-2fT(t enT)a(ち)= Hrr(T)I

とかけ,

C2fT(七 伽 T)- eI
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｣
+yT 且 t/I 1 a_

= e
a_(enT) ¢(PnT T) aT

なる微分作用素ともみなされ る｡

あるいは,七一- I-の時間尺度変換がなされたスペグ TtJレの次元での

field_-eq_S.を想定すれば,その場での物質係数が スペク トルその ものであ

り.,その場での.(T,T)-の相互停年性を論ずるのが'熱 レオ ロジー的単線性で

あ る｡

幾何学的には,expli′C.itに (2･5)革び_(2･7)を用いることにして,

(t,T)の交換可能性を論ずれはよいわけであるが,熱 Yオ ロジ-的単純性が

成立する範韓では (4･4)が成立ち,形軍的には毛か Tかのどちらかに着 目し

ていれば よいから,従来の我 々の七に着 目した立場の議論を Tに着 目したもの

にす りかえることも可能 となる｡ しかし,それはあくまでも ¢(ち,T)の函数

形如何によるもので, (4･5)の如き形になれは話は容易になるが,一般には

その変換 自体が複雑であ り,いちがいに (t,T)の交換可能性が成立す るーこと

は期待で きないであろ うから,ごく特殊な場合のみに限 られた議論 とならざる

を得ない ｡

§5 結 び

この論文では,熱力学的考察 とはいえ,あ くまでも温度を とり入れることに

よる方法論的な拡張について考えて きた｡そ野際,レオ ノ-ム場 (Ⅹ,七)を基

本場 と考え,それに温度 Tが如何なる影響を及ぼすかについて,一般的に論 じ

てきたo レオロジーでの具体的間透 としては,熱 レオ ロジ-的単純性 しかとり

あげなか ったが,その他の興味ある問琴 も多 く存在す るので,いずれ今後の課

題 として,それらを,この論文の方針によって解析 していきたいと思 ってい る｡
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