
函数体上のボゴモロフ予想について

山木　壱彦　（京大理，学振〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　標数ρ≧◎の代数閉体大を固定して考えることとする．

　まず，記号を統一しておこう．Xで丸上の非特異射影曲面を，　YでA上の非特異射影
曲線を，∫：X→Yで種数g≧2の生成的滑らかな半安定曲線を表す．γの函数体を
κで表し，0で∫の生成ファイバーを表す．1日IMでPico（0）（π）上の標準的なネロン・

テートのペアリングから生じる半ノルムを表し，0（κ）のPico（0）（π）への埋め込みゴを

」（勾＝（2g－2）エーωcで定義する．各P∈Pico（0）（五）と各ア≧oに対し，

　　　　　　　　　　召・（P；・）・＝｛・∈c（互）｝iレ（灘）－Pl｛NT≦・｝

と置き，さらに

　　　　㊨｛一◎o　　　　　　　　　　　　　　　＃（Bo（P；08up｛r≧ol孝（．8c（P；r））＜oρ｝　それ以外，））　とき・

と置く．今回の話題は次の予想である、

予想1（E茄ective　Bogomolov’s　conjecture）．∫が被覆をとっても非自明（non－isotrivial）なら

ば，計算可能な正の数アoが存在して

　　　　　　　　　　　　　　　　　illf　　＿　rc（P）　≧　ro

　　　　　　　　　　　　　　　P∈店co（cxκ）

が成立する，

　この予想は，Pico（0）（π）の中では，半径がある一定の値より小さな球の中には曲線上の

点は有限個しか入らない，という非常に強いことを主張している．以下，この予想をE．B．C．
と略記することにする．E．B．C．は次の場合には森脇により解かれている．

（a）（［2D（chaτ㈹≧0）．∫の特異ファイバーが既約なとき．

（b）（｛3D（char（刈≧の．9＝2のとき．

（c）（［41，［5D（char㈲＝0）．∫の特異ファイバーが既約成分の樹形となっているとき．

　最近，著者によって次の結果が得られた．

定理1．1（｛81，［71）．ノ：X→γは先のような半安定曲線で，γの被覆をとっても非自明なも

のであると仮定する．

（1）char㈹＝0を仮定する．0が超楕円曲線ならば，∫は特異ファイバーを持ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　i】〔lf　　＿　rc（P）　≧　～／㌃

　　　　　　　　　　　　　　　Pぼico（C）（κ）

　　が成立する．ここでτoは次で与えられる正数である．

　D磁e：3amla巧1，200◎．
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　　（a）g＝3，4のとき，

　　　　（9－1）2

　ア◎＝　　　9（29÷1）

　　　・ピ』）＋署三D－』）＋杜＠一綱→

　　（b）g≧5のとき，

　　　（9－1）2

　rO＝　　　9（29＋1）

・

ピ』η÷［ξ1鋤　≠・』）＋竃砲一づ・

（2）んの標数は任意とする．g＝3で∫が滑らかでも超楕円的でもなければ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　8
　　　　　　　　　⊇ち、言，アc（P）≧面δ・（x／y）＋5δ・（x／y）

　　が成立する．

　定理1．∫にある碗（X／γ），烏（X／γ）について説明しよう．特異ファイバーXyの特異点P

に対し，タイプと呼ばれる整数を次のように定義する．面のPでの正規化Xy，pが連結な
らばPのタイプは0で定義する．そうでないときには，X碇の二つの連結成分の各算術種
数うちの小さいほうをPのタイプと定義する．δ輌（X∋でXyのタイプカ㍉の特異点の個数
を表しぷ戊（／γ）：＝Σlyぱδi（Xりと置く．

　∫が超楕円的のときには，超楕円対合↓が特異ファイバー石にも作用していて，しかも
石／〈↓〉は非特異有理曲線の樹形となる．そこで，タイプ0の特異点に対し次のようにして

サブタイプが定義される．タイプ0の特異点Pカ㍉で固定されているときにはPのサブタ
イプは0と定義する．そうでないときには，Pと↓（P）で正規化したXyW｛p）は二つの連結
成分を持つが，それらの算術種数うち，小さいほうをPのサブタイプと定義する．先程と
同様にξ」（Xy）でX，のサブタイプがゴの特異点の個数を表しξ」（X／γ）：＝Σy百ξゴ（Xy）と

置く．

　以下では，主にEB．C．の一つの証明方針を解説し，定理1．1については軽く触れる程度
になると恩、う．

　　　　　　　　　　　　　　2．E、8．C．へのアプローチ

　この節ではE．B．C．に迫るアイデアを解説する．その前にもう少し記号を用意しておこう．

　∫：X→yを前節の通りとする．∫の生成ファイバー上の直線束Lに対し，X上の直線
束£で生成ファイバー上では五となるものを五のXにおけるコンパクト化と呼ぶことと
する．π：y’→γが被覆，即ち非特異射影曲線Y’からγへの有限射であるとき，X’で
X×Yy’の極小特異点解消を表し，∫’：X’→γ’で自然に得られる射を表すこととする．な

お，ここでは断りなく直線束と因子を混同し，演算は加法的に＋で表すこととする、
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　X上の陛直線束乙と忽∈0（κ）に対し，Cに関する佑の高さを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（乙・△∂
　　　　　　　　　　　　　　　　ん乙（司・＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛κ（勾：司

で定義する、ここで△。は忽のXにおけるザリスキー閉包である．この高さ函数について，
次の補題が成り立つことに注意する．

補題2．1．deg（綱c）＞0かつ乙が了一ネフならば，任意のε＞0に対し，　C（π）の有限部分

集合5が存在して

　　　　　　　　　　　　　諜，＼坪＞2識「・

が成立する．

　まず∫が滑らかな場合について考えてみよう．Pico（0）（π）の二つの元L，　Mをとる．す
ると，1ζの有限次拡大体κ’が存在してL，．M∈Pico（の（κ’）とできる．γ’→γをκ’に

対応する被覆とし，∫’：X’→γ’を考える．X上でのL，　Mのコンパクト化をそれぞれ£，

ル1で表す．このとき，ネロン・テートのペアリングの定義より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
（1）　　　　　　　（ゐ胡澱＝一｛頁’、κ1（£ジM）

である．さて，Pico（0）（π）任意の点Pをとる．必要なら初めから十分大きな有限次拡大体

をとっておくことにより，P∈Pico（o）（κ’）であると仮定してよい．アをPのコンパクト

化とする．上補題を，Fを∫の閉ファイバーとして

　　　　　　　　　　　　£ご2－＋・アー（ωx’／y’＋ア　　29－2）2F

に適用して，上の（1）及び随伴公式を用いると次の系を得る．

系2．2．任意のε＞0に対し，C（π）の有限部分集合5が存在して

　　　　　　　　　　i亘　肋勾一P置丁〉（9－1）（嫉／γ・ωx／Y）一ξ

　　　　　　　　　ヱ∈c〈κ）＼s

が成立する．

　これから直ちに，（ωx／Y・ωx／γ）＞0ならば

　　　　　　　　　　　　inf　＿γ’o（P）≧　　（9－1）（ωx／Y・ωx／γ）

　　　　　　　　　　　P∈Pic（り（κ）

が成立することがわかる．今，∫は被覆を上げても非自明なので（ωx／γ・ωx／Y）≧12となり、

　　　　　　　　　　　　　　　i】〔1f　＿　rc（」））≧　　　12（9－1）

　　　　　　　　　　　　　P鎌）ic（CXκ）

が，つまり了が滑らかな場合についてE．B．C．が得られた．

　了が滑らかでない場合には，上の議論はそのままではうまくいかない．しかし，ネロン・

テートのペアリングが記述できてさらに随伴公式が成り立つようなペアリングが定義できれ
ば，滑らかな場合と同様の議論でうまくいくかもしれない．それが，次に説明する張によっ

て定義された許容ペアリングである．そして，許容ベアリングを定義するときに中心的な役

割を果たすのが特異ファイバ～の双対グラフ上のグリーン函数である．次の節ではそれにつ
いて簡単に述べるが，詳しくは図，［91を参照してほしい．
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　　　　　　　　　　　　　　3．許容ペアリングとE．B．C．

　Gを計量付きの連結なグラフとする．その定義については團に譲るが，我々の目的のた
めには，∫の特異ファイバーの双対グラフに各特異点に対応する辺の長さが1となるように
計量を入れたものを考えれば十分である．Gのルベーグ測度を∂mGで表し，　G上の区分的
滑らかな連続函数全体の集合をF（G）と表す．
　各9に対し，9≠㌔F（G）一→艮を

　　　　　　　　　　　　　　　　〆・φ吟∫φ鋼・

で定義する．また，P∈Gに対しδp（g）：．F（G）→聡を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ビ
　　　　　　　　　　　　　δ・（9）・φト・Σ。！聖。9’（・・∂φ㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1

で定義する．ここで，1はPから出ている枝の数，賜はぴP）＝0なる弧長パラメータで
ある．さらに，ラプラス作用素△を

　　　　　　　　　　　　　　　△（9）一一〆’一Σδ・（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P∈G

で定義する．Div（σ）：＝㊥蕨G　l趾とおく．

命題3．1（［9］）．deg（D）≠－2なる任意のD∈Div（G）に対し，唯一の超函数μD：F（G）→R

と唯一の函数gμD：G×G→Rが存在して次の性質を持つ．

（a）μD（1）＝1

（b）gμDは連続かつ第一成分と第二成分の入れ換えについて対称である．
（c）固定した各P∈Gに対し，△（9μD（只工））＝δP一μか

（旬固定した各P∈Gに対し，μo（ヨ棚く只勾）＝0．
（e）g初（D，司＋g勘（エ，司は¢についての函数として定数である．〈それを奪（G，D）とおく．）

　この函数gμDをDのグリーン函数と呼ぶ．これ使って許容ペアリングを定義しよう．
∫lX→γを半安定曲線とする．砺で特異ファイバー面の計量付き双対グラフを表し，
んでXyの全ての既約成分の集合を表す．各E∈んに対し，　u（E）で対応する動の点を
表すこととする．κy：＝Σ⊃礎∬〆ωx／γ・E）u（E）とおき，g〃をκ∂のグリーン函数とする．

X）1，D2∈Div（x）⑧］Rに対し，許容ペアリングを次で定義する．

　　　　輌い四）＋碁巳（D1・E）駒卿輌・が））

さらに，許容双対化層をづ／γ：＝ωxパーΣ挺yε（G釦K女）戸（めで定義する．すると，許容

ペァリングとω勤YはYの被覆をとるという基底変換と整合性を持ち，次の期待された性

質をもつこともわかる．

　　　　　　　　　　1
（1）（L・M）NT＝一 ［K’、κ］（£’M）・

②∫の全ての切断Bに対し・（ω文／Y＋B・B）・－o
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　また，滑らかな場合と同様に，X上のR直線束£とエ∈0（κ）に対し，許容ペアリング
で測った£に関する佑の高さを

　　　　　　　　　　　　　　　九鵬（・）「箸隷1

で定義すると，同様に次の補題が成り立つ．

補題3．2（［9D．　deg（均c）＞0かつ£が∫一ネフならば，任意の6＞0に対し，0（π）の有限

部分集合5が存在して

　　　　　　　　　　　　　躍）＼、ん2（・）＞2識）一・

が成立する．

　そして，上の（1），（2）に注意すれば，同様に次が得られる．

系3．3（［2｝，［9D．任意のε＞0に対し，0（π）の有限部分集合Sが存在して

　　　　　　　　　謡，＼、llゴ（勾一Pll；T〉（・－1）繊吻）　・

が成立する．

　これより（ω膓／ピωえ／γ）α〉◎ならば

　　　　　　　　　　。，P瓢、、π、「・（P）≧（・　1）（ω生・ジω膓・・）・

を得る．

　ここで，（Gyうκy）の許容定数をε（隅，κy）：＝2（2g－2）c（Gy，κ∋一頭鞠，K∋で定義す

ると，

　　　　　　　　　（ω集／。・ω膓／。）。一（ω・／・・ωx／・）一Σ・（G，，κ，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9∈γ
となる．従って，ぴxパ・ωx／y）を下から良く評価しε（G蒙x賀）を上から良く評価することが

できれば，E．B．C．に到達することができるであろう．実際にあらゆる偏極グラフの許容定
数を計算し，かつ（ωx／y・ωx／y）を十分良く下から評価することは，一般には難しいが，定

理L1の状況下ではそれがうまくできるので，結果が得られるのである．

　　　　　　　　　　　　　　　4．定理1．1について

　最後に，定理1．1のそれぞれに場合に，どのようにしてそれぞれ必要な量が計算されるか
を簡単に述べて終わりたい。∫は被覆をとっても非自明であると仮定する．

4．1，∫が超楕円曲線のとき．んの標数は0であるとする．このとき，［11によると，∫が被
覆をとっても非自明なので∫は滑らかでなく，（ωx／Y・ωx／y）はδ‘（X／y），ξ3（X／y）たちの

線型結合で表すことができる．従って，問題はε（傷，κ∋を計算することである．

　↓をCの超楕円対合とする．↓はアの各特異ファイバーXyにも作用しており，Xy／〈りは
射影曲線の樹形となっている．これに注意すると，三つ組み（碕，脳，のは，次に定義される

偏極半超楕円グラフになるようにLを（んに作用させることができる．
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定義4．1．連結なグラフGとD∈Div（G）及びGの自己同型↓の三つ組み（G，　D，↓）が次の
条件をみたすときに，それは偏極半超楕円グラフであると言う．

（1）↓2＝idG．

（2）L（D）＝D．

（3）G／〈⇒は単連結なグラフである．

　（［81ではもっと条件の強い偏極超楕円グラフのみ定義している．）偏極半超楕円グラフの

許容定数の計算は，グラフの1次の整係数ホモロジーの階数についての帰納法でうまくい
く．そして，許容定数をうまく上から抑えられ（ω隻／ピω象／γ）。を正の数で下から抑えられる

ことがわかる（［8D．

4，2．g＝3で非超楕円的のとき．各y∈γに対し，

　　　　　　　1・d伽）・＝1斑ぽh・為（C・k・・（52（∫・（ω・／・））→∫・（ω21。）），）

と定義する．ここで，52（∫。（ωx／v））は五（ωx／のの2次対称テンソル積である．今，∫は非

超楕円的なのでこの定義は意味を持つ．すると，簡単な計算で次のことがわかる．

命題4．2（回，［7D．上の状況下で，

　　　　　　　（ωx／・W・）－1（δ・（x／㌢）械（x／γ））さΣ興あ9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ蔓γ

が成立する．

　従って，Ind（∫，　y）を十分良く評価してやれば良く，それは∫。（ωx／γ）yの基底を適当に選ん

で計算される．一方，許容定数の計算については，本質的には2種類のグラフのそれを計算
すればよいことがわかり，それは手計算で可能である．そして，実際（ω；／γ・ωえ／y）。を正の

数で下から抑えられることがわかる（［7D．
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