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｢液体のダイナミックスと非平衡物理学｣

1 講義の目的と非平衡物理学の概観

本節の要点

本講義では､非平衡物理の事項のうち､久保公式と射影演算子を取り上げる｡ この講義を通し

て考えることが大事なことを理解してもらう｡ 特にどんな理論やモデルも､結果が合うことより

もなぜ合うかが大事なことを分かってもらうことが講義の目的の1つである｡

非平衡物理学に関しては統一的な原理はまだ分かっていないが､非平衡現象を考えるうえで時

間空間スケールの階層性が大事である｡ また非平衡物理の研究には､微視的なレベルからの理解

の方法と､確率過程等のモデル化の､2つの伝統的な流れがある｡ さらに最近は､熱揺らぎが問題

にならない現象や､積和しない現象の研究も盛んである｡

1.1 講義の目的

本講義の表面上の目的は､非平衡物理の理論のうち､(1)線形応答理論における久保公式 (§2)､

(2)射影演算子法 (§3)､を液体の動的現象と対応させて解説することである｡

そして真の目的は､考えることの重要性を理解してもらうことである｡

非平衡物理に限らず物理学一般に対する研究方法として､(1)実験､(2)計算機シミュレーショ

ン､(3)理論､の3つがある｡特に(3)の理論の役割は ｢考えること｣である｡モデルや近似があっ

た時､実験や計算機シミュレーションを良く再現するのが良いモデルや近似と言われる｡しかし､

大事なことは､『何故再現するか?』そして､その背後に隠れているものは何かを解明することで

ある｡

1.2 非平衡物理の階層性と統一原理

ここでは､物理現象の階層性と統一原理4について説明する｡ 平衡物理では､統一原理が各階層

毎に完成されている｡ まず微視的な階層における法則は古典力学 (量子力学)である｡ 中間的な階

層はカノニカル分布を中心とした統計力学で記述できる｡ これを更に巨視的なスケールで観る場

合､熱力学がこの階層の統一原理といえる｡

非平衡物理でも､微視的な法則は平衡物理と同じく古典力学 (量子力学)である｡ 中間的な階層

をとばして情報を落とした巨視的なスケールでは､流体力学や熱力学が統一原理である｡ しかし､

現在の非平衡物理学では､中間的な階層の統一原理が存在しない｡ この階層の現象に関する理論

はあるが､それらは対応する現象によって理論が異なっていて､統一原理とは言えない｡以下に

各階層の関係を表で表した｡

4(注):本講義では､｢芋づる式に全ての理論を導くことができる原理｣を統一原理と呼んでいる｡
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平衡系の物理 非平衡系の物理

微視的な法則 古典力学(量子力学)

1 l l

情報をおとす (粗視化)J カノニカル分布 (平衡分布) 統一原理わかっていない

統一原理

l l

巨視的なスケール 熱力学 流体力学､熱力学

1.3 様々な研究

非平衡物理学の研究については､主に1970年代くらいまでは､平衡状態に緩和する系の研究が

中心であった｡ その研究は大きく二つに分類できる｡ それは､(1)微視的な基礎付けにこだわる研

究､そしてもう一つが､(2)各々の現象の理解､である｡(2)はブラウン運動の理論から始まるも

のである｡ 以下にその歴史の一覧を示す5｡

( 1 ) (2)

1931オンサーガーの相反定理 1905アインシュタインの関係式1908ランジユバン方程式1940Kramersの研究

(線形応答の研究)

1951Calen-Weltonの揺動散逸定理 ､伊藤積分

1956久保公式

(射影演算子法)

1961Zwanzlg

1965森理論 (線形)

1973森 .藤坂 (非線形)(§3-3)

川崎 (非線形)(§3-3)

また､最近は平衡状態に緩和しない系の研究もさかんである｡ その他に､Prigoginによる非平

衡相転移の研究(1977年にノーベル賞を受賞)､散逸構造の研究､ブラウン運動による 仕̀事'の研

究､非平衡定常状態熱力学の研究などがある｡

5(注):一覧の中にあるブラウン運動を記述する基礎方程式として､ランジュバン方程式がある｡これは､ミクロな
溶媒分子中に溶けたマクロな溶質分子のブラウン運動を記述する確率的微分方程式である｡例えば一個の微小粒子が流

体から受けるランジュバン方程式はm(dv/dt)--Ev+F(i)と表されるOここで､溶質の質量をm､速度をV､抵抗
係数をEとしたoF(i)は粒子がそのまわりの多数の溶媒分子から受ける力の合力から平均の抵抗力 IEvを除いた部分
で､揺動力と呼ばれている｡この方程式は微小粒子の速度γに対して線形な微分方程式であるが､本講義では､この線

形ランジュバン方程式を一般化した非線形ランジュバン方程式や､川崎 ･Guntonの方法を紹介する｡
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｢液体のダイナミックスと非平衡物理学｣

2 線形応答理論と溶媒和ダイナミックス

2.1 溶媒和ダイナミックス

本節の要点

ここでは溶媒和ダイナミックスはどういう現象かを説明する｡ またこの現象を考える際に線形

応答理論すなわち､"久保公式"が大事な役割を果たすことを理解してもらう｡溶媒和ダイナミッ

クスとは､光などで溶質溶媒間の相互作用を変えた時の溶媒の動的反応である｡ この反応を分子

勤力学(moleculardynamics､MD)シミュレーション6で計算すると､ある規格化された登光のエ

ネルギーの時間変化と時間相関関数は一致することを示すことが出来る｡

2.1.1 どんな現象か?

光等で溶質を励起して溶媒一溶質間の相互作用を変えることにより､溶質の周りに形成される溶

媒が受けるポテンシャルを急激に変化させることができる｡ このポテンシャルの変化に対応して､

溶質の周りの溶媒は安定な構造に向かって緩和する｡溶質はその緩和の途中の時刻tに光を発し､

励起状態から基底状態に遷移する(図2.1.1参照)｡いま注目する観測量は､このとき発する沓光の

エネルギーE(i)である｡溶媒分子の動的応答に関する物理量はE(i)から求められる｡

2.1.2 応答関数と時間相関関数

蛍光スペクトルの振動数L,(i)は励起状態と基底状態のエネルギ一差E(i)に比例し､励起状態で

の溶媒和ダイナミックスにしたがって時間変化する. 溶質をt-0で光励起させたときのエネル

ギーの時間変化を追うために､光励起直後に1になるように規格化した関数S(i)を定義する｡ 関

数S(i)は､MDでは

S(i)=

と定義し､実験では

S(i)-

と定義する｡ また､以下のように相関関数､

C(i)-

E(i)-E(∞)

E(0)-E(∞)

hu(i)-hl/(∞)

hL/(0)-hl/(∞)

(AEo(i)AEo(0))
(AE.2(o))

(=

(2)

(3)

を定義する｡ ただし､Eo(i)を基底状態から見た励起状態のエネルギーとして､

△Eo(i)-Eo(i)-(Eo) (4)

6(注):MDシミュレーションを行なう際には､現象に対応する実験系に合うように､パラメータとアルゴリズムを
設定しなければならない｡本講義において､MDとは実験系の分子運動を古典力学に従うものとして数値計算する場合
を考えている｡その仮定のもとで､その系の溶質や溶媒の性質を示すパラメータを決定するために､原子が受ける溶質

や溶媒の電子状態が形成するポテンシャル(力場という)を電子状態理論を使って計算する｡そして､実験系の条件 (堤

度T､圧力V､分子数N､エネルギーE等が一定かどうか)､に合わせてアルゴリズム(NVT､NPT､orNET等が
一定)を指定する｡そして､上記の設定のもとでニュートンの運動方程式を数値計算して､各原子の座標や運動量を得

る｡MDの詳細は､｢コンピュータシミュレーションの基礎｣(岡崎進 著､化学同人)を参考にすると良い｡
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図 1:溶質を白い楕円､溶媒を灰色の楕円で

措いた溶媒和ダイナミックスの模式図｡溶

質が基底状態および励起状態にあるときに

溶媒の受けるポテンシャルを､それぞれ下

に凸の放物線gおよびeで表した｡各放物

線上の山型の曲線は､系の状態の分布を表

す｡溶質が基底状態にあるときの溶媒 (図

左下)に光 (エネルギーhL')が入射するこ

とによって､gとeのポテンシャルエネル

ギー差がhuである溶質だけが励起されて､

鋭いピークをもつ分布がポテンシャルe上

にできる｡ この瞬間は溶媒の配置は基底の

場合と変わらないが (図左上)､時間が経つ

につれて溶媒の配置は新しい安定状態 (図

右)へと緩和していく｡緩和の途中で発す

る蛍光のエネルギーE(i)の分布の時間変

化は､系の状態分布の時間変化を反映して

いる｡

と表した｡括弧 (･)は初期状態 (あとで示すように今の場合は溶質が基底にあるときの系の状態)

の分布に関する平均をとることを示す｡

以下では､MDの計算結果が､4つの仮定の下で､

C(i)-S(i) (5)

を満たすことを示す｡この関係式は久保公式から導出されるものである｡ 以下では久保公式の導

出を行なう｡

2.1.3 久保公式

久保公式は､応答関数と相関関数との関係を与える公式である｡系にかかる外場をf(i)とし7､

ミクロスケールの力学変数をX(i)とすると､久保公式の主張は次のように書ける :変数X(i)の

統計平均の時間変化は､

(X(i))-(Xo)+
./:∫α(i-t′)f(t')dt/ (6)

のように表される｡ ここで､平均括弧 (I)は外場がない系での統計平均を表す｡ただし､Xoは外

場がない時の力学変数である｡ 右辺の第二項の被積分関数に含まれる応答関数は､

α(i)--β(△Xo(i)△Xo(0)) (7)

7(注):本講義ノー トでは久保公式において､I(i)について "外場"という言葉を使っているが､一般的には "小さ
な(もしくは摂動的な)外力"と言われている｡また､本小節は講義の流れからいくと､前小節で溶媒和ダイナミックス
を例にしておきながら､久保公式の一般論を述べているので､読者には分りづらいかもしれない｡しかし､敢えてここ

では講義の雰囲気を本講義ノー トから味わってもらうために割愛せず残すことにした｡
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｢液体のダイナミックスと非平衡物理学｣

という関係を満たす.ただし､β--1/(kBT)､△Xo(i)-Xo(i)-(Xo)と定義した｡

これまでの研究から､久保公式から得られる式(5)がMDの計算でも成り立つことがわかって

いる｡ 強調すべき点は､MDの結果が久保公式に合う場合､何故合うかということを考えなけれ

ばならないということである｡ そのために久保公式の導出に踏み込んで考えるのである｡ すなわ

ち､ここではC(i)-S(i)を導き出し､何故MDの結果が久保公式に合うのかを理解してもらう｡

2.2 位相空間とリュービル方程式

本節の要点

まず出発点を明確にしよう｡それは､平均と時間相関関数を位相空間上の積分で表し､またリュ-

ビル演算子を導入し､物理量X(i)に関するリュ-ビル方程式を導出することである｡

本節では､MDの設定のもとで応答関数S(i)が久保公式をもとに計算した相関関数と一致する
ことを証明するのが目的である｡ ここでのMDの設定とは､｢古典力学に従う閉じた系｣という

ものである｡ 閉じた系というのは､考えている粒子以外の他の粒子とは相互作用していない系で

ある｡ 逆に言うと､相互作用している全ての粒子を考える､という意味である｡ したがって､時

間発展は今持っている情報だけで完全に計算できる8.物理量x は､全ての粒子の位置と運動量

(ql(i),Pl(i))の関数で書ける｡ さらに平均はt-0の初期の分布でとる｡ そしてX(i)に関する

リュ-ビル方程式の形式解Xp(i)-eLtxp(o)を導出する｡

2.2.1 位相空間

目的はMDの設定でのもとでの応答関数と､久保公式から導き出される相関関数との関係を導

きだすことである｡ まず､MDの設定に合わせて､力学の言葉で問題を明確にしておこう｡ 簡略化

のために位相空間の6Ⅳ個の変数を

(ql(i),Pl(i))≡(ql(i),- ,q3N(i),Pl(i),- ,P3N(i))

のようにまとめて表すことにする｡ すると物理量x は､

X-X((ql(i),Pl(i)))

(8)

(9)

と表される｡ あるいは簡単のため時刻Oの変数ql(0),pl(0)を単にql,Plと書くことにすると､時刻

tの物理量X は(ql,Pl)およびtのみで決まるから

X-X((ql,Pl),i)

と書くこともできる｡

(10)

8(注):また､閉じていない系というのは熱浴や粒子浴と接している系で､モデルによっては確率過程的な取扱が必
要となる｡

-363-



吉森 明

例えば溶媒和ダイナミックスにおける蛍光のエネルギーEは溶媒の位置変数(ql(i))を使って､

E - Vg((ql(i)))-Ve((ql(i)))

- E((ql(i))) (l l)

と表される｡ ここで溶質が基底状態および励起状態にあるときに溶媒がもつポテンシャルエネル

ギーをそれぞれVg､Veとした｡ただし､これらのポテンシャルエネルギーは運動量に依存しない

と仮定した｡

2.2.2 平均

まず､(E(i))をMDでどう計算するかが問題である｡ 以下ではその計算方法を示す0

初期条件としてt=0で溶質弓容蝶の相互作用を変えて (つまり溶質を励起状態にして)MDを

走らせる｡ その際に､まず 1つの軌道についてEl(i)を計算を行なう｡ そして､別の初期値から

E2(i)を計算を行なう｡ これを何度も繰り返しおこない､N個目の軌道EN(i)を得る. それらN

個の異なった初期値に対応する軌道を､

(瑚 )≡妄∑瑚 ) (12)u
の様にして平均をとる｡

次に解析的に取扱いやすいように平均値 (E(i))を位相空間上の変数で平均化する形式を示す｡

まず､E(i)はt-Oの初期状態で完全に決まるので､位相空間の変数を使って登光のエわレギー

E(i)を

E(i)-E((ql(i)))-E((qlI,i) (13)

のように表すことができる｡そして､系が励起状態のもとで時間発展したときのエネルギーをMD

で求め､それらの平均値を

(E(i))-
/
drE((ql),i)p(tql,Pl)) (14)

の様に表す.ただし､dr-口…≡…Ndqldplと定義した｡またp(tql,Pl))lま､溶質が基底状態にある

ときの定常分布関数である｡ この分布関数はqiがqi～qi十dqiかつ､piがpi～Pi+dpiにある確

率p((ql,Pl))drを与える関数である.

同様に溶質一溶媒の相互作用を変えずに (つまり基底状態のままで)初期値をいろいろ変えて平

均をとることで､相関関数 (△Eo(i)△Eo(0))を得ることができる｡ その相関関数を位相空間の積

分で表すと､

(△Eo(i)△Eo(0))-/drAEo((ql),i)AEo((ql))p((ql,Pl)) (15)

となる.ここで､基底状態で時間発展したときの登光のエネルギーをEo(tql),i)と書いて､△Eo(tql),i)

を△Eo((ql),i)-Eo((ql),tト (Eo)と定義した｡添字の0は､基底状態で時間発展したときの物

理量であることを表す｡
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2.2.3 リュービル演算子

ここでは蛍光のエネルギーE(i)-E((ql(i)))を一般的にX(i)-X((ql(i),PE(i)))として考える｡

物理量x(i)を時間微分すると､

ミ ニ T_ こ:
dql(i)∂X

r㌃ 両 市 +響 蒜

- L((ql(i),Pl(i)))X((ql(i),Pl(i))) (16)

となる｡ これをこの講義ではリュ-ビル方程式と呼ぶことにする9｡ ここで､リュ-ビル演算子を

L({ql(i,,- -写 〈響 志 十 等 志 〉 (17,

と定義した｡ただしLはql(i),Pl(i)だけで書けて､tを陽に含まないと仮定した｡この場合､リュ-

ビル方程式の解は形式的に

x(i)-etL((ql(0)･pl(0)))x(tql(0),pl(0)))

と表すことが出来る｡ 以下でその証明を行なう｡

【証明巨 任意の物理量Aに関するリュ-ビル方程式

些 =L((ql(i),Pl(i)))A((ql(i),Pl(i)))dt

から出発する｡ まず､A-X,i-0のとき

dX(0)
dt
-L((ql(0),pl(0)))X((qL(0),pl(0)))

となる｡次に､A=LX=k とするとt=0で､

d2x(o)
dt2 -L2((ql(0),pl(0)))X((ql(0),pl(0)))

となる｡ この操作を繰り返すことで､

dnX(0)
dtn
-Ln((ql(0),pl(0)))X((ql(0),pl(0)))

を得る｡

一方､X(i)をテーラー展開して上式を代入すると

x(i, - n裏芸警

- n裏芸Ln({ql(0,,pl(0)" ({ql(0,,pl(0)})
- exp[lL((ql(0),pl(0)))]X((ql(0),pl(0)))

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

9(注):他の文献にあたるときの便宜のため付記すると､古典系での式 (16)はふつうpoisson方程式と呼ばれる
Liouville方程式というときは､古典系で分布関数p(tql,Pl),i)の従う方程式のことを指すO

-365-



吉森 明

が得られる｡[証明終]
上記の結果から､式 (16)はk-L((ql,Pl))X((ql,Pl),i)と書きなおされ､L((ql(i),Pl(i)))を

用いる必要がない (ここで再びql(0)､pl(0)を単にql,Plと書いた)Oそこで､これ以降に用いる

リュ-ビル演算子は引数を(ql(i),Pl(i))ではなく(ql,Pl)とするのが便利であるのでそうする｡

2.3 久保公式の導出

本節の要点

本節では久保公式の導出とそれに必要な仮定を理解する｡繰り返すが､なぜMDの結果が久保公

式と合うのかを考える際には仮定を知ることが大事である｡ 久保公式では次の仮定が必要となる｡

仮定(1)外場はハミルトニアンに含まれる

仮定(2)外場は充分に小さい｡

仮定(3)外場をかける前の分布は､外場のない系での平衡状態の分布である｡

仮定 (4)平衡分布はカノニカルである｡

久保公式の導出にあたって､まず外場のある系のリュ-ビル演算子をあらわに書く｡そして森

公式 (34)を使って外場を摂動とみなした摂動展開を行なう｡

2.3.1 仮定の重要性

これまでに紹介したように､溶媒和ダイナミックスではS(i)-C(i)となることがMDの結果

として知られている｡ この結果は､久保公式にあう｡ 繰り返すが､その際に ｢結果が合うこと｣よ

りも ｢結果が何故合うかを考えること｣が重要なことを理解してもらいたい｡結果が合うことは

すなわち､久保公式の導出に必要な仮定がMDで満たされていることを示唆していると考えてよ

いだろう｡したがって､久保公式の四つの仮定について考えることが重要である｡

2.3.2 外場のある系の時間発展

久保公式の導出のために必要な仮定の一つめは､

仮定 (1):外場はハミルトニアンの中に含まれる

である｡ ここでは外場をf(i)として､ハミルトニアンが

H(i)-Ho((ql(i),Pl(i)))-X(tql(i)))I(i) (24)

とかける場合を考える｡ つまりここでは､物質の濃度勾配や温度勾配などの､ハミルトニアンの

中に書けない外場は扱わない｡

溶媒和ダイナミックスを例としてハミルトニアンを書いてみよう｡ 時刻 0で光が当たって溶質

が励起されたとすると､溶媒が溶質から受けるポテンシャルはtが負のときはVg((ql(i)))であり

tが正のときはVe((ql(i)))である｡ 負の時刻のときのハミルトニアンを式 (24)のHoとなるよう
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I(i)- 0,(t<0)

- 1,(t≧0)

H(i)

にとると､外場f(i)を

として

∑ 響 +vg((ql(tu)-EHql(i,))I(i,～

∑ 誓 .V(り～

となる｡ ここで

E((ql))- Vg((ql)ト Ve((ql))

V(i)- Vo((ql(i)))-E((ql(i)))f(i)

と定義し､Vo((ql(i)))≡Vg(tql(i)))とした｡

一般の場合に戻って､リュ-ビル演算子は

L -;(dli +pli)
なので､Xがipl)に依存しないことを使って､正準方程式10からリュ-ビル演算子は

L(i,-写〈莞孟一芸孟〉
弓 はi雷蓋い鍔 孟f(i,
= Lo((ql,Pl))+AL((ql,Pl))f(i)

(25)

(26)

(29)

(30)

と表される｡ ここでは､リュ-ビル演算子のうち外場に関与する項を△L(tql,Pl))と表した｡

次に森公式の導出を行なう｡ この公式は§3でも使う｡ まず､リュ-ビル演算子が以下のように

二つの演算子の和で､

L((ql,Pl))-Lo((ql,Pl))+Ll((ql,Pl))

U(i,t')- exp[L(i-t')]

uo(i,t′)- exp[Lo(i-t')]

U(i,o)-ltU(t',0)LIUo(i,t′)dt′+Uo(t,0)

(31)

(34)

と書ける時､

と定義すると､

10(注):41-∂H/∂pl,カもニ ー∂H/aqt(｢古典力学｣(ゴールドスタイン著)によるとHamiltonの正準方程式と呼ば
れている｡)
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のようにU(i,0)-exp[Lt]を分けることが出来る｡ここではこれを森公式と呼ぶことにする11｡

[証明]:演算子がLoとLlの和で表せるので､

dU(i,0)
dt -U(i,0)L-U(i,0)Lo+U(i,0)Ll

である｡ ここで､

X(i)- U(t,0)

f(i)- U(i,0)Ll

と置くと式 (35)は

k(i)-x(i)Lo+I(i)

となる｡ 初期条件としてX(0)-1であるから､

A(i)≡
.J̀U(t′,0)LIUo(i,l')dt′+Uo(i,0)

(35)

(38)

(39)

と定義して､A(i)-X(i)を示せば森公式(34)を証明したことになる｡したがって､上式をtで微

分すると,

A(i,-U(i,0,LIUo(i,申 ltU(i,,o)Ll孟Uo(i,t,,dt,･孟Uo(i,o) (40)
となり､また､

dUo(i,0)
dt

A(i)- U(i,0)Ll+
L tU

-Uo(i,0)Lo

(t',o)LIUo(i,i/)Lodt′+Uo(i,0)Lo

U(i,0)Ll+A(i)Lo-A(i)Lo+I(i)

であるから､

(41)

(42)

となる｡A(0)-1だからX(i)-A(i)であり､森公式(34)がなりたつことが証明された｡[証明終】

そこで演算子Lo,Llをそれぞれ､

Lo -Lo((ql,Pl))

Ll-AL((ql,Pl))

と場合を考えると､t<0の場合､

U(i,0)-Uo(i,0)-explLot]

となり､基底状態での運動を表す｡そしてt≧0の場合､森公式 (34)により､

U(i,0)-
./.-IU(t′,0)△LUo(i,t′)dt′+Uo(i,0)

の様に､基底状態の運動と外場の入った運動に分けて表すことが出来る｡

ll(注):一般化されたランジュバン方程式を森方程式あるいは森公式と呼ぶことがある｡
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2.3.3 摂動展開

以下ではt≧0の場合のみを考慮する｡ 外場がある場合の位相空間上で平均化された物理量X

の時間変化は､森公式(34)を使って､

(珊 )- /

- /

dFp((ql,Pl))X((ql,Pll,i)

drp((ql,Pl))U(i,0)X((ql,Pl))

(U(i,0)X((ql,Pll))=(U(i,0)X)

(Uo(i,0)X)+Lt(uo(t′,o)△LUo(i,t′)X)dt′+0(△L2)+- (47)

と表すことが出来る｡最後の式変形では､式(46)を再帰的に用いた｡

以上までは､リュ-ビル方程式を出発点として一切の近似を行なっていない｡ここで､

仮定(2):△Lは充分小さい

という仮定を用いて(X(i))について△Lの二次以上のオーダーの項を無視する｡ すると､

(X(i))-(Uo(i,0)X)+ (Uo(l′,0)△LUo(i,t')X)dt′ (48)

と表される｡

更に､

仮定(3):p((ql,Pl))はf(i)-Oの暗(i<0､(基底状態))の平衡分布

という仮定をする｡ この仮定により､溶質が基底状態にあるときの平衡分布での平均をとって

いるから､基底状態で時間発展する任意の物理量Ao(i)-Ao(tql,Pl),i)-Uo(i,0)Aの平均値は

時間変化しない｡すなわち､

(Ao(i))-(Uo(i,0)A)-(A)

となる｡これを使うと､

(Uo(i,0)X)-(X)

である｡ また､A-△LUo(i,t′)Xと置けば､

(Uo(i/,o)△LUo(i,t′)X)-(△LUo(i,t')X)

と表すことが出来る｡ さらに､Uo(i,t′)-exp【Lo(ト t')]-Uo(i-t′)とかくと

(X(i))-(X)+
-(X)+

dt′(△LUo(i-t')X)

dt'(ALXo(i-t'))

(49)

(50)

(51)

(52)
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となる｡

さらに､上式の右辺第二項の被積分関数を､位相空間上の積分で表記すると､

(△LXo(i))-
であり､△Lはその定義 (30)から､

drp((ql,Pl))△LXo(i)

△エ-∑
l
aX a

aqlapt

(53)

(54)

である｡ そこでplについて部分積分すると､lpll-∞ ではp(tql,Pl))-0であること､Xが(pl)

に依存しないことを用いると

〈△LXo't'〉 - Udql,kgldpkdqklp({ql,Pl｡g Xo(t,]三,'≡IJ /dr鍔 gxo(i,
-/dr鍔 芸xo(i,

となる｡

そして､最後の仮定として

仮定(4):pはカノニカル分布(p∝expトβHo])

を用いる｡ 特にマクスウェル分布の場合 p∝expトβ∑lP?/2ml]p((ql))となるので､

∂β
- ニーβ旦p--β41P
apl mI

であるから,

鍔 芸--∑PdlP芸-功 女～
となる｡X-X(0)-Xoなので､結局 (△LXo(i))は

(△LXo(i))- /dr(-PpX)Xo(i)
β(XoXo(i))

(55)

(56)

(57)

(58)

と表すことが出来る｡

ここで､平衡分布では(Xo(i)Xo(0))-(Xo(i+to)Xo(to))が成り立つ｡したがって､両辺をto
で微分すると

(ko(i+i.)x.(to))+(x.(i+i.)ko(i.))-o (59)

である｡今考えている状況は､t≧0の場合である｡ ここでt0-0と置き､更に外場はf(i)-1で

あるから､式 (52)の右辺第二項の被積分関数である式 (58)を用いて､§2.1.3で述べた式 (6)内の

応答関数α(i)とを比べると

α(i)-β(Xo(i)Xo(0))ニーβ(Xo(i)Xo(0))
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という関係式を得ることが出来る｡ これは久保公式である｡

S(i)-C(i)を示す｡式 (52)の第二項は

(△LXo(i-i/))dt′ニ ーβ
./:∫(ko(i-t′)xo(o))dl'--β
-βくくxo(i)x｡(o)ド (Xo2(o)))

-βくく△x｡(i)△x.(o))-(△xo2))

(i.(T)Xo(0))dT

(61)

となる｡ ただし､T-i-t′,Xo(i)-△Xo(i)+(Xo)としたのでく△Xo)-(△Xo(i))-0である｡
したがって､平均化物理量(x)の時間変化は､四つの仮定の下で､

(x(i))-(Xト βくく△Xo(i)△Xo(0)ド (△Xo2))

と表すことが出来る｡

そこで､励起状態のダイナミックスから

S(i)-(X(i))-(X(∞))
(X(0))-(X(∞))

を求めると､

となるので､

(62)

(63)

(X(i))-(X(∞))--βくく△Xo(i)△Xo(0))-(△Xo(∞)△Xo(0))) (64)

S(i)-
(AXo(i)AXo(0))

(AX.2)
-C(i)

となり､基底状態のダイナミックスから得られる相関関数で表すことが出来た｡

(65)

2.4 まとめ

本節の要点

以上のように､S(i)-C(i)を久保公式を用いて示すことが出来たが､実は､§213で説明した4

つの他に､系は古典力学に従うという仮定 (これを(o)とする)をしていた｡溶媒和ダイナミック

スのMDでは､その設定と3つの仮定(1)､(3)､(4)は完全に満たしている｡ 仮定(2)については､

満たされているかどうかは自明でなく､溶質と溶媒の相互作用の大きさが関係している｡ 以上の

ようにして､系のダイナミクスの理解をより深めることが出来ること､を解ってもらいたい｡ま

た､小さい溶質の場合になると久保公式とMDによる計算との間に系統的なずれがある｡ そのず

れに対しては､別の理論が必要である｡ それが動的密度汎関数法で､§3でその一般論として運動

論的スケールの基礎方程式を扱う｡
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2.4.1 仮定

久保公式の導出にあたり､

(o)時間発展は古典力学に従う

という仮定の前提のもとに､以下の四つの仮定を用いた｡

(1)外場はハミルトニアンに含まれる｡

(2)△Lは小

(3)βは外場が無いとき(拍)-0)の平衡分布

(4)βはカノニカル分布

ただし仮定 (o)は拡張可能で､量子力学でも､ハミルトン系でなくても､決定論でなく(つまり

確率過程)でもよい｡

2.4.2 分子動力学法との比較

図2に示すように､MDにおいてはS(i)-C(i)という関係が非常によく成り立っている｡ しか

し､合うことよりも"何故合うか?"が大事である｡ すなわち､MDで久保公式の仮定がどれくら

い満たされているかという疑問から､現象の深い理解をすることができる｡
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図 2:文献 Brown,R.,J.Chem.Phys.,
vol.102,(1995),p.9059-9068.より引用､

この図ではS(i)とC(i)の定義が逆になっ

ている｡ この論文では溶媒をメタノールと

して､溶質をAMBOという六貞環が二つ

並んだような構造の分子を溶かした場合の

溶媒和ダイナミックスを､MDシミュレー
ションによって解析した結果である｡ この

図は､溶質AMBOを励起させてからの応

答関数C(i)をMDの結果から計算し､それ
とともに､線形応答近似 (Linearresponse

approximation)を用いて相関関数 S(i)を
計算し比較したものである｡ 図から明らか

なように､C(i)-S(i)が非常に良く成り

立っていることがわかる｡

0 1 2 3 4 5
TtME(ps)

MDにおいてはハミルトニアンに外場を含めており､また初期条件として外場の無いカノニカ
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ル分布を満たす平衡状態をサンプリングしている｡ したがって､仮定(0)(1)(3)(4)の適用可能性は

自明である｡ しかし､このMDにおいて仮定 (2)が満たされているかどうかは不明である｡ とこ

ろが､久保公式を使ってS(i)とC(i)を計算すると､S(i)-C(i)となる｡ したがって､このこと

から仮定(2)も満たされていると考えるのが自然である｡ すなわち､この系は ｢溶質と溶媒の相互

作用が弱い｣ということを満たしていることを示している｡以上のようにして､シミュレーショ

ンの結果を久保公式を比較することで現象の理解が深まるのである｡

実際､溶質と溶媒の相互作用については､多くの研究がなされている｡ ここでは､溶質の大き

さに注目しよう｡ 溶質が大きい場合､多くのMDでは久保公式が成り立っていて応答関数と相関

関数が良く一致している｡ しかし､小さい溶質については､久保公式からの系統的なずれが示さ

れている｡これは､溶質と溶媒の相互作用という観点から理解しやすい｡電気的な相互作用を考

えると､大まかに言って､溶質の中心に電荷が集中しているから､溶質が大きい方が相互作用が

弱い｡

以上のように､溶質が小さい場合は､相互作用が大きくなるために久保公式の仮定を満たさな

いことから､C(i)-S(i)が成り立たなくなるO そのような場合のMDは､様々な溶質と溶媒の級

み合わせで同様の傾向を示している｡これを､具体的に式で書くと

Soー1(i)>Slー0(i), So→1(i)>Co(i), C1(i)>Co(i) (66)

と表される｡ ここで､So→1(i)は､溶質が始め中性で､終状態がイオンや双極子のように電荷分布

に偏りがある場合の応答関数である｡Slー0(i)は､その道で電荷分布に偏りがある状態から中性の

状態に変化させた時の応答関数である｡ 上記二つの応答関数は､各々(1)式を参照して､各々の過

程に合わせて定義したものである｡Cl(i)とco(i)は､溶質が電荷分布に偏 りがある場合と､中性

の時の時間相関関数 (3)式であり､各々の過程に合わせて(応答関数と同様に)定義が異なる｡ 特

に(3)式の平均は平衡状態でとるので､溶質の状態によって原理的には2つの関数が定義されるこ

とになる｡ ただし､久保公式が成り立っている場合は､この4つの関数は完全に一致する｡ とこ

ろが､溶質が小さい場合には(66)式で表したような系統的なずれがある｡(66)式は､溶質を光励

起直後2ps経った時のそれぞれの関数の値の大小関係を表していて､大きい方が遅いことを示す｡

これが､何によるものか､どういう物理的な背景があるのかを調べるのには､もちろん､久保公式

は使えない｡線形応答を超える方法が必要である｡ それが動的密度汎関数法で､次の節では､そ

れの一般論である運動論的スケールの基礎方程式を説明する｡
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3 運動論的スケールの基礎方程式と射影演算子法

3.1 運動論的スケールの基礎方程式

本節の要点

非平衡現象は､時間空間スケールにより基礎方程式が異なる｡特に､微視的スケールと巨視的

スケールの間の運動論的スケールと呼ばれる領域での基礎方程式はまだ確立 していない｡本節で

は二種類の自由エネルギーと､それを使った非平衡現象を表す方程式の形を理解することを目的

とする｡

二種類の自由エネルギーとは､(i)デルタ関数で位相空間を制限してつ くる､(ii)外場をかけて

欲 しい平均値を無理や り制限 してつ くる､というものである｡ また本節では動的密度汎関数のか

わりに1変数の方程式を射影演算子法で導 くことにする｡§3-2は練習で､§3-3が本番である｡

3.1.1 運動論的スケールの方程式

§1で述べたように､時間空間スケールによって現象を記述す "基礎方程式"が異なる｡ おさら

いすると､最も微視的なスケールでは分子間力をすべてあらわに考えたリュ-ビル方程式 (16)を

もとにすれば良 く､一方､最も巨視的なスケールでは､流体力学方程式等が非平衡物理の基礎方

程式となる｡ 上記二つの間のスケールを運動論的スケールと呼ぶ｡この道勅諭的スケールの非平

衡系の基礎方程式はまだ確立されていない｡現在その候補の一つとして挙げられるのが "動的密

度汎関数法"(TimeDependentDensityFunctionalMethod､略 してTDDFM)である｡ ここで

"-理論"と呼ばずに敢えて "-演"と呼んでいるのは､末だ完全に運動論的スケールの基礎方程

式として確立されていないためである｡ TDDFMを用いると､久保公式からの系統的なずれを生

じるMDの結果もよく説明できることが分かっている｡ その方程式は､時間変化が遅い物理量を

3-i((ql(i),Pl(i)))とし､i((ql(i),Pl(i))の平均をS(i)とすると

dS(i)
dt --D M(S)誓 (67)

と表される｡F(S)は自由エネルギーである｡Sとして密度関数をとると動的密度汎関数法になる

(ただし､上式は 1変数表示で一般的なものではない)0

3.1.2 自由エネルギー

運動論的スケールの方程式を導出する前に､二種類の自由エネルギーを定義する｡

一つめの自由エネルギーは

Ed(S)ニーkBTln(6(i-S))

と定義する｡ここで､(6(i-S))は､

(6(S-S))-dIIpeq((ql,Pl))6(S((ql,Pl))-S)
- 37 4 -
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のように定義されている｡これは図3に示したように､平衡状態の分布関数peqを､i((ql,Pl))-S

を満たす位相空間の等高線上において足しあげたものである｡ すなわち､物理量S((ql,Pl))の値

ql

q2

図 3:位相空間上のS((ql,Pl))-Sを満たす等高線

がSになる状態だけで構成した分配関数から自由エネルギーを定義したものと考えてよい｡

二つめの自由エネルギーは､まず物理量Sが

S-(S)ll-
(Se一入S)
(e一入含)

(70)

を満たすように入-A(S)を決める12｡そのようにして決めた入(S)を用いて､自由エネルギーを

F(S)≡i(A(S))-kBT入(S)S (71)

と定義する｡ ただし､i(A)は

f(A)ニーkBTln(e~入S) (72)

と表される｡ これは､図4のように物理量葺が､位相空間内で含((ql,Pl))-Sの等高線上付近に
分布するように外場 人をかけた状態の自由エネルギーを求めていることに相当する｡ 外場をかけ

る操作は､別の見方からすると､人を変数とする自由エネルギーF(A)を求めてから､Sを変数と

するようにルジャンドル変換 したことに相当する｡

3.1.3 本節の目的

§2で久保公式がMDと合うのはなぜかを"考え"たように､本節でもTDDFMがMDと合う

のはなぜかを考える｡ そのためには､どのような仮定で諸方程式が導かれているかという疑問に

答えなければならない｡それはS(i)に関する方程式を導くことで理解できる筈である｡

以下に見るように,いくつかの仮定をすることでS(i)に関する方程式としてFdを含む式ある

いはFを含む式を導くことができる｡ まず､Fdを用いる事による定式化を行なうと､非線形ラン

12(注):文献A.Yoshimori,Phys.Rev.Evol.59(1999)p.6535-6540.によると､このような外場 人を導入して
アンサンブル平均をとることを､拡張ギプスアンサンブルと呼ぶ (本講義では一般化されたギプス分布と呼んでいる)0
拡張ギプスアンサンブルについては参考文献§3-1-1を参考にするとよい｡
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q2

図 4:位相空間上の3((ql,Pll)-Sの等高線と､その近傍の分布

ジュバン方程式が導出される｡この方程式の特徴は方程式内にランダムカが含まれているところ

である｡一方､Fを含む基礎方程式を導出すると､TDDFMとなる｡ このTDDFMには非線形ラ

ンジュバン方程式に含まれていたランダムカの項が消えているところが特徴である｡また､S(i)
に関する方程式がFを用いた形になるための仮定はなにかということも考える｡

§3-3では非線形ランジュバン方程式を導出する｡ この方程式ではFdが含まれている｡ また§
3-4では川崎 ･Guntonの方法を示すが､この方程式ではFが含まれる｡

3.2 射影演算子

本節の要点

本節の目的は運動論的スケールの方程式をリュ-ビル方程式(16)から導くことである｡ そのた

めに､射影演算子法を導入する｡ 射影演算子とは､ある関数を部分空間に射影する演算子である｡

3.2.1 始めに

ここでは微視的スケールのリュ-ビル方程式(16)から運動論的スケールでの物理量坤)に関す
る方程式を導く事が目的である｡ そのためのテクニックとして射影演算子法は非常に有効である｡

射影演算子法とは､一般的に表された任意の状態を表す関数の中から必要な状態を表す関数だけ

引き出す演算子である｡ すなわち､射影演算子法によって微視的スケールのリュ-ビル方程式と

運動論的スケールのTDDFMの二つの階層を繋ぐことができる｡

3.2.2 3次元空間での射影

簡単のために3次元空間での射影から始めよう｡ すなわち､正規直交系 Ⅹ1,Ⅹ2,Ⅹ3がある時､

任意のベクトルAは､

A-αlXl+α2x2+α3Ⅹ3
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と表すことが出来る｡ただしα〃はAとⅩ〝の内積である｡ それを以下では､(A･Ⅹ〝)と表すこ

とにする｡

例えば､AをⅩ1Ⅹ2平面に射影するという操作を行列Pで表すと､

(74)

図 5:3次元空間を例にした射影演算子Pの概念図

3.2.3 関数空間への拡張

それでは､3次元空間での射影のイメージをもとに射影演算子を関数空間(つまりヒルベルト空

間)へと拡張してみよう｡ 対象の名前は違うが､下の表にあるように､3次元空間で任意のベクト

ルを､ある平面 (もしくは直線)に射影した操作は関数空間へと拡張できる｡

3次元ベクトル空間 関数空間

A:ベクトル A((ql,Pl)):関数
1つのベクトルを単位ベクトルの和で表す 1つの関数を別の関数の和で表す

A-∑孟=1aPXP A((ql,Pl))-∑papXp((ql,Pl))
行列P 演算子P

AをXlx2平面に射影 A((ql,Pl))をX1-(tql,Pl))とx2(tql,Pl))のつくる部分空間に射影

ここで重要になるのは内積の定義である｡ 当たり前であるが､ある関数を任意の部分空間へ

射影する際に､内積の定義が異なれば､射影された関数は異なった関数となる｡ 本節では内積を

A-A((ql,Pl)),B-B((ql,Pl))に対して､

(A･β)≡/drA((ql,Pl))B((ql,Pl))I((ql,Pl)) (75)

と定義する｡ 特に､§3-3ではf-p((ql,Pl))としているので､(A･B)-(AB)のように関数Aと

βの積についての統計平均と等価である｡
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以上のような内積の定義のもとで､(ql,Pl)の関数全てからなる空間での射影演算子を

Ĵ

pA(tql,Pl))≡∑ (A･Xp)Xp･((ql,Pl))
〟

(76)

と定義する｡これは､正規直交化された関数空間(Xl,x2,州 ,XN)の部分空間(Xl,x2,･･･,XM)

にAを射影したことに相当する｡

3.3 非線形ランジュバン方程式の理論

本節の要点

非線形ランジュバン方程式は､観測する大きな粒子 (ブラウン粒子)がゆっくりと動く時間スケー

ルに着目した運動を取り出す理論である｡ しかし､この理論では動的密度汎関数法は導けない｡非

線形ランジュバン方程式は､遅い物理量Sの時間微分を葺の任意関数に射影 して作る｡ そのよう

にして運動を遅い部分と速い部分の2つに分ける｡ 具体的には森公式 (34)を使って分ける｡ 分け

た式は厳密で､そこからマルコフ近似で非線形ランジュバン方程式を得る｡ すなわち､射影演算

子法とマルコフ近似という仮定をつかって遅い運動を取り出す｡

3.3.1 方針

まず､おそい運動とはやい運動を分けることを行なう｡ ブラウン運動で考えると､以下の図6の

ように､系全体の運動は､溶質である大きい粒子の運動と小さい溶媒分子の運動が混ざったもの

である｡ そして､その中には遅い運動と速い運動のモードが混ざっている｡

水
●

図 6:溶液中のブラウン運動の概念図｡小さな溶媒分子の運動は速いが､大きな溶質分子の運動は

遅い｡タイムスケールの異なるこれらの運動を分離することが目的である｡

そこで､おそい運動をする物理量を3-i((ql,Pl))とする｡そして"葺からなるすべての関数空
間"を､射影を作る部分関数空間とする｡つまり､i,32,eS,- を部分関数空間とする｡すなわち､

(xp)-(xl,x2,･･･)-(i,92,eS,･･･)
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と表されるが､すべての関数を入れる必要はなく､互いに独立した関数だけ入れれば良い｡例え

ば､i,32があれば歪+32は不用である｡ したがって､(Xp)として任意のSの関数f(i)に対
して

f(i)-∑ bpXp
〟

と出来るXpの集合(Xβ を採ればよい｡

ここではXp∝6(S-i)を用いて､上記のような関数空間の和を積分で

I(S)-
/
dSf(S)6(S-S)

の様に表す.つぎに関数の規格化を行なう｡ x(S)-C6(S-S′)とすると

(x(S)x(S′))- C2(6(S-i)6(S′-9))

- C26(S-S′)(6(S-i))

となり､関数の正規直交性

から規格化係数は

(X(S)X(S'))-6(S-S')

1 1

＼訂訂

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

となる｡ ここでg(S)≡(6(SIS))と定義した｡したがって､任意の関数Aに対して射影演算子

Pを施すと

pA - /dS(A･X(S))X(S)

/dS!A･
(Ag(,S))
(g(S))

g(S) ､ 9(S)

(g(S))1/2/(g(S))1/2 /d S# 6(S-i)

(83)

となる｡

ここで､リュ-ビル演算子上について考える｡ この演算子には､遅い運動と速い運動が含まれ

ており､先に定義した射影演算子を用いれば､リュ-ビル演算子を以下のように分解することが

できる｡

L-PL+QL (84)

ここでQ≡1-PでPLが遅い空間に射影された部分でQLが速い運動を表す部分である｡

そこで､系の時間発展の演算子､U(i,0)-eLiを森公式(34)を用いて遅い運動と速い運動に分

ける｡ それによって一般化された非線形ランジュバン方程式を導出することが出来る｡
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3.3.2 一般化された非線形ランジュバン方程式

それでは一般化された非線形ランジュバン方程式の導出を行なおう｡そのためにS(t‖こついて

遅い運動と速い運動に分けた表式を導出することが必要である｡ 形式的には､リュ-ビル演算子

L(tql(0),pl(0)))を使って､

S (i)-exp【L((ql(0),pl(0)))t]S (0)

と表される｡ またリュ-ビル方程式3=LSから､

S(i)-U(i,o)LS

(85)

(86)

と表すことが出来る｡ ここで､前節で定義した射影演算子 (83)と森公式(34)を使って､U(i,0)を

遅い運動と速い運動とに分ける｡ ここではL｡-QL,Ll-PLとおく｡ つまり､i(i)は､

S(i)-.[U(t',o)pLUo(i,t')LSdi'+U.(i,0)LS
となる. 明かに､遅い運動U(t',0)Llと速い運動の項Uo(i,t')に分解できた｡ ここで､

R(ト t′)-U.(i,t′)Lg

と定義すると､射影演算子の定義(83)から､

i(i,- LtU(t′,0)PLR(i-t′)dt′+R(i)

LtU(t′,o)
(LR(ト t′)g(S))

(g(S))
dt'+R(i)

(87)

(88)

(89)

となる｡ ここで､上式の第一項の被積分関数内の平均操作によって､被積分関数内の時間発展演算

子U(t′,0)がかかっている部分で(ql,Pl)依存性が残るのはg(i)だけになる｡ したがってU(t′,0)

は速い運動のLR(i-t')には作用せず､遅い運動のg(9)にのみ作用するので､

i(i)-i
i(LR(i-t′)a(i(i′)))

(g(S(t')))
dt'+R(i) (90)

と表される.すなわち､まとめると､物理量Sに関する運動方程式は速い運動のR(i)と､遅い運

動の9(i(t'))に分解することが出来る｡ これを以降では一般化されたランジュバン方程式と呼ぶ｡

3.3.3 マルコフ近似

以上のように､射影演算子 (83)と森公式(34)を使って､遅い運動と速い運動とを分離した基礎

方程式(90)をリュ-ビル方程式(16)から導出することが出来た｡ここまで､一切の近似を行なっ

ていない｡すなわち､リュ-ビル方程式(16)と同じである｡ ここでは､仮定として､系の運動の

うち遅い運動に注目し､マルコフ近似を行なう｡ すなわち､(90)式のブラケットの内にある､速
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い運動の時間発展演算子を､デルタ関数に近似すると一般化されたランジュバン方程式 (90)の被

積分関数内の分子の部分は､

(LR(i-t')9(i(t'))) - (lLUo(i-t')LS]9(i(t′)))

と (lLT6(i-t′)LS]g(i(t')))

- ([L23]g(含(t')))T6(i-t')

S(i)-
([L2Slg(S(i)))

(g(S(i))) ･Lt6(H ,,dt,+R(i)
(lL29]g(i(i)))T

(a(i(i))) 2
+R(i)

(91)

(92)

と近似される｡ よって

となる｡

ここで､任意の物理量Aに対して､分布の定常性から(U(i,0)A)-(A)だから､両辺を時間微

分することで､(U(i,0)LA)-0である｡ 特にt-0の場合 (LA)-0である｡ さらに､A-BC

と置けば､L-∑l(dla/aql+I)la/apl)であることからLA-lLBIC+BlLC]となる｡よって､

([LB]C)ニー(BlLCDとなる｡そこでB-Lj ,C-g(含)とすると､g(含)の定義から

([L23]g(i(i))) ニ ー(【L句Lg(i(i)))- -

となる｡ ここで､

( lLS･lLS,響 )

車 【LS,(一驚 ))-卦 LS,2g(9(i,,,
∂(【LS]2g(i(i)))
∂S(i) (g(S(i)))

M(S(i))I

(g(S(i)))

([LS]29(i(i)))
(g(S(i)))

(93)

(94)

と定義 して､S(i)≡S(i)と表す (これは単なる記号の置きかえであり､ここでのS(i)は平均値

(含(i))とは別のものである)と､

柚 - 芸てお 品 M(S)(g(S))

芸〈警 + M(S)て志 孟 (a(S,))
+R(i) (95)

となる｡ 最後に､一つめの自由エネルギーの定義Fd(S)ニーkBTln(g(S))を用いれば､(9(S))と

Fd(S)との間には､
1and(S)

て志 孟 (g(S))-一面 ｢軒

という関係があるので､自由エネルギーFd(S)を用いて

歪(i)-妄〈等 ユーM(S,& 讐 〉ls=S(f)+R(i,

という形になった｡これは非線形ランジュバン方程式と呼ばれている｡
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3.4 川崎･Guntonの方法

本節の要点

本節では本講義の最終目的である､")冊奇IGuntonの方法"を説明し､平均値に関する時間発

展方程式を導く｡ 川崎 ･Guntonの方法に使う射影演算子の定義では､内積の定義にある特殊な分

布(一般化されたギプス分布)を用いている｡ この分布は､物理的な意味を一般的に持っていない ｡

そしてその射影は､定数と歪の平均値からのずれで張られる部分関数空間へに対して行なわれる｡

そのような射影演算子と森公式 (34)から得た式に仮定としてマルコフ近似を使うと､欲しい式が

得られる｡ つまり､川崎 ･Guntonの方法を用いて基礎方程式を導出する際に用いる仮定は､

仮定(1)i-0では､真の分布が一般化されたギプス分布になっている｡

仮定 (2)分布は一般的に時間変化するが､平均値の時間変化に比べ､一般化されたギプス分布

からのずれの時間変化が速い｡

の2つからなる｡

3.4.1 新しい射影演算子

初期条件として､平衡でない分布poを考える｡

po-po((ql,Pl))ipeq･ (98)

系は初期の分布poから時間発展して､平衡状態-と緩和していくと仮定する｡ ここで､初期条件

の非平衡分布p.から出発したときの時刻tにおける物理量Sの統計平均を

S(i)=(S(i))o=
/
drpoU(i,0)S

と定義する｡

つぎに新しい射影演算子を定義する｡ まず以下のような分布関数

pl(i)-Pl((ql,Pl),i)-
peq((ql,Pl))e-AS

(e-As)eq

を定義する｡ここで平均 (･)eqは平衡分布に関する平均であり､入-A(i)は

S(i)-(S)lt≡./pl(i)Sdr
を満たすように決めている13｡ つまり

S(i)-(3(i))0-(3)lt

(99)

(100 )

(10 1 )

(102)

となっている｡

すなわち､すべての時刻tにおいて分布関数pげ 物理量Sの平均値として(S(i))｡を与えるよ

うに入(i)を決める｡

13(注):このplは､fp((ql,PL))dr-1かつ物理量 iの平均がS≡(台)-Iipdrである任意のpのうち､情報エ
ントロピーIfplnpdrを最大にする分布関数であることが示せるO
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㌣ a pplt
q,P

図 7:時刻Oの非平衡分布伽 (図左の曲線)は､
時間が経つにつれて緩和していく (図右-移動)0

真の分布βと伽 とは一般に異なる｡ ただし伽 に

は外場に対応する量人が含まれていて､pによる

Sの平均値とpuによるSの平均値とが全ての時

刻で一致するように人が選ばれている｡

では､上記のような仮定で内積を定義する｡非線形ランジュバン方程式(97)の場合では､(A･β)≡

JA((ql,Pl))B((ql,Pl))peq(tql,Pl))drと定義していた｡川崎 ･Guntonの方法では

(A･B)≡(AB)lt-
と定義する｡

以上のような内積の定義で､

A((ql,Pl))B((ql,Pl))pl((ql,Pl))dF

Xl-1, x2-
6S

＼項･hrJ:;･II

で出来る部分空間に射影する射影演算子を導入する｡ ただし､6S ≡S-(i)llと定義した｡

すなわち､射影演算子Pを

2

pA-∑ (A･Xp)Xp-(A)lt+深 6S
〃-1

と定義する｡

3.4.2 平均値の時間発展方程式

非線形ランジュバン方程式 (97)の導出と同様にまず､出発点として､

S(i)-eLtLS-U(i,o)LS

(103)

(104)

(105)

(106)

から始める｡ U(i,0)を森公式 (34)により二つに分ければ良いが､射影演算子 (105)が時間に依存

しているので出来ない｡そこで､｢トリック｣をつかう｡ まず

P(i)LS-(LS)lt+
((LS)6S)lt

(6S2)li
6S

を調べる｡ 簡単のためにS-S((ql))､つまり､p‖こよらないとすると､

LS-∑農芸S((ql))J

(107)

(108)

である｡また､pl∝Peqe~Agであり､pe｡∝expトβp?/2ml]であるから､pIは､pIについてガウ

ス関数である｡ したがって

(LS)li-
((LS)6S)lt

(6S2)li

- 38 3 1

(109)



吉森 明

であるから

p(i)L3-0, Q(i)LS-LS

となる｡ したがって､

含(i)-eLtL含-eLIQ(i)L含-U(i,o)Q(i)L倉

である｡ この式を使って､U(i,0)ではなく､U(i,0)Q(i)を分ける.

森公式 (34)の導出と同じ様に､X(i)-U(i,0)Q(i)とすると､

k(i)-U(i,o)LQ(i)+U(t,0)Q(i)

であるからL-P(i)L+Q(i)Lとして､

(1 10 )

(1 11)

(112)

X(i)-U(i,0)Q(i)LQ(i)+U(i,0)P(i)LQ(i)+U(i,0)Q(i) (113)

となる｡I(i)≡U(i,0)P(i)LQ(i)+U(i,0)a(i)と定義して､

X(i)-X(i)LQ(i)+I(i) (114)

を以前と同じようにして解く｡ つまり､∂Uo(i,t′)/∂t-Uo(i,t′)LQ(i)で､Uo(i,i)-1となる
Uo(i,t′)を使って

X(i)-
Lt
I(t')Uo(i,t′)dt′+Q(0)Uo(i,0) (115)

と表すことができる｡ 式(115)は､両辺を時間まで微分すれば､式(114)を満たすことはすぐ分か

る｡ 上記の ｢トリック｣は式 (115)の2項目のQ(0)を導くのに必要だった｡

式(115)にf(i)を代入すると､

U(i,0)Q(i)-J.-I(U(t′,o)p(i/)LQ(t′)+U(t′,0)Q(t'))Uo(i,tI)dt′+Q(0)Uo(i,0) (116)

となる｡ これを使って､

S(i)- U(i,o)Q(i)LS

.[
tU(t′,o)p(t′)LQ(l′)+U(t′,0)a(t′))U.(i,t′)LSdt′+Q(0)U.(i,0)Lg (117)

となる｡ R(i,i/)≡Q(i)Uo(t′,i)LSとすると､

S(i)-.[iU(t′,o)p(t′)LR(t′,i)+U(t′,0)a(t′)Uo(i,t′)LS)di′+R(0,i) (118)

となる｡

ここで､川崎 ･Guntonの方法による基礎方程式を導出するために､

仮定 (1):初期分布関数についてpo-pl(0)､つまりはじめからpIに緩和している｡
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を仮定する｡これによって､式 (118)の両辺にpoをかけて積分すると､右辺の2､3項目の項が

0となる｡ 特に2項目については計算しないと分からないが､時間の都合で省 く｡ したがって､

･i(i,,0-Lt
- Lt
(U(l′,0)P(t′)LR(t',i))odt′

(LR(t',i))lt,dt/ (119)

となる｡ 一行目から二行目へ移るとき､射影演算子Pの定義 (105)を用い､(S(i))0-(S)ltを用

いた｡注目すべき点は揺動項F(0,i)が消えるところである.

3.4.3 マルコフ近似

以上のように川崎 ･Guntonの方法では新しい射影演算子 (105)を導入する事で基礎方程式の一

般形式を導出することが出来た｡これに更に､

仮定 (2):速い運動に対 して､マルコフ近似が使える｡

と仮定する｡ これは､非線形ランジュバン方程式を導出した場合と同じ処方菱で行なうことが

出来る｡すなわち､

(LR(t',i))u′ - (LQ(i')Uo(t',i)LS)li′

空 くLQ(t')T6(i-l')LS)li′

- T(LQ(t')LS)a,6(i-t′)

と近似することによって､平均値の時間発展の方程式は､

(S(i))0-喜T(LQ(i)Lg)lt

となる｡ 右辺の(LQ(i)LS)ltは､平均操作 (- )ltの定義にしたがって､

(LQ(i)LS)lt-
(LQ(i)LSexpl-AS])eq

(expLASDeq

(120)

(121)

(122)

と表される｡ ここで､(【LA】B)｡qニー(A[LBD｡qであるから､A-Q(i)LS,B-exp巨人S]とする

と､式 (122)の分子は､

(LQ(i)LSexp上人SDeqニー([Q(i)LS]Lexp上人S])eq (123)

となる｡また､リュ-ビル演算子の定義を使うとLexp上人S]ニー刃LS]exp上人句 であるから､

(LQ(i)LS)lt-A(lQ(i)LS]LS)lt

(9(i))0-妄̂(lQ(i)LS]LS)lt
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となる｡

更に､上記の基礎方程式を自由エネルギー(71)と関係づけるために､ここでは§3.1･3中で議論

した三つ目の自由エネルギーについて考える｡ まず､自由エネルギーの定義にしたがって､

dF(A)
d入 A (-kBTln(e-AS)eq)--kBT

kBT(i)lt

kBTS(i)

(-Se~入S)eq

(e-AS)eq

(126)

となる｡ ただし､(S)lt-S(i)を用いた｡したがって､自由エネルギーFのSによる微分は､

孟(i(A(sH-kBT入(S)S)

芸芸 -kBT芸 S-kBT入

芸kBTS一芸kBTS-kBT入--kBT入

となる｡よって､人は自由エネルギーを使って､

=̂-
1 dF

kBTdS

と表すことが出来る｡ したがって､基礎方程式 (125)は､

･i(i,,0--DM(S,志 乱 =S(り

となる｡ ただし,

DM(S)-妄(【Q(i)LS]LS)lt

と定義した｡

最後にS(i)-(i(i))Oを用いると

dS(i)
dt --D M(S'志 乱 =S(i,

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

となる｡ これが､川崎･Guntonの方法で表される基礎方程式であり､式(67)に示したものである｡

3.4.4 まとめ

結局この節 (川崎 ･Guntonの方法)では､次の2つの仮定を使った｡すなわち､

仮定 (1)i-0の分布po-pl

仮定(2)Xl,x2以外は速い運動 (マルコフ近似)である｡

である｡ また､
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(1)については､この仮定により､初期分布について､S-(S)の値は､自由に採れるが､それ

以外の自由度は制限される｡

(2)については､

○内積の時間変化がおそい｡つまり､(A(i))lげ おそいo
Ox2∝3-(i)がおそく､それ以外は速いことが仮定されている｡ たとえば､

Q(63)2 - (63)2-((63)2)lt -

(Q(63)2)t- ((63)2)i-((63)2)lt

((6S)263)ll

((6S)2)ll
()I.ヾ

は速いと仮定している｡63の任意の関数で言えるので､次の様な描像を考えることが出来る(図

7参照).まず､平均値はゆっくり動く｡分布全体は､一般に時間変化したときに､真の分布pは

pJからずれる｡しかし､そのずれは速く複和し､真の分布βはいつもその平均値によってきまる

pJにすばやく近づく｡

逆に､もし､川崎 ･Gunton方程式(67)がシミュレーションや実験に良く合うという事実がある

のならば､上の仮定が正しい事がわかる｡ この仮定は､非線形ランジュバン方程式の単にSが遅

いという仮定と対照的である｡

最後に､上記方法は遅い運動である運動論的スケールに関する運動方程式に特化しており､非線

形効果が重要である｡しかし､仮定(2)のマルコフ近似を使っているので､バルク水のような速い

運動の履歴が本質的に重要な系に対しては通用できない｡この場合は､運動の履歴を既述する記憶

の効果が重要であり､この間題に対しては､運動の理解法としてモード結合理論 (ModeCoupling

Theory､ MCT)があるが､本講義の表面上の目的から外れるので割愛する｡
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