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KolmogorovComplexityとフラクタル集合
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1 まえがき

00,11を無限個並べて得られる無限列を考える｡ 例えば､x-00110011110011‥....で

ある｡ この無限列xの左端に0.を付けて､0.x=0.00110011110011..‥‥ とし､これを

二進表示の実数とみなし､無限列xとこの実数とを同一視する｡ そして､このような実数

からなる集合をFとおく｡

FのHausdorff次元を求めると､1/2であることがわかる｡

また､Fに属する任意の列xをアルゴリズム的に圧縮することを考えると､xを構成す

る00と11のそれぞれの重複を除くことにより､少なくとも半分には圧縮できることがわ

かる｡ しかし､アルゴリズム的にそれ以上圧縮できないランダム列が存在するので､もし

xの圧縮後の列がランダム列であった場合､xは1/2よりも圧縮することは不可能である｡

よって､Fに属する列のアルゴリズム的な圧縮率の最大値は1/2である｡

従って､等式(FのHausdorff次元)-(Fの元の圧縮率の最大値)が成り立つ｡上で考

えたような特殊なFに限らず､もっと一般のどのようなクラスのFについて､この等式

が成り立つのか､問題となるところである｡ 本報告の前半では､ある意味で計算可能な自

己相似集合に対して､この等式が成り立つことを示す｡

さて､0,1の有限列 SのKolmogorovcomplexityは､optimalな部分帰納関数 Uにつ

いて､U(p)-Sとなる0,1の有限列pの長さの最小値として定義される｡ その際､Uの

定義域をprefiⅩ-freesetとする場合と､そうしない場合とがある｡ 前者の場合での Sの

KolmogorovcomplexityをK(S)で表し､後者を場合でのそれをK'(S)で表すことにする｡

我々はK(S)を用いて､KolmogorovcomplexityとHausdorff次元との関係を調べる｡

Kolmogorovcomplexityと､次元やエントロピーを関連付ける研究は､昔からあるが (例

えば[2ト[11】)､それらでは､K'(S)を用いて議論している｡【11]では､0,1の無限列の集合F

に対し､Fの各元諾について､その圧縮率に関連するlimsupK'(xn)/nやliminfK'(xn)/n
n-+oo nう(X)

を考え､Fにおけるそれらの上限もしくは最大値と､FのHausdorff次元との関係を論じ

ている｡ 〟(β)と∬′(β)の差はlog同程度なので､圧縮率を扱っている限りにおいては､

〟(β)で考えても同じ結論が得られる｡

ところで､Martin-L6fの意味でランダムな無限列の圧縮率は1であるが､圧縮率が1の

無限列は必ずしもランダムではない｡圧縮率ではランダム性を捉えることはできないので
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ある｡ そして､∬′(β)よりも∬(β)を用いた方が､ランダム性を自然に特徴付けることが

できる｡ 言い換えると､〟(β)を用いることにより､圧縮率が 1の無限列を､ランダム性

に関連させて分類することが可能になるのである｡ 圧縮率が1より小さい無限列について

も同様であり､〟(β)を用いることにより､同じ圧縮率を持つ無限列を､更にいくつかの

クラスに分類することが可能になり､より強い主張をすることが可能になる｡ 従って､本

報告の前半は､[11]の結果の一般化になっている｡

Chaitinの停止確率Oは次式で定義される｡

o ≡ ∑ 2~1pI
U(p)isdefined

(い

ただし､上式での和は､Uの定義域に属するあらゆるpについての和である｡ Chaitinの

停止確率nは､K(S)を用いる立場で成り立つ概念であり､その二進展開は､ランダムな

無限列の実例になっている. 本報告の後半で､我々はChaitinの停止確率 0を一般化し

たnD を導入する｡ そして､OD の性質を用いて､Uの定義域に関係した自己相似集合の

Hausdorff次元が1であることを示す｡なお､Kl(S)を用いる立場では､nは無限大に発散

し､意味を持たない｡

2 準備

0,1からなる有限列全体の集合をXで表す｡xの元 Sの長さを回で表す｡Xの部分集

合SがprefiⅩ-freeであるとは､Sの任意の異なる2つの元に対し､一方が他方の接頭語に

ならないことを言う｡0,1からなる片側無限列全体の集合をX∞で表す｡X∞の元αの最

初のnbitをαnで表す｡

RN の点 x-(xl,x2,.‥ ,xN)を､次のようなX∞の元に対応付け､これを同じxで
表す｡

轟 ……げ 壷 … .‥x㌢壷 …...拷 .… … ‥ (2)

ここで､引 ま､訂桟 Oが無限個現れるように二進展開したときの小数点以下勘 位である｡

XからX-の部分帰納関数C:XJXの定義域をdomCで表す｡domCがprefiⅩ-free
な任意の部分帰納関数C:XJX と､Xの元 Sに対 して､

Kc(S)≡min〈lp=p∈X&C(p)-S) (3)

と定義する｡このとき､ある特別なUがあって､任意のCに対し､ある自然数sim(C)が存

在し､任意のS∈Xに対し､KU(S)≦Kc(S)+sin(C)が成り立つ｡このようなUを一つ

選んでそれに固定し､K(a)≡KU(S)と定義する｡ K(a)は､ Sのalgorithmicinformation

contentもしくはKolmogorovcomplexityと呼ばれる量である｡([3]参照)
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実数 βが計算可能であるとは､N+から(0,1)へのある仝帰納関数 Jが存在 して､

0.I(1)I(2)I(3)I(4)-.… がD-LD｣の二進展開になることを言う｡
D次元 Hausdor鋸則度を7iD で表す.RN の部分集合Fに対し､FのHausdorff次元

をdimHFで表す｡更に､Fが有界のとき､Fのbox-countingdimensionとFのupper

box-countingdimensionを､それぞれdimBFと古瓦BF とで表す｡dimBFが存在すれ

ば､それはお品BFに等しい｡一般に､有界集合Fに対して､dimHF≦石蒜BF が成り

立つ｡([7]参照)

3 アルゴリズム次元

定義 3.1.(アルゴリズム次元)RNの部分集合Fに対し､次の二式を満たす実数Dを､

Fのアルゴリズム次元 (algorithmicdimension)と呼び､dimAFで表す｡

･xEF ∀n∈N K(xn)≦ 芸 n･o(n), (4)

･x∈F nli-J (xn)一 芸n-∞･ (5)

ここで､xnは､RN の点xを上記の対応付けに従いX∞の元とみたときの最初のnbitで

ある｡ □

dimAFの存在は自明ではないが､存在すれば一意であることはすぐにわかる｡ そして､

dimAFが存在すれば,

di-AF-TEaFXnli-N等 (6)

と表すことが出来る｡ ただし､この-axは､Fn元 xのうちnli-N等 が存在するよx∈F

うなxについて最大値をとることを意味する｡ 従って直観的に言うと､dimAF とは､F

の各桁 の二進表示での一桁締 りの複雑さnli-W等 の最大値である｡ 特にN -1
の場合､ 1im K(xn)/nは､単に､実数xの二進表示の圧縮率であり､dimAFはこの圧縮

n100
率の最大値に等 しい｡

しかし正確には､dimAFはこれらの直観的な意味よりも強い意味を持つ｡もし式(5)の

代わりに

D<lin-liaf等 (7)

とするならば､dimAFはFの各点xの二進表示での一桁あたりの複雑さの最大値そのも

のの意味を持つ｡しかし､任意のx∈RN に対して(5)⇒(7)は成り立つが､逆は一般には

成 り立たないので､定義 3.1のdimAFは､一桁あたりの複雑さの最大値よりも強い意味
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を持つ｡

定義 3.2.(帰納的可算条件)FをRN の任意の部分集合とする｡

Fmodl≡〈(xlmodl,･･･,xNmodl)I(x1,-,xN)∈F) (8)

とおくと､Fmodlは[0,1)Nの部分集合であるが､全ての非負整数nについて､[0,1)N

を一辺の長さが2~nのN次元半開区間に分割することを考える｡ このとき､帰納的可算

条件 (r.e.condition)とは､これらの区間のうちFmodlと交わる区間の全てとそれに

隣接する区間のいくつかが帰納的可算集合を成すという条件であり､Fについての条件で

ある｡

これを形式的に表現すると次の通りである｡

まず､Xの元Sに対して､I(S)≡[0.S,0.S+2~lsl)及びI(S)≡[0.a-2~Esl,0.a+21｣sI)mod

lとお く｡I(S)は､項 )に"隣接する"二つの区間とI(S)とを合わせた集合である｡ そ

して､I(S)とI(S)のそれぞれを､I(sl,.‥,SN)≡Z(sl)×-･×I(sN)とj(S1,...,SN)≡

I(sl)×･･･×Z(sN)によって､RNに拡張する｡

XNの元 (sl,…,SN)とN次元半開区間J(S1,...,SN)とを同一視するとき､

コ(F)…〈(sl,･･･,SN)EIsII- -lsNI&Z(sl,･-,SN)∩(Fmodl)≠4月 (9)

は､Fmodlと交わる区間全てからなる集合であり､また､

5(F)≡〈(sl,･-,SN)llsIE- -rsNE&I(sl,･･･,SN)∩(Fmodl)≠4,) (10)

は､Fmodlと交わる区間全てとそれらに隣接する区間全てからなる集合である｡

さてこのとき､Fが帰納的可算条件を満たすとは､ある帰納的可算集合Lが存在して､

コ(F)⊂L⊂5(F)が成り立つことを言う｡ □

定理 3.3.RN の有界な部分集合Fが帰納的可算条件を満たすとき､

･xEF ∀n∈N K(xn)≦欝 n･o(n)

が成り立つ｡

証明 :【11]のTheorem2･9の証明と類似である｡ □

実数D≧0に対し､RNの部分集合TDを次式で定義する｡

･Dニト∈R" 底 K(xn)一 芸n-∞ でない)･

(ll)

(12)

このとき､次の定理が成り立つ｡

定理 3.4.計算可能な実数D≧0に対 して､7iD(TD)-0である｡□

なお､Dが計算可能な実数で､0≦D ≦N のとき､TDはBorel集合であり､TDの
Hausdorff次元はDに等しい｡
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定理 3.3と定理 3.4から､次の定理が得られる｡

定理 3.5.RNの部分集合Fが次の5つの条件を満たすものとする｡

(i)Fは有界.

(ii)Fは帰納的可算条件を満たす.

(iii)dimHF-ai孟BF.

(iv)dimHFは計算可能な実数.

(V)7iD(F)>0(ここでか ≡dimHF).

このとき､dimAFが存在し､dimAF-dimHFとなる.□

DをRN の閉部分集合とする｡ 写像 S:DぅDに対し､SがD上の縮小写像であると

は､ある実数 Cが存在し､0<C<1かつ∀x,y∈D IS(x)-S(y)I≦中 一yIとなること

を言う｡ 更に､上式で等号が成り立つ場合､即ち､ある実数Cが存在し､0<C<1かつ

∀x,y∈DfS(x)-S(y)I-C匝-yfとなるとき､SをD上の相似写像と言う｡

定理 3.6.(不変集合)sl,.‥,SmをD上の縮小写像とする｡ このとき､

7TI
F-Usi(F)去声il (13)

を満たす空でないコンパクト集合Fが一意的に存在する｡ このFをS1,… ,Sm の不変集

合と呼ぶ｡

証明 :[7]参照□

次の定理が成り立つ｡

定理 3.7.(計算可能な自己アフィン集合)sl,… ,Sm をRN 上の縮小写像とし､各Siは

RN上のアフィン変換であるとする｡ 即ち､各Siに対し､あるN次正方行列MiとN次

元ベクトルviがあって､Si(x)-Mix+vi(x∈RN)と表せるものとする｡ 更に､各Mi

に対 して､Miのどの行列要素も計算可能な実数であり､かつ､各viに対して､viのどの

ベクトル成分も計算可能な実数であるとする｡ このとき､S1,...,Sm の不変集合は帰納的

可算条件を満たす｡□

次に､相似写像について考える｡ 相似写像 S1,.‥,Sm の不変集合を自己相似集合と呼

ぶ ｡

定義 3.8.(開集合条件)sl,.‥,Sm をRN 上の相似写像とする｡S1,...,Smが開集合条

件 (opensetcondition)を満たすとは､ある空でない有界な開集合Vが存在し､

iii!
vjUsi(V)F!こil

(14)

かつSi(V)nSj(V)-4,(i≠j)が成り立つことを言う｡□

定理 3.9.(自己相似集合)sl,.‥,Sm をRN 上の相似写像とする｡即ち､各Siについて､
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0<ci<1なる実数ciがあり､ESi(J/-)-Si(y)I-cilx-yI(x,y∈RN)が成 り立つものと
する｡ そして､S1,...,Sm が開集合条件を満たすものとする｡ このとき､S1,.‥,Sm の不

変集合Fに対 し､dimHF-dimBF-D が成り立つ｡ここで､Dはcf)+･･･+C莞-1

を満たす実数である｡ 更に､このDについて､0<7iD(F)<∞ が成 り立つ｡

証明 :[7]参照口

走理 3.5､定理 3.7､定理 3.9より､次の定理が成り立つ｡

定理 3.10.(計算可能な自己相似集合)Sl,… ,Sm をRN上の相似写像とする｡ 即ち､各

Siについて､0<ci<1なる実数ciがあり､tSi(I)-Si(y)I-cilx-yl(I,y∈RN)が成

り立つものとする｡ このとき､各Siは必然的にアフィン変換であって､あるN次正方行列

Miと､あるN次元ベクトルviがあり､Si(x)-Mix+viと表すことができるが､これら､

全てのMiの全ての行列要素と､全てのviの全てベクトル成分が､どれも計算可能な実数

であるとする｡ 更にSl,‥ .,Sm は開集合条件を満たすものとする｡ このとき､sl,… ,Sm

の不変集合Fに対し､アルゴリズム次元 dimAFが存在し､それはdimHFに等しく､更

にcf)+･･･+C霊-1を満たす実数Dに等しい｡即ち､dimAF-dimHF-Dである｡口

走理 3.10から､Cantor集合､Sierpi血skigasket､Koch曲線など､お馴染みの自己相似

集合に対 して､アルゴリズム次元とHausdorff次元とが等 しいことがわかる｡

例 3.ll.(Sierpi丘skigasket)Sierpi丘skigasketは､次のように定義されるR2上の相似

写像 Sl,S2,S3の不変集合Fである｡
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上のSl,S2,S3の定義式に現れる行列要素やベクトル成分の定数は､どれも計算可能な実

数なので､定理 3.10から､(1/2)D+(1/2)D+(1/2)D-1を解くことにより､dimAF -

dimHF-D-log23が得られる｡ □

系 3.12.p-(pl,P2,...,Pm)を､prefix-freeな､X の有限部分集合とし､FをPの元
を無限個並べて作った片側無限列全体からなる集合とする｡ このFについて次式が成 り

立つ｡

∀α∈F ∀n∈N K(αn)≦Dn十 o(n),

]α∈F lim K(αn)-Dn-∞･
n｣(X)

ここで､Dは､2-DLpll+ ･･･+2-DLp-L=1を満たす実数である｡ よって､Fに属する無

限列の圧縮率の最大値はβである｡ □

例 3.13･p -(0,ll)の場合､Oと11とを無限個並べて得られる片側無限列の圧縮率の最

大値は､2~D+4-D -1を解くことにより､D-1-10g2(1β-1)で与えられる｡□
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4 Chaitinの停止確率Oの一般化

Chaitinの停止確率nを次のように一般化する｡

定義 4.1.Chaitinの0の"D次元版 "であるODを

oD ≡ ∑ 2-思 (D,0)
p∈domU

(18)

で定義する｡ ロ

ゆえに､01がChaitinの0である｡ 次の定理が成 り立つ｡

定理 4.2.Dが計算可能な実数で､0<D ≦1のとき､oDは収束し､0<OD≦o<1

であり､次式を満たす｡

∀n∈N K(nnD)≦Dn+o(n), (19)

] C∈N ∀n∈N Dn-C≦K(0君). (20)

従ってこのとき､limn→∞K(0だ)/n-D となる｡ また､1<Dのときには､ODは∞ に
発散する｡ □

Oの最初のnbitは､nbit以下のプログラムの停止問題を解 くのに対 し､ODの最初の

nbitは､Dnbit以下のプログラムの停止問題を解く｡

なお､D L-+ODで定義される関数は(0,1)でC∞級であり､任意の自然数kについて､

dkoD/dDkはODと同じ性質を持つ｡

5 自己相似停止集合

lo,1]のコンパクトな部分集合 Fhaltを次式で定義する｡

Fhalt≡〈0･pIP2P3･･････t各piはdomUの元 )

lo,1】上の相似写像族Sp(I)-2~lplx+0.p(p∈domU)を考えると､Fhaltは

Fhalt- Usp(Fhalt)
p∈domU

(21)

(22)

を満たす｡domUは可算無限集合なので､Fhaltは可算無限個の部分と自己相似な集合で

あり､domUはprefiⅩ-freeなので､"広義の"開集合条件が満たされている｡

また､〈S∈XIz(S)nFhalt≠4月 は､帰納的でない帰納的可算集合である｡従って､X
の元 Sが与えられたときI(S)nFhaltが空か否か?という問題は決定不能であり､コンピュー

タ上で凡 altを任意精度で措 くことは不可能である｡

OD の性質を用いることにより､Fhaltについて次の定理が証明できる｡

定理 5.1.(自己相似停止集合)凡 altのLebesgue測度は0で､dim月･凡 altは1である｡□
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Fhaltに属する実数はどれも､Martin-L6fの意味でランダムではない｡従って､dimAFhalt

は存在 しない｡我々はアルゴリズム次元を強めに定義したので､このようなことが起こ

るのである｡ もっと弱 く､Fhaltに属する実数 xで圧縮率が 1のものは存在する｡ 即ち､

lim K(xn)/n-1となるものは存在する｡ 従って､Fhaltに属する実数の圧縮率の最大値nJ (X)
は1である｡
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