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概要

球面上の統計モデルとしてよく知られているのはvonMises-Fisher分布である

が，その密度関数の等高線を球面に描くと，平均方向を表すベクトルを中心にして同

心円状に広がっていくことが知られている．本稿では， vonMises-Fisher分布では

表現が難しい球面上に楕円状の等高線を持つ統計モデルについての紹介を行い，その

モデルの持つ問題点について解説する．

1 はじめに

方向統計学とは，方向という観測値を扱うために開発された統計手法の分野である．

風向であれば，真北の方向を 0ラジアンとして基準となる点を決めておくと，そこか

ら計測される角度 0(-7r :<:::: 0 < 1r)が方向データとなる．また，このようなデータは，

x = (cos 0, sin 0)丁とおくことで， 1|叫＝ 1となる単位円周 §1上のデータとみなすこと

もできる．この考え方は，一般の単位超球面 §P-1(p ~ 2)上データに拡張することが可

能である．このような超球面上のデータに対する統計解析としては，古くはFisher(1953) 

によりアイスランドの溶岩流（歴史時代および先史時代）の残留磁化の炉上の方向デー

タ＊1に対する統計解析がなされているまた，球面上データに対する統計解析は，タンパ

ク質の二面角に関するクラスタリング (Doweet al., 1996), Kent分布の有限混合モデル

*〒370-0801商崎市上並榎町 1300

*1このデータは， Mardiaand Jupp (2000)のTable9.1で見ることができる．
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を使用した岩塊の不連続面群のモデリング (Peelet al., 2001)など様々な分野で使用さ

れているまた近年では，文書におけるp個の単語の出現頻度を n= (n1,...,%)とお

くとき，それを正規化したベクトルx= (ni/llnll, • • •, np/lln||)は，§P一1上の観測値であ
るとみなせるため，これを用いたクラスタリングがBanerjeeet al. (2003, 2005)および

Gopal and Yang (2014)によりなされている．超球面§P一1上のデータに対して最尤推定

量を導出するためには，統計モデルを定める必要がある．超球面上のモデルとして最もポ

ピュラーなものは， vonMises-Fisher分布，もしくは Langevin（ランジュバン）分布と呼

ばれる確率分布で，以下の確率密度関数を持つ：

K,¥P/2-1 1 
J(x; μ, K,）＝い）年／2IP/2-1(k)exp(Kμ丁x), X ESP-1 (1) 

ただし Ip/2-1(•) はp/2 -1次の第 1種変形ベッセル関数とする．ここでμ E §P-1は平

均方向を表し，K,2: 0は分布の集中度を制御するパラメーターとなる．この分布は， x=μ

の点で唯一の最大値を取ることから，単峰性 (Unimodality)を持つ．なお Fisher(1953) 

ではp=3,即ち炉上の分布を提案している．この分布は様々な理論的に良い性質を持つ

ことが知られているが，式（1)からわかるように，密度関数の等高線を球面上に描くと，図

1のように平均方向μを中心にして同心円状に広がる．

x
 

図1 μ = (0,0, 1)丁,"'= 10. 

von Mises-Fisher分布では表現が難しい楕円状の等高線を持つ統計モデルとして，

Fisher-Bingham分布 (Mardiaand Jupp, 2000, p.174), Kent分布 (Kent,1982),射影正

規分布 (Mardiaand Jupp, 2000, p.178)などが知られているまた最近のトピックとし

ては，射影正規分布に対して適切な制約をいれることにより，実用上の取り扱いを容易に
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した楕円対称角度ガウス分布が， Paineet al. (2018)により提案されている．本報告にお

いては，特に Kent分布および楕円対称角度ガウス分布に焦点をあて，それぞれの長所お

よび短所について解説を行う．

2 Fisher-Bingham分布

確率ベクトル X=(X1,...,XP汀E§P-1が確率密度関数

f(x;μ,K,,A) = ~exp(K,戸＋ぶAx), XE  §P-1, (2) 

を持つとき， Fisher-Bingham分布に従うというただしμは 11μ11= 1を満たすベクトル

とし， Aはpxpの実対称行列とする．これはxTx=1の性質を用いると，一般性を失わ

ずtr(A)= 0とできる．これにより，推定すべきパラメーター数を減らすことができる．
また da-(x)は聟―1上の面積要素とするとき，正規化定数は

a(;;,, A)= 1p-i exp(;;,戸＋わ五）如（x)
§p-1 

(3) 

として与えられる． Fisher-Bingham分布はA=Oのとき， vonMises-Fisher分布にな

り，K,= 0のときは， Bingham分布 (Bingham,1964)となる．

2.1 Kent分布

Fisher-Bingham分布はパラメーターがp(p+l)/2+p-1個あり，かなり大きなモデル

であるため，実用上はよりパラメーター数を少なくしたモデルが好ましいことがしばしば

ある． Kent(1982)は， Fisher-Bingham分布（2)の対称行列Aに対して，条件tr(A)= 0 

に加えて，制約

Aμ=Op (4) 

を入れた分布を提案したただし Opはp次元のゼロベクトルである．制約（4)は，μがA

の固有ベクトルになり， 0がAの固有値になることを課している．これらの制約を入れる

ことで， Fisher-Bingham分布は，より解釈のしやすい Parametrizationを持つ統計モデ

ルとして表すことができる．

ここではp=3の場合を考える．坊，んを Aの0以外の固有値とし，ふ，もは，固有値

約，応に対応する大きさ 1の固有ベクトルとし，μ,も，＆はそれぞれ直交するものとす
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る．ここで，/3=俎＝—んとさらなる制約を入れることで， Fisher-Bingham分布 (2)の

密度関数は，

1 
fk（x; μ, K,,/3) =exp {K,μ T x +/3 ((e]x)2 -(e;x)2)}, X € S叉 (5)

a(K,,/3) 

a(K,,/3)=21r立覧］1［:)/3勾信）―2j-(1/2)I勾＋（1/2)（刈
j=O 

と，比較的簡素な形で表すことができるただし r(•) はガンマ関数とする．ここでµ €炉

は平均方向を表す単位ベクトルとなり，K,2: 0は分布の集中度を表し，/32: 0は楕円の形状

を制御するパラメーターとなる．図 2,3からわかるように，この分布は，もを長軸の方向，

＆を短軸の方向とする楕円上の等高線を与えることができる．

μ = (0,0, 1)丁，も＝ （1,0,0)丁，＆ ＝ （0,1,0)丁

図2,,,,= 10, (3 = 3 

x
 

図3 "'= 10, {3 = 4.5 

x
 x

 

図4 K-= 10, /3 = 5.5 

μ,も，＆は本質的に 3つの独立なパラメーターを用いて表現できるので， Kent分布

(5)は， 5パラメーター Fisher-Bingham分布とも呼ばれる．分布の単峰性については，以

下の結果が知られている：

定理 1 (Kent, 1982) K, > 2/3===⇒ Kent分布 (5)は単峰

一般の超球面§P-1(p 2: 3)上の Kent分布に対する単峰性に関する結果は， Kentet al. 

(2018, p.294)により，証明なしで与えられているまた一般の超球面§P-1(p 2: 3)上の

Kent分布に従う乱数は，棄却法を用いて生成できることがKentet al. (2013)により示

されている．
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2.2 Fisher-Bingham分布， Kent分布における問題点

Fisher-Bingham分布， Kent分布においては，正規化定数(3)を陽に表すことが一般的に

はできないため，何らかの方法により解決する必要がある．一つ目の方法は，正規化定数に

対して何らかの近似式を与えることである．その方法としては，鞍点法(Kumeand Wood, 

2005),連続型オイラー変換 (Chenand Tanaka, 2021),モンテカルロ法，べき級数法，ホ

ロノミック勾配法 (Kumeand Sei, 2018; Nakayama et al., 2011)などが知られている．

ここでは，鞍点法について解説する．密度関数 (2)において，叫μ= (,1，．．．，和）丁とおき，

また Aの固有値ふ，．．．，入Pと適当な直交行列Qを用いて A=Qdiag｛ふ，．．．，入p}Q丁

と表す． また Wj(j = 1,...,P)を独立に正規分布N（万／（ー2め），1/(-2>.j))に従う確

率変数とし，だ＝こ:=1W]2の密度関数をf入，ァ（芦）とする．このとき，正規化定数 (3)は

a(k,A) = 27rp/2 "(—入J)― 1／冗（l ）exp {l : -1:J } 
j=l 

と表すことができる．ここで，近似すべき箇所は R2の密度関数を R2= 1で評価した

f入，"((1)である．これより，f入，孔1)を鞍点法で近似したものがKumeand Wood (2005) 

であり，連続型オイラー変換を用いて近似したものがChenand Tanaka (2021)の結果と

なる．

2番目の手法として考えられるのは，正規化定数を用いない推定方法を用いることであ

る．これはスコアマッチング法と呼ばれる，正規化定数に依存しない，しかしモデルの密度

関数から構成される損失関数を最小化させる方法であり，これは Hyvふrinenand Dayan 

(2005)により与えられている．

3番目の手法としては，複雑な正規化定数を含まない，別の統計モデルを用いることであ

る．球面上の統計モデルとしては，次の節で紹介する角度正規分布がそれに該当する．

3 射影正規分布，角度正規分布

確率ベクトルX=(X1,...,XP戸E聟―1が以下の確率密度関数を持つとき，射影正規

分布もしくは角度正規（AngularGaussian)分布に従うという

加(x;µ,V)=~）ゆー1)/2|V|1/2□V-1x)p/2 exp [] {(:x丁~-µTV-1µ}]
X Mp-1(位竺丁~), xE§P-1, (6) 



75

ただし Vはpxpの正値定符号の正則な実対称行列とし，

叫 1(a)= fo00 up-l~ exp{―訃(u-a)2}du (7) 

とする．cp(z),<I>(z)はそれぞれ標準正規分布N(O,1)の密度関数と累積分布関数とすると

き， Mo(a)=<I>(a), M1(a) = a<I>(a)+ ¢(a), M巫） ＝ （1 + a2)<I>(a)+ acp(a)と表せ

るため，計算は容易に行うことができるまた，式 (6)は， Yをp変量正規分布N瓜μ,V)

に従う確率ベクトルとするときに， X = Y/IIYIIの分布の密度関数として導出されるた

め，乱数生成は極めて容易である＊2 しかしながら，角度正規分布は，任意の c>Oに対し

て，fAG(x;cμ,C2V)=fAGは；μ,V）が成り立っため，パラメーターに関して識別不可能

なモデルであることがわかる． Paineet al. (2018)は，制約のないパラメーターの個数を

減らすために，式(6)に対して，以下の制約を入れた：

Vμ = μ (1が固有値），

IVI =1, 

(8) 

(9) 

ただし I・ Iは行列式を表す記号とする．これにより，以下の形の密度関数をえることがで
きる：

fESAGは；μ,V)=~）ゆー1)/2 （しv-1x)p/2 exp[] {;ざしり］2x―μTμ }] 
X Mp-1（パ］［x）1/2), XE  SP-1. (10) 

ここでベクトルμは， Kent分布とは異なり，罠3上のベクトルであることに注意されたい．

この分布は楕円対称角度ガウス (Ellipticallysymmetric angular Gaussian, ESAG)分布

と呼ばれる．

パラメーターμ,Vは， 2つの制約 (8),(9)が課されているため，最尤法のようにパラ

メーターに対して最適化を行うには，取り扱いのしずらい形になっている．このため，こ

こでは Paineet al. (2018)に従って，p=3の場合，即ち S2上の密度関数（10)に対する

Reparametrizationを行うまず， Pl2: P2 > 0をVの固有値とし，も(j= 1, 2)をp]に

対応する固有ベクトルとする． 式（8)より 1もVの固有値であり，その固有ベクトルは

e3 = μ/llμIIとなっている．μ = (µぃ µ2，四）丁€配， µo = ✓祠］］召として，以下の配

*2即ち， Y~ Np(μ, V)として， X=Y/11¥11とおけば，角度正規分布からの乱数となる．
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～ ～ 

における正規直交碁底もしもを作る：

& = L 
11μ11' 

1 ―μ5¥ 1 

も＝四1|μ|1い）＝畠コ111'11(―μ三：l)
も＝ょ（—］:)

次にも，むで張られる部分空闇において，も，むをそれぞれゆ E(0, 7r］回転させたもの

をも，もとおく：

ふ＝ COS心ふ＋sin心＆

e2 = -sinゅも＋cosゅも

ここでPl= P, P2 = 1/ p (p E (0, 1])とおき，パラメーターに制約を入れると，

1 1 
v-1心＋ーもぶ＋ーeぷ

Pl P2 

= (} cos勺＋psin2心）もぶ＋（} sin2心十pcos2心）もぶ
+ ~ (} -p) sin 2心(tぶ＋詞）＋誌

となる．最後に I3を3次の単位行列とし， ,1= (1/2)(p―1-p)cos2心，四＝ 2―l(p―1_ 

p) sin2心とおくと，

v-1 = J3十ア1(ele[-e2e:・)+T2 (ele;・ +e2e[) 

＋ ｛げ三□— 1} にぶ＋ eぶ）
と表すことができる．このようにすることで，（μぃμ2屯3べ1心2戸のパラメーター空間

{ (μ1, μ2, μ3べ1置） 1（四四） ＃ （0, O)}は，ほぼ制約のない形で表される． 以下では，こ

こで与えられたパラメーターμ心1べ2が， ESAG分布にどのように作用するのかを見て

いく．以下の図 5,6,7からわかるように， μ/11μ11は分布の平均方向を表し， 11μ11が分布の

集中度， ,1,,2は楕円の長軸および短軸の方向に影響を与えていることがわかる．

なお， Paineet al. (2018)で提案された Parametrizationは，p= 3,即ち炉上の

ESAG分布に対してのみ適用できる． Yuand Huang (2024)では，一般の §P-1上の
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ここでは，μ*= (0, 0, 1)口μ=kμ*とおく．

図5 k = 6,, = (-1, 1)丁図6 k = 3,, = (-1, 1)丁図7 k=6,,=(-1,-1)丁

ESAG分布に対する Parametrizationを与えている．しかし Yuand Huang (2024)の

ParametrizationはPaineet al. (2018)の拡張とはなっておらず，炉上では， Paineet al. 

(2018)の方法の方が，よりシンプルな Parametrizationを与えている．

最後に， ESAG分布の単峰性に関する結果を紹介する．

定理 2 (Paine et al., 2018, Proposition 1) 0 S p1 S・・・ SPp-1, 1をVの固有値とし，

加(o:)= 1＋｛ヽ ＋（p-l)o:Mp-2(0:)/ Mp-1(0:)} 

とする．このとき，以下のことが成り立つ．

1. ESAG分布 (10)は， X= μ/llμIIで常に停留点 (stationarypoint)を持つ．

2. Pp-1 S加(IIμ||)のとき， X= μ/11μ11での停留点は局所最大となる．また Pp-1> 

的(IIμ||)のとき， X= μ/llμIIでの停留点は局所最小となる．

大域的な単峰性についてはわからないが， Paineet al. (2018)はPp-1S 1lp(IIμ||)の条件

の下で， ESAG分布（10)が数値的に単峰であることを確かめている．

4 Rパッケージ

2025年3月の時点で， Kent分布およびESAG分布からの乱数の生成，最尤推定を実行

できる Rのパッケージは，筆者の知る限り Directionalのみである．ここではこのパッ

ケージを用いて， Kent分布（5)から大きさ n= 30,60,100の乱数をそれぞれ生成し，そ

れに基づいて最尤推定を求め，その誤差を計算するというシミュレーションを N= 1000 

回繰り返した最尤推定は，関数kent.mleにより行う．この関数において，正規化定数は
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Kume and Wood (2005)の鞍点法を用いて近似を行っている．

ここで， Kent分布のμは方向を表す単位ベクトルであるため， Paineet al. (2018)と同

様に，以下の誤差を用いて評価を行う：

N 

Error(P) = ¥]2{1ーし証｝， (11) 

ただし，凡）はi番目のシミュレーションにより得られたμに対して推定されたベクトル

とする．それ以外のパラメーターに対しては，通常のバイアスおよび平均二乗誤差の平方

根 (RMSE)で評価を行う．表 1は， Kent分布を用いたときの推定結果である．標本のサ

イズnを大きくするにつれ，誤差（11)およびRMSEが小さくなることが確認できる．

n Error(μ) Bias（た） RMSE（Pi,) n Error(μ,) Bias (~) RMSE（K,) 

30 0.092 1.409 2.828 30 0.049 4.827 8.825 

60 0.064 0.597 1.609 60 0.034 2.363 5.181 

100 0.050 0.395 1.154 100 0.026 1.275 3.500 

表1左表：μ= (0, 1,Q)T, r;, = 10, (3 = 2,右表：μ= (0, 1,0)丁，r;,= 30, (3 = 2 

次に ESAG分布（10)から大きさ n= 30, 60,100の乱数をそれぞれ生成し，関数

esag.mleを用いて最尤推定を求め，その誤差を計算するというシミュレーションを 1000

回繰り返したただし， ESAG分布においては，μおよびPは大きさ 1のベクトルではな

いため，誤差（11)を用いるときには，μ(i)をp,(i)/IIP,(i)II,μをμ/llμIIに置き換えたもの
を使用したまた k= IIP,IIとする．

n 

30 

60 

100 

Error（か Bias (k) RMSE (k) n Error（か Bias(k) RMSE(k) 

0.079 0.198 0.472 30 0.033 0.500 1.124 

0.055 0.080 0.296 60 0.024 0.246 0.752 

0.044 0.050 0.226 100 0.101 0.132 0.907 

表2 左表：μ*= (0,0,1)丁， k= 4, μ = kμべ1= (l, -1)丁，右表：μ*= (0, 0, 1)丁9
k = 10, μ = kμぺ1= (l, -1)丁

上記の結果から分かるように， k= 10の場合， nを大きくしても，真の値とは大きく異

なる推定をしてしまう場合があることがわかる．この原因を探るために，図 8をプロット

した．これは表2の右側と同じパラメーター設定の下で，横軸はシミュレーションの番号，
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縦軸には，各シミュレーションごとの推定量Pの値をプロットしたものである．いくつ
かの場所で，加の値が，真値とはかなり異なり，かなり小さな値を取っていることがわか

る．右の表では， k=llμIIと，標本のサイズ nを変更し，それぞれの設定の下でシミュレー
ションを N= 1000回繰り返した時に，図8のような異常な＊3振る舞いをした推定量の割

合を表している． k= 11μ11を大きくしたときに，このような問題の起こる割合が高くなる

ことが予想されるが，現時点で明確な理由はわかっていない．

Z

L

 

O

L

 

8
 

9
 

v
 

」

Cll-CllEe」
B
d
uo11e:io7 

n¥k 4 10 

30 0 0 

60 0 0 

20 30 

0.007 0 

0 0.007 

100 0 0.002 0.002 0.004 

llflll < k/2となる割合．ただし
"'f=(l,-1戸とした

200 400 600 800 1000 

No. 

図8 μ=（厖加，加）丁のプロット

5 まとめ

本報告においては，楕円状の等高線を持つ分布として Kent分布と ESAG分布を紹介し

た分布が単峰になる条件については， Kent分布は明確に与えられるのに対して， ESAG

分布は数値的に確認したのにとどまっている．一方で，正規化定数については， Kent分布

は何らかの近似が必要なのに対して， ESAG分布は標準正規分布の分布関数というよく知

られた関数の計算すれば求められる．乱数生成に関しては， Kent分布は棄却法が必要な

のに対して， ESAG分布は非常に簡単な手続きで導出することができる． Rパッケージの

Directionalを用いることで， Kent分布および ESAG分布に基づく最尤推定を行うこ

*3ここでは IIP,II< k/2ならば異常であると判断したが， k/2という値は複数のグラフから判断して決めた
ものであり，理論的な妥当性はない．
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とができる．しかし，集中度の高い球面上のデータに対しては， esag.mleに基づく ESAG

分布の最尤推定は，不安定になることがある．
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