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Diffeologyにおける主G束の同型類への和の導入
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Masai Noda 
Graduate School of Medicine, Science and Technology 
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1 Introduction 

Diffeologyは1970年台に Kuo-TsaiChen, 1980年台に Jean-MarieSouriauにより別々の場所でその萌
芽を得た，多様体の一般化の一つである．［lg],[Ig4]によれば， Jean-MarieSouriouのアイデアの発端は無限
次元微分同相写像から成る群を容易な形で扱いたいという動機からくるものであったというが，のちに此れ
は多様体や CW複体を含む大きな圏を構成するものとなった．
多様体の圏は圏論的構造の多くを欠くものであるが，一方で Diffeologyの圏は和・積・部分集合・商で
閉じているのみならず極限・余極限を持ちカルテジアン閉でありこの点で豊穣である．この結果として多
様体が扱っているものを含む，多くの対象を Diffeologyでは扱うことを可能にした．（例えばsingularspace 
や無次元空間及びそれらが併存したものでさえ対応することができる． Souriauの学生であった Patrick
Iglesias-Zemmourにより，無次元トーラスを例として singularspaceへのアプローチの可能性が示唆され現
状もその適用の広がりを模索されている最中にある．）また多様体上で得られている構造の再構築も現在進
行中で行われているところであり，例えばHigherhomotopy theory, modeling space, Cartan-de Rhamコ

ホモロジーなど次々に発表されている．
Principal G-bundleやCechコホモロジーもそのうちの一つである． 2021年[KWW]においてはprincipal
G-bundleの同型類の集合と 1次の Cechコホモロジーとの全単射が示されている．今回，この全単射を用い
てprincipalG-bundleの集合に和，及び群構造を導入した和を入れるというこの試みはPatrickIgresias-
Zemmourにより既に行われているものであり ([lg])，その構成に関しても [lg]のものと一致する結果となっ
ている．即ち [KWW]の全単射は [lg]の和により準同型写像となると言える以下Diffeologyの定義や以降
の解説に必要な性質の説明から始め，［KWW]の内容も含めた一連の結果について此を概説する．詳細は準
備中の論文[N]に記述する予定である．

2 Diffeology 

この章では本稿で必要な diffeologyの一般論をまとめる．この章の多くの内容は [lg]を参考としているため，
詳細はそちらを参照してほしい先ずは定義から始める．

Definition 2.1 (Diffeology) 
X を集合とする． Euclid空間の開集合から X への写像の集合を parametrizationといい，この集合を
Param(X) := {p : Up→ XI Up : open set of即， nEN}と定める。 X のdiffeology応とは、次の
(D1)-(D3)を滴たすParam(X)の部分集合のことである。

(D 1) (Covering axiom)応は全ての恒等写像を含む．
(D2) (Locality axiom)与えられたpE Param(X)に対して {Ua}aをpのdomainUpの開被覆であるとす
る。任意の aに関してPlua:Ua→XがVxに含まれているとき， pもまたVxの元である．
(D3) (Smooth compatibility axiom) p : Up→X を応の元であるとする。 coo級写像f:り→砧と p
との合成はまた Vxに含まれる．
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diffeologyに含まれる元をplotといい、 diffeologyの定義された集合Xをdiffeological spaceという。（以降
断り無しにplotpのdomainを的と記載することがある．）

Example 2.2 (Euclidean space) 
X ＝町、霞：＝ COO（町）の場合を考えると、乃艮れが条件(D1)-(D3)を満たしていることは直ぐに分かる．

次に， diffeologicalspace問の写像の性質について説明する． Smoothmapは後に出てくる diffeologicalspace 
の圏 Diffの射に該当するまた diffeomorphismはdiffeologyにおける isomorphismである．

Definition 2.3 (Smooth map, Diffeomorphism, Subduction) 

(X応），（X'，匹），（Y巧）を diffeologicalspace及びその diffeologyとする．
・写像f:X→ Yが “smooth’'であるとは，任意の 'Dxのplotpとの合成 fopが全て Vyのplotとなる
場合をいう．

・fが全単射であり且つ f―1もまた smoothであるとき， fを“diffeomorphism’'という．
・写像fが “subduction"であるとは，次の i)及びii)が満たされるときをいう．
i) fは全射である
ii)任意の Vyのplotp及び其の domainの任意の元 u€島に関して， u の開近傍 Vu 及び Plvu = f oq 
を満たすplotq E'Dxが存在する．
f:X→ Yが subductionであるとき， g:X'→Xがsmoothmap/subductionであることは fogが
smooth map/subductionであることと同値である．

Introductionで述べた様に， diffeologyの良い特徴として部分集合・積・商・和に対し自然にdiffeologyが入
るという点があるそれぞれどの様な定義となるかを次で説明する．

Definition 2.4 (Some constructions) 
(X,'Dx), { (X"，恥）｝a をdiffeologicalspaceと其の diffeologyの組，及びそれらの族とする．また Xの部
分集合u,商写像p:X→ X/～が与えられているものとする．すると，次の様に部分集合・積・商・和に
(X,'Dx), { (X"，恥）｝a からの diffeologyを入れることができる．
【部分集合 “subsetdiffeologiJ'】
応の plotpのうち、 Im(p) CUとなるもの全ての集合
【積 ‘‘productdiff eologダ'】

p E Param(IT"ふ）のうち，任意の aのprojectionpr" : IT"ふ→ふとの合成がまた'Dx。に含まれ
るもの全ての集合

【商 “quotientdiff eologiJ'】
p E Param(X/ ~）のうち， pのdomainの任意の元 VEらに閾して Plvv= p O qを満たす vの開近傍
Vv，及びqE応が存在するもの全ての集合
【和 ‘‘sumdiff eologiJ'】

Param(U"ふ）の元pのうち，任意の domainの元VE的に対し伍 0p|v。E応を満たすa及びvの
開近傍Vvが存在する全ての集合．ここで伍： X。→Hax。は包含写像である．

次に diffeology上の圏について紹介する．

Definition 2.5 (Category of diffeological spaces) 
diffeological spaceの圏 Diffとは，対象を diffeologicalspace全体，射を smoothmap全体として構成される
圏である．

Definition2.4と併せ，圏 Diffは上記の set-theoreticな構造に関して閉じている圏であると言うことができ
る．圏 Diffがほかの圏に対してどのような位置付けとなるか示したものが次の Remarkである．

Remark 2.6 
Mfdを多様体の圏， Topを位相空間の圏， Set△opをsimplicialsetの圏とする． DiffとTop及びDiffとSet△op
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との間には随伴の関係があり，一方 Mfdから Diffへは包含関手が存在する．

〗I-]ロMfd ←——一 Diff ニニ［二 Top

続いて本稿を読み進めるにあたって非常に重要となる概念である generatingfamilyについて説明する．任意
のdiffeologyはgeneratingfamilyを持ち，逆に（結果generatingfamilyとなる）parametrizationの集合から
diffeologyを生成することも出来る．更に，その次の Nebula,Diff eological groupも後に使用する概念である．

Definition 2.7 (Generating family) 
(X,JJx)をdiffeologicalspaceと其の diffeologyであるとする． JJxのgeneratingfamily Qとは JJxの部
分集合であって次の条件を満たすものをいう．即ち任意のpEJJx及び uE的に対して， Plvu= q Ofを満
たす uの開近傍Vu,Qの元q,c=級写像f:V→らが存在するものである．
任意のdiffeologyはgeneratingfamilyをもち，逆に与えられたparametrizationの部分集合Qからdiffeology
<Q>を生成することができる．＜ Q>は， Qを含む全ての diffeologyのintersectionである．

Example 2.8 (Manifold) 
(M, {'Pふ）を多様体とその atlasであるとする．＜ ｛({);;1に＞は｛¢ご｝aから生成された diffeologyであ
り，これにより多様体M にdiffeologyが入る． Mfd'-+Diff (Remark 2.6)はMfdの対象をこの様な形で Diff
の対象に対応させる関手である．

Denifition 2.9 (Nebula) 
(Xのx)をdiffeologicalspaceと其の diffeologyとし， QをVxのgeneratingfamilyとする． Qに関連した
NebulaとはN(Q)：=H U で定められる集合に和の diffeologyを入れることで diffeologicalspaceとqEQ ~q 

なったものをいう．

Definition 2.10 (Diffeological group) 
Diff eological group Gとは， multiplication及びinversionmapがsmoothとなる様に群Gにdiffeologyを入
れたものである．

3 Principal G-bundles on diげeologicalspaces 

diffeology上における principalG-bundleの定義はP.lglesias-Zemmourの教科書([lg])に記載されている他
に[MW],[KWW]にも記述がある．それぞれ表現が異なるものもあるが，全て同じものである．（これの証明
は[lg],[N]を参照してほしい）この章では此らのうち本稿で使用するものに絞って紹介していく．

Definition 3.1 (Principal G -bundles on diffeological spaces [MW], [lg]) 
E,Xをdiffeologicalspace, Gをdiffeologicalgroupとする．
次の 3つの条件を満たす写像 7r:E→ Xがあるとき，これを PrincipalG-bundleという．

• 7rはsubductionである．
・EはGによる smoothright G-actionを持つ．
・応の任意のplotによる Tのpullbackはlocallytrivialである．即ち任意のplotpE Dx及び uEらに
関して，その制限Plvuによる T のpullback (PlvJ*1r→ ％が，自明束と同型にすることができるただし
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bundleの同型を成す写像は G-equivariantなdiffeomorphism（下図式の切である．

Vu X G ~ (PlvJ*E—E 

こ＼↓ ↓7r 
Vu ~ X 
Plvu 

Definition 3.2 (Principal G -bundles on diffeological spaces [KWW]) 
E,Xをdiffeologicalspace, Gをdiffeologicalgroupとする．次の 3つの条件を満たす写像 7r:E→ Xを
principal G-bundleという．

• 7rはsubductionである．
・EはGによる smoothなrightG-actionを持つ．
・下で定義される写像 “a’'はdiffeomorphismである．

a : P x G ~ P xx P 
↓ ↓ 

(X, g) 1--------------(X, X ・ g)) 

ただし，“.’'はPに定義された G-actionを意味している．

4 Cech cohomology [KWW] 

diffeologyのCechcohomologyに関しては [Ig3],[AA], [KWW]に記述があるが、いずれも互いに異なるも
のである．（［Ig]と[KWW]の関連については [KWW]に記述がある）
ここでは [KWW]で導入された Cechcohomologyを紹介するが，証明等詳細については同論文を参照して
ほしいこれ以降， GをAbel群とする．

§ 4.1 _ Sheaf on diffeology 
先ずCechcohomologyを定義するにあたり必要な， sheafについて説明する． diffeology上の sheafは各plot
のdomain上の通常の sheafの寄せ集めであると言える．

Definition 4.1.1 (C -valued (Pre)Sheaf on Plots(X)) 
(X,Dx)をdiffeologicalspace及びその diffeologyであるとする． plotの圏 Plots(X)とは，対象を Dxの
plot全て，射を下の図式を可換にする domain間の CCXl写像全体とする圏である．

X 

／。＼、
up f 、 Uq

Cを圏とする．反変関手 F: Plots(X)0P→ CをC-valuedpresheafという．
(Up, Open(Up)）を， plotpのdomain島の開集合全体を対象包含写像全体を射に持つ圏であるとする．こ
のFは自然に次の様な形で関手Flpを誘導する．

FIP: (Up, Open(Up))0P→ C ; Ui→F(PluJ 

任意のplotpに対して Flpがsheafの条件を満たすとき， Fをsheafであると定める． FとFlpの関係は次
の図式を使うと理解しやすい．関手po(）の構成をその下に示す．此れは包含写像位： U戸→島を（）内に入
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れることにより plotが復元される関手である．

Plots(X)0P ~、 C

po(）0pl ° F|p 

Open(Up)0P ／ 
po () : Open(Up)一Plots(X)
(Ui <-+応) （Plu, <-+ P) 

次に， diffeology上の sheafの例を挙げる．此れは後に CechcohomologyとprincipalG-bundleの同型類の
集合とを関連づけるものとなる．

Example 4.1.2 (Ab -valued sheaf C00(・, G)) 
Xをdiffeologicalspace, GをAbeliandiffeological groupとする．反変関手C00(.'G): Plots(X)0P→Ab 
はPlots(X)の対象P,q,射 fを用いて c00(.,G)(p) := c00(Up, c)及び C00(-,G)(J)(g) :=go fで与え
られるものとする．すると此はsheafとなり，この globalsection (Definition 4.1.3)全体の集合はXから G
への smoothmap全体の集合である (c00(.,G)(x) = c00(x, G)). 

次の Definition4.l.3,4.1.4及びRemark4.l.5もCechcohomologyの定義のための準備である．

Definition 4.1.3 (global section) 
FをC-valuedpresheafとする．この Fのglobalsectionとは， sectionから成る族{7/pE F(p)}pEDxであっ
て，任意のplotp, q間の射 f:Up→ ％に関して F(J)('1/q) ='1/pを満たすものをいう． Fのglobalsection 
全体の集合を F(X)と記す．

Definition 4.1.4 (Pull back presheaf) 
'P: X→ Yをsmoothmap, F : Plots(Y)0P→ CをC-valuedpresheafであるとする．ゃによる Fのpull
back presheaf <p* F : Plots(X)0P→Cとは，対象P,射fに関して <p*F(p) := F(<pop), <p* F(f) := F(f)で
与えられる presheafである．

Remark 4.1.5 (Induced morphisms of global sections) 
'P : X→Y,心： Y → zをsmoothmap, F : Plots(Y)0P→C, G : Plots(Z)0P→ CをC-valued
presheafとする． Fがsheafであるとき， cp*F もまた sheafである．これは Flpがsheafであるならば当
然 Fl'Poq（ただし qE Dxである）も sheafであることに依る．更にゃは次の様な globalsection閻の写像

cp: F(Y)→F(X);｛叫pEDyf---+｛加oq}qEDxを誘導する．これらの合成がg。i=;己:を満たすことも
直ぐに分かる．

§ 4.2 Cech cohomology 
上述した sheafの概念を用いて Cechcohomologyの定義を与える．

Definition 4.2.1 (Diffeology on N(Q)k (V(N(Q)k))) 
(Xの(X))をdiffeologicalspace及びそのdiffeologyであるとする． QはV(X)のgeneratingfamilyであっ
てN(Q)はQから得られる nebulaであるこれらに基づ<smoothな評価関数ev:N(Q)→X;ev(u)= 
q(u)（ただし uE Uq, q E Q)を与えることが出来る．更にこれらは次の様に拡張される；

N(Qh := {(xo,..., xk) E N(Qt+1lev(xo) =... = ev(xk)} 
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evk: N(Qh→X ; e叫 (xo,…，狐）） ＝ev(xo) 

N(Q)kには N(Q) に入っている productdiffeologyのsubdiffeologyを入れることで diffeologicalspace 
となる．すると 'D(N(Q)K)のplotはN(Q)のplotのk+l個のセットで表される．即ち次の様な形で得ら
れる．

VJ E'D(N(Q)砂 f= Uo,…, f砂 (f;E'D(N(Q)) for all i E {O,…,k}) 

全ての準備が整ったため，いよいよ Cechcohomologyの定義に入る．

Definition 4.2.2 (Cech cochain associated to Q) 
F : Plots(X)0P→ GをC-valuedpresheaf, QをV(X)のgeneratingfamilyであるとする． ここで G
はAbeliandiffeological groupである． F,Qに基づく K次の Cechcochainは， Definition4.1.3, 4.1.4の
記法を用いてび(Q,F):= e咋F(Plots(N(Q)砂）と定義される．即ちこれは evkによる Fのpullback 
心F: Plots(N(Qh四→ Abのglobalsection全体の集合である．
更に〇：び(Q,F)→び＋l(Q,F)はd,： N(Q)K+1 →N(Q)k ; (xo,…，ふ，…，Xk+l)から誘導される写像

d; (Remark 4.1.5)により 8:＝迂闊(-1凧と定義される．；

d;: evkF(./¥「(Q)k)→心(evげ）（N（Q)K+1)＝ ev;＋1(N(Q)K+1) 

（び(Q,F), 8)はQに基づいた Cechcochain complexであり， cohomologyfI• (Q, F)を得る．
写像8は次で表される写像である．

｛り(fo,・ふ） E ev;F(N(Q)K)}（fo,・ふ）EV(.N(Q).)→ ｛区，K闊（ー 1)irJuo, ．．ぶ．，fk+1J}Cfo,•••,fk+i)EV(.N(Q)k+1l

以上でgeneratingfamily Qに関連付けられた Cechcohomologyが定義された更に最終的な， generating
familyに依存しない形へ持っていくための作業を進める．

Definition 4.2.3 (Refinement of a Generating family) 
generating familyとして Q= {qa : Ua→ X}aEAを持つ diffeology'Dxが与えられているものとする．
R = {r13: V13→ X}f3EBがQのrefinementであるとは，それ自身も Xのgeneratingfamilyであって，添
字集合間の写像'P:B→A及びsmoothmap /13: V13→ U亨）の存在により各いこ関して知(B)ofg =rf3 
を満たす様なものをいう．

Definition 4.2.4 (Cech cohomology group of F over X) 
Definition 4.2.3で与えられた generatingfamily Q及びこの refinementR に関して， f:= uかゎで与
えられる nabula間の写像 f:N(R)→ N(Q)及びこの拡張戸： N（R)K → N(Q)K ；戸（Xo,…，繹） ：＝ 
(f(xo)，…，f（咋））が自然に得られる． refinementにより順序付けられた cohomologyの族｛”灯Q,F)にの
余極限を考えることにより， K次の Cechcohomologyが定義される；

が (X,F) := ColimQが (Q,F)

これでCechcohomologyり最終的な定義が与えられた
次は特別な sheafを用いた Cechcochainについて説明したものである．ここで得られる Cechcochainとの
ある同一視により，上記の様な (evkにより sheafFをpullbackして得られる sheafev* Fのglobalsection, 
という）複雑な対象をより簡単に扱うことが可能となる．

Example 4.2.5 (Cech cochain of C00(•, G)) 
Example 4.1.2で定義されたsheafC00(・, G)を用いた Cechcochainび (Q,G)：＝び(Q,C00(・,G)）は，次
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の図式を可換にする；

`,G) 8 ぴ̀＋1（Q,G)

竺↓。↓竺
c00(N(Qh, G) ~ c00(N(Qhw G) 

下段水平の写像は 6(f)：＝区□闊(-l)ifodiで表される写像である．これにより Cechcomplex (6勺Q,G), 8) 
はcochaincomplex (C00(N(Qh, G), 8)に同一視される．後者は N(Q)Kから Gへの (diffeologyの意味で
の） smoothmap全体の集合を意味する．

5 Principal G-bundles andか(X,F)[KWW] 

この章では principalG-bundlesの同型類の集合と 1次の Cechcohomology H1 (X, F)との関連を見る．既
存の位相空間における結果と同様にこれら二者には全単射の関係がある内容は [KWW]に基づいているた
め，詳細については引き続き此方を参照いただきたい．

先ず始めに全単射の構成に必要な， diffeologyのGroupoid/Groupoid actionについて記述する．

Definition 5.1.1 (Diffeological groupoid) 
H。，凡を diffelogicalspaceesとする (H。⇒凡）がdiffeologicalgroupoidであるとは，これら H。,H1に
構造写像が定義されており，その全てがsmoothである場合をいう

H1立。 H1~H1 ~H1 ~H,。 ~H1
t 

注） s: source map, t : target map, i : inversion map, u : unit map, m : multiplication map. 

Definition 5.1.2 (Groupoid action) 
Xをdiffeologicalspace, H1⇒ H。を diffeologicalgroupoidであるとする．この groupoidによる smooth
anchor map p : X→ H。を伴う Xへの Smoothactionとは次の i)-iii)を満たすsmoothmap His Xp X→ 
X:(h,x)→ h．1である；
i) s(h) = p(x)を満たす任意の (h,x)に関して p(h・ x) = t(h)である．
ii) s(g) = t(h), s(h) = p(x)を満たす任意の g,h E H1, XE Xに対して g.(h. X) = (g. h). Xである．
iii)任意の xEXでu(p(x))• x = xを満たす．

Groupoid actionの例を次の Exampleに示す．以降実際に用いる Groupoidはこの例にあたる．

Example 5.1.3 (Groupoid R(ev) = (N(Q) xxN(Q)⇒N(Q)) and its action) 
(X,Dx)をdiffeologicalspaceとその diffeologyの組であるとし， QをDxのgeneratingfamilyとする．
N(Q)はQを用いて得られる nebulaであり，評価関数 ev:N(Q)→X もDefinition4.2.1の通りとする．
ここでGroupoidR(ev): N(Q) xx N(Q)⇒N(Q)は次の構造写像を持つ Groupoidとする．

s :N(Q) xxN(Q)→N(Q) : s(x1，四） ＝X2 
t:N(Q)xxN(Q)→N(Q) : t(x心） ＝X1 
iぷ (Q)xxN(Q)→N(Q) Xx N(Q) : i(x1，四） ＝ （→1) 
u:N(Q)→N(Q) x N(Q) : u(x) = (x, x) 
m: (N(Q) Xx N(Q))pr2 Xpr1 (N(Q) Xx N(Q)）→ (N(Q) xx N(Q)) 

: m((x1,吟）（砂，叩）） ＝ （m，祁）
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Groupoid R(ev)'Pのsmoothanchor map prN(Q) : N(Q) x G→N(Q)を伴う N(Q)X Gへの R(ev)'P―
actionは下の様に定義される；

(N(Q) Xx N(Q))pr2 XprN(Q) (N(Q) X G) ~N(Q) X G 
u u、l

((x1五砂），（四，g))1--------------、 （X1, rp(x1，四） ＋g) 

ここで，上の 'P: N(Q) X N(Q)→ Gはrp(x1，四） ＋ゃ（四，祁） ＝rp(x1心3)を満たす smoothmapである．
また，この R(ev)'P-actionはN(Q)X Gへの C作用と可換である．

Groupoid actionを定義する際には上記の様な smoothmap cpが必要である．次で定義する写像はこのゃが
満たすべき条件を満たしている

Definition 5.1.4 (smooth map c(T,P)) 
71": p→ Xをdiffeologyにおける principalG-bundleであるとし， QをXのgeneratingfamilyとする．
principal G-bundleの定義 ([KWW]）によれば， diffeomorphisma : P x G→PxxP; (p,g)>-+ (p,p・g) 
が存在し，且つ7rDT= evを満たすsmoothmap T: N(Q)→Pが必ず得られる．（後半に関してはExample
2.6 [KWW]を参照） Generatingf皿 ilyQとこの Tの組を “plotwiselocal trivialization!'と呼ぶ
ここで写像 c(T,P)はTXTIN(Q)xxN(Q)とpreo a-1の合成により定義される smoothmapである；

N(Q) xxN(Q) 
TXTIN(Q)xxN(Q) 

PxxP 
pTGoa -1 

G
 

c(T,P) 

計算により c(T,P)(xぃx2)+c(T,P)(x公邸） ＝c(T, P)(x1心3)及び8(c(T,P)) = 0であることは直ぐに分か
る．（ 6はExample4.2.5.のcoboundarymapである）
即ち写像 c(T,P)は， Example4.2.5の記法に則れば， z1(Q,G)の元であると言える．

次の Propositionは本稿を読むにあたって（証明を省略していることため）使用しないが， Theorem5.1.6の
証明（つまり [KWW]Lemma 5.14., Theorem 5.15.）及び当方の論文([N])を読む進めるにあたって鍵とな
る事実である．

Proposition 5.1.5 (Induced principal G -bundle) [KWW] 
1r:P→ Xをdiffeological上の principalG-bundle, QをXのgeneratingfamilyであるとする．更に
R(ev)c(T,P)をExample5.1.3で定義された diffeologicalgroupoidとする．（ただし，ゃ部分は c(T,P)に置
き換えてある．）
(N(Q) X G)/ R(ev)c(T,P)はgroupoidactionによる商であり quotientdiffeologyを入れることでdiffeological
spaceとなっている．すると次の写像はprincipalG-bundleである；

(N(Q) X G)/ R(ev)c(T,P) --------a--X 
J 

[(x, g)]c(T,P) f-------------* ev(x) 

これは最初に与えられた1r:P→Xに同型である．つまり次の図式を可換にする G-equivariantdiffeomor-
phism pが存在する

狐） XG / R (ev) c(T, P) ------f.-------. P 

＼／  
X 
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Proof) 
[KWW] Lemma 5.13.参照

次の Theoremは[KWW]の主結果である．

Theorem 5.1.6 (II(x,G)竺 H1(X,G)) [KWW] 
Xをdiffeologicalspace, Gをdiffeologicalgroupであるとする． Xを底空間に持つ principalG-bundleの
同型類の集合を‘、II(X,G)’'と記すものとする． 1次の Cechcohomology fI尺X,G)とII(X,G)の間には全単
射が存在する．

Construction) 
本稿では証明は割愛し，以降の記述に必要となる全単射の構成のみを述べることとする．詳細は同論文の
Lemma 5.14., Theorem 5.15.を参照してほしい
先ずは ¥fl: II(X,G)→か(X,G)の構成から記述する． 7r:p→X をprincipalG-bundleとし，これを代
表元に持つ類を [P]と表す．；

¥fl : II(x,G) ｀が(X,G)

[ P] ~ c[ P] 

c[P]の構成について説明する． Definition5.1.4のsmoothmap c(T, P)は1次の Cechcocycleであった
から，［c(T,P)]Eが (Q,G)なる元を取れる． Definition4.2.4で述べた様に， H1(X,G)はrefinementから得
た順序による余極限で定義されていた RをQのrefinement,g: N(R)→N(Q)をそれから得る smooth
mapとし，（Q,T)をTのplotwiselocal trivializationthenとする．すると (R,TO 9)もまた下の外側三角形
の図式を可換にすることから， plotwiselocal trivializationである．

／ 
p 

心）口j7r
Cech cohomology間の写像g:が（Q,G)→か(R,G)は[c(T,P)］r-+[c(T O g, p)］］と定義できる． c[P]，は
これらの写像による余極限が(X,G)のうち [c(T,P)]を代表元とするものである．

が (Q,G) -------* H1 (R, G) -------*... -------* ColimQH1 (Q, G)＝が(X,G)

[c(T, P)] f-----------* [c(T O g, p)］←→…→c[P] 

この対応より定義された Wはwell-definedであり全単射である．
次に逆写像w-1の構成を記述する． wをH1(X,G)の元とすれば此は余極限の元であるから， W=[f]とし
て代表される f€か(Q,G) を持つ． Cechcocycleの元は全てExample5.1.3 cpの条件を満たしていることか
ら，このfはgroupoidaction R(ev訂を誘導する．すると写像(N(Q)x G)/ R(ev)1→X; [(y,g)サ→ev(y)
はprincipalG-bundleである．ここで全空間への smoothなG-actionはhEGに関して ([(y,g)lJ,h)→ 
[(y,g + h)]1 と定義される．すると逆写像ゥ—1 は次の対応で表される写像である；

w-1：が（X,G) Il(x,G) 
↓ U) 

w = [/] ~ [(N(Q) x G)/R(ev)月
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6 On an abelian group of principal G-bundles in diげeology

Proposition 5.1.6に引き続き， Il(x,G)を底空間に Xを持つ principalG-bundleの同型類の集合とする．こ
の章では前章の屯を用いて Il(x,G)にAbeliangroupの構造を導入する．
ここで定義される“和’'の構成方法はPatricklglesias-Zemmourが[lg]に記述したものと同じものである．
即ち，［KWW]の全単射ウは [lg]の和によって準同型写像となっていることが分かる．証明は [N]を参照い
ただきたい

Construction 6.1 (Addition of Ilcx,G)) 
7r: p→X, 1r': p→XをprincipalG-bundlesであるとし，［Pl,[P'］をそれぞれ1r,7r'を代表元にもつ類で
あるとする．更に，（Q,T)及び (Q,T'）は1r,7r'のplotwiselocal trivializationであるとする．

Ilcx,G)に入る和 “+Il(x,G)’'を次の様に定める；

+rr(X,G) : IIcx,G) X IIcx,G) Ilcx,G) 
＼ ヽ

([Pl, [P']) w-1陳([P])＋屯([P']))

屯及びw-1の構成法から，w-1（如([Pl)＋叫[P']))= [(N(Q) X G)/R(ev)c(r,P)+c(r',P’)］と表される．この
右辺はprincipalG-bundle (N(Q) X G)/R(ev)c(r,P)+c(r',P’)→ X ; [(y,g)]c(r,P)+c(r',P’)→ ev(y)の類で
ある．
この新しくできた bundleを7f:p→X及びが： P'→ X により表したい

Proposition 6.2 (principal G -bundle if) 
7r: p→X, 1r': p→ XをprincipleG-bundlesであるとする． PxxPはTの7r1による pullbackである．
つまり，次の様に表される集合である．；

PxxP={(p,pりEp X P'l1r(p)＝が(pり｝

この集合はproductdiffeologyのsubdiffeologyを入れることにより diffeologicalspaceとなる．更にPxxP'
に次の同値関係を入れ，この廂を (PxxPり／ ～と表す． PxxPからのquotientdiffeologyを入れること
で此もまた diffeologicalspaceになる．

p~が（P,p'E P xx P')←⇒ヨgE G s.t. p = q. g, p'= q'. 9-1 

上の“・’'は P及び F それぞれで定義された G-actionである． すると写像 if: (P xx P')/～→ 
X;  [(p,pり］>-+1r(p) = 1r(pりは principalG-bundleとなる．
この全空間への G-actionを次で定義されるものとする；

(P xx P')/ ~ x G ~ (P xx Pり／ ～ 
Uノ Uノ

([(p,pり，gl) ~ [(p．g,pり］ ＝ ［（p,p'. g)] 

すると次の写像aはdiffeomorphismであり，その結果行はprincipalG-bundleの定義 (Definition3.2)を
満たす．

a: (P Xx P')/ ~ X G -------* (P Xx P')/ ~ Xx (P Xx P')/ ~ 
ヽ Uノ

([(p,p')], g) ([(p,p')], [(p. g,p')]) 

Proof) 
[N]参照
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Theorem 6.3 
'if: (P xx P')/～→XをPrposition6.2で構成された principalG-bundleであるとする．

すると，［（PxxP'）／～]は IIcx,G) 上でゥ—1 （\Jl([P］）＋如[P'］）)に一致する．

Proof) 
[N]参照

結果，次の様に表記できる；

+rrcx,a) ([Pl, [P']) := [(P Xx P')/ ~] 

此で和が定義できたこの和により， IIcx,G)に群構造が入る．

Theorem 6.4 (Abelian group structure) 
導入された和＋Il(x,G)により， II(x,G)にはAbel群の構造が入る．この群における単位元・逆元は次の通り
である．

【単位元】

自明束XxG→ Xを代表元にもつ類 [XxG]

principal G-bundle 7r: P→ Xが与えられており，これを代表元とする類を [P]とする．

【[P]の逆元】
集合としてはPと一致しているがPとは逆のsmoothright G-actionを持つdiffeologicalspaceをPとする．
（即ち，任意のpE pに対して一致するpEPがあり，任意のhEGに関して戸のG-actionはp・h:= p・h―1 
で与えられている．“・’'はた Pそれぞれの G-actionである．）
[P]の逆元はテ： P→ X; P→ 1r(p)で定義される principalG-bundleの類である．

Proof) 
[N]参照
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