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(8月 1,9日受理 )

線▲形応答琴論は,外力が力学的であるとき.には-もちろんであるが:)#tL力学的
2) 5)

である場合にも成立することが予想されている｡ ここでは,こ07間琴について

力学の原理把までさかのぼ って考えてみた ｡

/ 1

1.Hamil_tonの運動方程式

微少仮想変位で,系が夜された仕事を雨,その前後での運動エネ)Vギーの差

を 8Kとすると,Ha皿Iltonの原理は

も1

/ (8K+W)dt-O (1)
to

ここで時刻 七0, も1で系は変化して希いものとするO

(1)で,系が保存系のと-尊には,Wは途中の過程に依存し希いか ら

Wニ ー∂U ･(2)

であノり,TJはポテンシャ7レエネJvギーと呼ばれるD

､系が非保存系のときに-は.-Wは途中の過程に依存す為か ら,次のpま う夜式で

表わせるとする ｡ す食わち

Wニ ー∂U+18¢

この とき (1)~は

も1

′ (SL+1∂¢)dt〒 O
to

(5)

(4)

こ こ で L - K-UはLagranglanである｡

系 の 自 由 度 f･一般 化産額 qr,一般化速 度 ar と す ると･ (4)か ら Lagr

ange の 方 程 式 を得る
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d/dt(∂L/ai r +i∂¢/βar-)- (∂L/∂qT+ i∂Q/aqr)- ロ
(∫-1,2,･--･･,∫)

さらに･一般化運動量 prを

･pr- ∂L/∂;Lr+ス∂¢/∂ar

(r=1,2,---.,ど)

で定義す ると, (5), (6)から

(5)

(6)

8(∑rprar-L)-ス∂¢-∑r(ar∂pr-pr∂qr) (7)

とな り, (6)によって′

●
Hrp,q,ち)- ∑rprqr-L(;,q;i)

A(p,q,i)- A(q,q.,i)

◎(p,q,ち)- め(ら,q,ち)

とすると,次の H左mllton の運動方程式を得る'.

1■
pr= - ∂H/∂q-r+A∂軌/∂qr
●

qr- -∂H/anr - A∂屯/∂pr

(∫-1,2,･-･･--- ど)

また (9)を使って次式 をも得る :

dH/dt- Ad@/dt- aH/at-8@/at

(8)

(9)

(10)

I-･L ･ ＼

2.Liouvilleの定理

丁空間内の位相点の群れについて,位相 体騎乗片 dF内に一つの位相点を見

出す確率を

〟(p,q,ち)dr

千-ちll8-

(H E



非保存系の力学

で定義するBPは確率密度といわれ,次の保存則が成立つ,

●

ap/∂もニー∑r(∂prp/∂pr十∂arp/∂qr)

- 〔H,P〕-A〔◎,P〕-〔◎.A]p

ここで 〔,〕は PoISSOnの括弧式である｡
また dp/dt打 , (12)を使って

dP/dt -ap/∂七+∑r(昌r∂p/∂pr+ar∂p/∂qr)

ニーp∑r(∂br/∂pr+∂ar/∂qr)

-〔◎,A〕p ､

とをるO保存系に:臣けるように dP/dも- Dには安ら希いO

-方,定義式 (1日 から

･1-Ip dF

(12)

(15)

(14)

いま ･七- 0で･ dtl- dro,p- .po,q- qo,p-Poとすると., p-

(po,qo,t),q= q(po,qo,七)であるから･

all- DdIlo (15)

こ こで D- ∂(p q)/∂(poqo)の J.aoobianである､Oしたがって (14)

紘,

1-′pdr-′pOdro-′poDodJ｢ロ

ここで Do= ∂(pO qO)/ ♂(po qo)= 1 0

(16)から

P D= po I)o= cor相t.

あるレ＼は

-1 , -1
-p dP/a.ち- D ･ dD/dt

-519-

(16)

(17)

(18)



渡 辺 恒 夫

(15)を使 って

dD/dも-､〔◎,̂ 〕I) (19)

以上,(15),(19)から Liouvilleの定理は成立し貴いことがわかるO こ
㌔

れは 18¢が導入されているためである｡

5.Liouvi11e方程式

系のエン トロピーSかま

S--J.k logPPdT

で表わされる｡ また

S-′S(p,q,ち)〟dr

であるか ら, ､

S=~- k logP

I(20)

(21)

(22)

と置 くことができるo ここで S(p,q,ち)紘 (微視的)L立ン t･ロビーであるO

(21)か ら

d.S/dt-′∂BP/∂も dI1､ 1

-I(p∂S/∂七十S〔H,P〕-sA〔◎,P〕-sP〔◎,ADdll

ここでβは極限で 0であるとすれば,

fs 〔H,p〕dI'-/〔S,H]pdr
I

fsAl@,P]dr-/(S〔A,◎〕-P+〔S,◎〕̀Ap)tar

であるか ら, (25)は ′

dS/dt-′pds/dtdr

(25)

(24)

(25)

となる｡もし,､熱的に孤立した系のみに限るとすれば,系の (微視的)ェン T･

ロビープロダクションq妊
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ds/dt エ ロ

とかける｡

以上,日 5), (22)と (26)から (12)紘

ap/∂七- 〔H,P〕-^〔◎,P〕T kllqp

-非保存系の力学

(26)

(27)

これは,仮定 (5)のもとにかけそ,･･･Liouville方程式といえるだろ うo
/

ここで (27)を位相空間内で積分すると.左辺,お よび右辺第一項は零 と夜､

るか ら, (25), (26)か ら

dS/dt-′qpdL'--k′A〔軌 p〕dr
-′か〔◎,S〕pdti≧ o

ここで等号は可逆変化のときで,このとき一般に,

〔◎,S〕エ ロ ,

で浸ければ葱ら希いム

(28)

(29)

4.線形応答理論 (熟的乱れにたいする)

七〒 --で平衡状態にあった系が,熱力学的外力によって 乱された とする｡
一

外力は十分小さい とすると

-p- pd+･P/+･･････

⑳=◎o+◎′+---

As Ao+AJ+.･･････

とおけるO

(亭0)によって (27)は

〔H,po〕エロ

(50)

(51)

･p'/at-.lH･P,〕- kー†(Ao〔so,◎つ +Lq,)'po (52-

と こで 00- -定, o′-k〔◎′,A.〕としたC,
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(31)から平衡状鯵の確率密度 poが求められ (32)か ら熱力学的外力に

よって乱された系の第-近似の確率暫度 J''が得 られる｡poが既知だとすると

p,- - 汰-1fte-IL叶 も′) ( Ao〔So,@,〕十g,)po.dt, (5わ_○〇
ことでLはLiouville演算子で

Lg- 亘 H,g〕 (54).

いま単位 体横の系を考え･熱力学的外力によって生じた fluX jp(,p･q)の平

均値を J〟 とすると,

Jp- -k~1fd境 p(p,q,e-1L'tTもノ)(A.lso,@J]･0,h odt′

- 1 七

= - k ∑y左<jphイ )ju(O)> dも′Ⅹy

ち

- 且 ~ 1 左 < jp" e~ iL (.七~も')Ao〔S｡,◎つ > d-t J ぐ5 5)

ここで

Jp (ち)- elL tJp- eiLtJp(0)

そして

< - - >-ノー(--･)podr

o'にたいしては,次の関係を仮定した

o′ =∑yJy(p,q)Ⅹy

ここで･Ⅹ〝は熱力学的外力である｡

一方,現象論的方程式は･L fLyをその係数とするとI

Jp= ∑yLilyXy

(56)

(57)､

(58)

(59)

であるから･ (55)と等置すると Lf" を得ることができるO＼

最初 に , dS/dt - 0の場合について考えるOこのとき (29)が成立すれ

ばよいから
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･AS⑳- でSs

と澄一くことにす る｡ (40)によって

Lp y - - k~1fi< jp(ち-i,叛 佃 - d七,

- - k~ 1fi<j押 jy(七′一七,-.dt′

で着るか ら,Onsagerの相反定理

LJLy=LyFl

は一般には成立して貴いことがわかるα

ここで (40)の 丁について考えようoまず (110)か ら

〔S,H〕- ds/dt-∂S/∂七

これけt(15),(22),(26)から √

〔S,H〕-′k〔S,弓 --as/∂も

とをるo sが tを陽にふ くま食いとすれば (45)紘l
〔S,可 -k〔S,弓

したがって

fi= kT

非保有系の力学

(40)

(41)

(42)

･(45)

(44)

~とすることができるO す費わも,では (微視的)温度に_相当す るよう奇畳であ

るO-般把仔,Tは (45)か ら求め られ, (44)のように簡単陀控な らをho

次陀 dS/dt> 0の場合について考えてみ ようOこの と′き係数 L即 は (42)

を満たしてい＼允ければ食ら脅tnoそこで ,次のように置 くことにす る

Ao〔S｡,◎′〕-∑yj'; (p･q)-Ⅹ〃

jJy卜 も)等 jy(ち)

そ して

(45)

(46)

ここで一Ao,◎Jは (58),(45), (46)とか ら求め られることになる0
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さて, (55),(59)か ら

Lpyニ ーk~ 1ti(<jp(t一七′,jy(0,ラ+<jp(O,jy(ち-i,p -)dt,
(47)

と奇るが , この式は (42)を満たしている｡

5.連続休の中の系

このときの運動方程式として,次のような形が考えられる

●
pr- - ∂H/∂qr-+T∂S/∂qr-βrらr

(48)●
qr=∂H/∂prT T∂S/∂p,

(∫-1,2,･･･- -,ど)

この一ときの Liouvi11e方程式は

ab/∂も- 〔勘p〕⊥〔S,T]p+∑rPr(∂/∂pr(∂H/∂pr･P)

+ 8/apr(kTaP/apr))

●-
= 〔H,p･]+∑rPrqrap/∂pr- qp./汰

ここで

o- k〔S･弓 -k∑rPr∂ar/針pr
したがって

冬S/dt - f opall-∑r/Prar∂p/∂prdZl

(4?)

(50)

(51)

また (10)に相当する式は

dH/dも ー でds/dt- ∂H/∂- 丁 ∂S/ ∂- ∑rβr･qr2 (52)

いま で=T(一定),Dr=βrkTとすると (49)は

ap/∂七- 〔H,p〕+∑r(Pr∂/∂pr(∂H/∂pr･P)+D,82p/∂pr2)
(55')

一志､24-
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この式は形の上では位相空間での Fokker-Fla‡?ckの式ににているが,

td),(8)か らわかるように ∂¢/∂arキ･Dのとき綻ば

fI(p,q･七)- ∑r pr2/2皿+U(q･七) (54)I

のように控夜ら充いので (55)は Fokker-PlarTckの貨で按食い｡しかし/,

もし,個々の分子が運動法則に従わず, (48),(54)に従って運動するの食

ら (55)打 Fokker-Planc兎 の式である｡このことば,平均遅由 について考

える食らは,考えられ希いこと-はをh o

(48)の特別食場合として･L∂S/∂qr= D,∂S/∂p;- Dについて考え

てみ るしまず,

pr = 一 拍 /∂qr- Arqr
●
qr〒 ∂H/∂pr

(r､- 1,2,-- -･f1

1i.ouv土11e方程式は

dP/dt - ∂p/∂七 - - 0P/k

I

(50),(54),(55)か ら

O,= - k∑rPr/江

したが って (17),(56)そして (57)から

- 1

D = corlSt.P = cortsも. e
-i/To

(55)

(56)

(57)

(58)

(I-01-zrpr/m)であるo

これは,位相鉢稜が時閣 とともに指数関数的に減少することを示 しているo
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