
187

Left Regular Bandを用いた推移確率行列の固有値と重複

度の考察

（組合わせ論的表現論における最近の展開 報告書）

東北大学大学院理学研究科数学専攻中川 由宇斗

Tohoku University Graduate School of Science Mathematics 

Yuto Nakagawa 

1 問題の背景

Q を有限集合， Qに値をとる確率変数列を {Xn}n:,,oとする． Xt+1における状態が直前の状態Xt

にのみ依存し，それ以前の状態 {X。,...，Xt-1}に依存しないとき，確率変数列 {Xn}n:,,oが有限マル

コフ連鎖であるという {Xn}n:,,oの確率分布を｛匹｝n2'0とする．｛Xn}n:,,oがマルコフ連鎖であると

き， lfllX 切行列Pが存在して，山＋1=μtPとかける．この lfllX 切行列Pを，確率推移行列（確
率行列）という．［l]にて，半群の手法を用いた代数学的なアプローチによる固有値及びその重複度の

導出が行われた．本論文では， Tsetlinlibraryの拡張として q類似を考え，そのマルコフ運鎖に対し

て，半群の手法を用いた代数学的なアプローチによる固有値及びその重複度の分析を行った＊1.

問題 1.Tsetlin library 

[n]上の確率分布{w;}i=lが与えられているとする＊2.本棚にn冊の異なる種類の本があるときに，

「本i(1 :C:::: i :C:::: n)を確率w，で取り出し，それを一番左に移動する」という操作を考える．この操作を

繰り返して得られる品上のマルコフ連鎖を， Tsetlinlibraryという＊3．

n=9のときの Tsetlinlibraryの状態の変化の具体例

8を選ぶ Ws 7 3 5 1 ~ 9 2 4 6 

左端に移動 → 8 7351  9246  
→ 873519246  

Tsetlin libraryの固有値は次のようになることが知られている [1]

定理 2(Tsetlin libraryの固有値と重複度 [1]).Tsetlin libra内の固有値と重複度は以下のように表

される．但し (Xe[n]）とする．

収＝区w,
iEX 

n-|X| z 

mx = (n-lXI)! L (-1) 
Z! = dn-lXI 

Z=O 

dk := #{ CY E sk I Vi CY; -1 i}であり， dk= k！区：＝0巳昇となる．すなわち， CY=（五・・・四） ESk 
に対して，全ての元を動かすような CYE品の数であり，モンモール数と呼ばれる．

*1 q類似： qを1に近づける極限を考えると，元の形に戻るようなもの．

*2 [n] := {1,.... n} 

*3 Sn= n次対称群
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2 先行研究

定義 3（半群， LRB,チャンバー， L,supp).

(1)集合S上の演算（＊）が結合則((x* y) * Z = X * (y * Z))を満たすとき，（s,*)は半群という＊4．

(2)半群Sが丑＝ x,xyx=xy Vx,yESを満たすとき， SはLRB(Left-RegularBand) 

という．

(3)'ix E S, ex = cを満たす cESをチャンバーといい，チャンバー全体の集合を Cとかく．

(4) S上の同値関係～を a~b⇔ ab=aかつ ba= bで定義する．

(5) L=S/~ , supp:S→ S/～と定める．

(6) L上の順序 Sを suppx S supp y ⇔ yx = yで定義する．

(7) cy = #{ c E C I supp y = Y, ye = c}とする．

CcSであり， VxE S,c EC→XC ECとなる．

定理 4.(Brown (2000}}[1] Sを単位元を持つ有限の LRBとする．｛Wx}をS上の確率分布とする．

C上のマルコフ連鎖を，確率 Wxで選んだxESを左からかけることによって定義する．このマルコ

フ連鎖の推移確率行列を P とすると， Pは対角化可能である．また，各XELに対して，重複度が

mxであるような固有値板を持つ＊5.

板＝ L wy mx＝L μ(X,Y)cy 
suppy'.',X Y?:X 

3 主定理1

Tsetlin libraryの拡張として次の問題を考える．

問題 5.p色版Tsetlinlibrary独立した確率分布｛叫｝iE[n]と{%}JECPが与えられているとする．

色つき憐換群 ((a1,b1),..., (an，如）） ： （a1,..., an) E Sn, bj E Gp (1 :S j :Sn)に対し，「確率 W;で

i番の数字を選び，確率 c]でb;をjに変え，左端に移動する」というランダム操作を行うこの操作

によって得られるマルコフ連鎖を p色版Tsetlinlibraryという．

p色版 Tsetlinlibraryは，ゆ＝ 1)のとき，通常の Tsetlinlibraryと同じになるため， Tsetlin

libraryのq類似といえる．

n = 8,p = 3のときのランダム操作．但し，（a,0) = a, (b, 1) = b, (c, 2) = cと書く．
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p色版Tsetlinlibraryの固有値とその菫複度は以下のようになることが分かった．

定理 6（主定理 1p色版Tsetlinlibraryの固有値とその重複度）． p色版 Tsetlinlibraryの固有値と

その重複度は以下のようになる．但し，（XC [n])とする．

入x＝区wi
iEX 

n-lXI 

区
(-l)z 

mx = (n -IXl)!pn-lXI ~ ~ = Dn-lXl,P 
Z=0 
Z!pZ 

*4単純に Sが半群であるという．

*5 μは束L上のメビウス関数
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叫：＝＃｛TEGk,p I Viび;-/c i V a; -/c 0}であり， Dk,p= k!pk区:=0号岳となる．すなわち，
T=（（び1ふ），．．．，（咋叫） EGk,pにおいて，任意の iに対して「a;-Iiまたはa;-I 0を満たす」よ

うな TEGk,pの数を， p色版モンモール数と呼び， Dk,pと書く．

証明． S'=Fn = {x IX= (xi,...，叩）， 0:S: l :S: n}とする．

S = Fn,p = {x = ((x1, a1),..., (xz, az)) I (1 :S: l :S: n)，叩 E[n], X; -/c Xj (iヂj),a; E Gp}と
するまた， l=Oのときは Gn,qの単位元とし， eとかく．ここで，（x;,年）に対して， a;をX;に対す

る係数と呼ぶことにする．演算（＊）を次のように定義する．

((xi, a1),..., (xi, az)) * ((y1, b1),..., (Ym, bm)) = ((xi, a1),...,（叩，a1),(y1, b1), • • •, (Ym,如））％

但し，％は「X;において左に既出ならば，係数によらず削除する」という意味とする．

例 (21)* (35416) = (2135416)% = (213546) 

(Fn,p,＊）はLRBである． C= {((xi, ai),..., (xn,%））｝であり， CとGn,pは1対 1対応する．

s上の確率分布 {wx}xESをWェ＝｛叫C3 x = （（t,J))とする．

゜
otherwise 

確率 WxでCECに左から xESをかけるとすれば， p色版Tsetlinlibraryを表現できる．

L,suppは下のようになる．

supp: S → S' → L = 2lnl 

x = ((x1,j1),..., (xz,れ）） ← :i; ＝ （X1,...,叩） ←→ {x1,...,xz} 

X = ((x1,j1),..., (xk,jk)) E Fn,pとする．このとき， X= suppx = {x1,...，咋｝となる．

訟＝ cを満たすチャンバー Cは，

残りの n-K個は任意
c = ((x1,j1),..., (x知jk), 々

の形で表される． n-K個の，数の選び方及び係数の取り方が任意であるから， ex= (n -k)!pn-k = 

(n -IXl)!pn-lXI. 

定理 (Brown(2000))[1]を適用すると， p色版Tsetlinlibraryの固有値とその重複度は以下のよう

になる (XC [n]) 

p-1 

入x= L 匹＝〉〉c3叫＝区W;
suppy<:X 9EXj=0 iEX 

mx ＝ ~µ(X,Y)叶＝苫（一1)IYI-IXl(n _ IYl)!pn-lYI 
YをX

μ(X, Y) = (-l)IYI-IX|，対応する Yはn-lXI匂通りあるから，

n-lXI 

mx= L（一l)z(n-1x1Cz)(n-Z -X)!p(n-Z-X) 
Z=O 

n-lXI 

区
(-l)Z 

= (n -IXl)!pn-lXI ~ ~ = Dn-lXl,P 
Z=O 
Z!pZ 

口
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4 主定理2

問題 7(Tsetlin libraryのq類似）． V= lFげ＼頂｝とする＊6. V上の確率分布 {wv}vEVが与え

られているとする． A=(a1,...,an) (a;EV,a1,...,aれは一次独立）とする． A全体の集合と

GL叫％）は 1対 1対応である＊7．

A=  (a1,...,an)にbEVを左からかけることを，「ai= db十区i-1 J=0研 j, d, Cj E恥が成り立つ

aiを削除し， A'=(b, a1,..., ai-1, ai+l,..., an) E GLn(lFq)にする」と定義する＊8.

確率 Wbでベクトルbを選び，上の操作を行うこの操作によって得られる GLn(lFq)上のマルコフ

連鎖を， Tsetlinlibraryのq類似と呼ぶ．

Tsetlin libraryのq類似の状態の変化の具体例

w (i) (i) (>) （］） 

江井0の ［｝ ［） （゚）ベクトルしをもってくる 0 。。1 
既出の元の線形和で

表せるのを消す

(>)-（D + (q-1)（ら）（［） （え）
Tsetlin libraryのq類似の固有値とその重複度は以下のようになることが分かった．

定理 8（主定理 2Tsetlin libraryのq類似の推移確率行列の固有値と重複度）． Tsetlinlibraryの

q類似の推移確率行列は，重複度mxであるような固有値入xを持ち，次のように表される．但し，

〈O〉!=1' 〈n)!= qは） rr~=l(qk -1) (n 2: 1), X = span{ v;,,..., Vik} (0 :S k :Sn)である．＊9.

入x= I:四＝LWv
suppy'.SX vEX 

n-~X (-l)iqGJqdimX(n-dimX-j) 
mx=〈n-dimX〉!こ

〈j〉!j=O 

証明． V= lFげ＼栢｝とする． F;f= {(xぃ．．．，叩）叫 EVIO:<:; l :<:; n}とする．但し，（Xぃ．．．，叩）は

一次独立とする．また， l=OのときはFn,qの単位元とし， eとかく．演算＊を次のように定義する．

(x1,..., xz) * (Y1, •.., Ym) =（エ1,．．．，m,Y1,．．．, Ym)% 

但し，％は「左の元の線形和で表せるならば，削除する」という意味とする．

B」(G),G),(『））％＝ ((~), (D)（『）＝ （q-1) G)→ー(])
(F;/,，＊）はLRBである． C={(x1,...,Xn)｝であり， CとGLn(lFq)は1対 1対応する．

*6均は，位数 qの打限体

*7 GLn(E)：＝各元がEの元であるようなnxn行列における一般線形群（正則行列全体の集合）
*8このようなa,は一意に定まる．
*9 span{ v,1,...，印｝ ：＝Vi1,...,Vikで張られる空間
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