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ANDERSON TIGHTBINDING MODELのスペクトルの局所的な揺らぎ

筑波大学数学系 南 就将

1.序

本稿では表題に関する筆者自身の結果を述べるとともに,Anderson局在をめぐる最

近の数理物理の成果を簡単に紹介したい.ランダム系の具体的なモデルを "数学解析

(mathematicalanalysis)"という手法により分析した実験報告としてお読みいただければ

幸いである.従って数学的な証明の詳細については他の文献にゆずることとし,ここでは

一切省略する.1990年ころまでの研究成果は【C-L1,【F-P】にほぼ集大成されている.そ

れ以後の成果については文中で適宜紹介していくつもりである.

整数値の座標を持つd一次元の点の全体 (d一次元格子)をZdとして,Zdの各点xに

確率変数 VEが対応しているとする.V-(Vrh はランダムなポテンシァルを表す.基

本的な仮定として,各VIは互いに独立で,同じ確率分布を持ち,しかもその分布は有界

な密度関数を持つとする.即ち

(1･1 )

および

(1･2)

sup p(V)-‖pIl∞ <∞
-(x)<V<∞

p(V)dv-1

を満たす関数p(V)≧Oが存在して,任意個数の格子点 x,.,i-1,… ,Nを取るとき

(1.3)

〟

p(vx,･∈dvj,i-1,-･,N)-IIp(V,･)dvjj-1
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が成り立つとする.但しPはランダムポテンシァル Ⅴ全体の確率法則である.いいか

えると,V-(VE)｡のあらゆる実現の全体をflと書くとき,PはSt上の確率測度であ

る.さて各 V∈Oに対して,Zd上の関数u(I)に作用する演算子 (ハミル トニアン)

(1･4) (H(V)u)(I)ニー∑ (u(y)-u(I))+V(I)u(I)
y

略記して

(1･5) H(V)--A+V

を対応させる.(1･4)の和はxの最近接格子点y即ち

(1･6) y-3土C,.,(e,.)(i)- 6i,.

という形のyに渡る.△は離散化されたLaplacian である.こうして定義されたハミルト

ニアンのアンサンブル(H(V);V∈叫 と,Vの確率法則.Pとの組をここではAnderson

tightbindingmodelと呼ぶことにする.

2.(INTEGRATED)DENSITYOFSTATES

ll,L]Jという形の Zdの部分集合およびその平行移動を Zdの hypercubeと呼ぶ.

x̂(I)はx∈A,x∈Acに応じて値 1,0をとるZd上の関数 (Aの定義関数)とし,

(2･1) Ĥ (V)-x̂H(V)x̂

によりH(V)のhypercubeAへの制限を定義する･これはH(V)に対する固有値問題

をDirid止et境界条件の下で考えることに相当する.空間が離散的だから∬(Ⅴ)は有限次

元のエルミート行列にすぎない.(そのサイズはAに含まれも点の個数 IAl.)その固有

値を大きさの順に

(2.2) El(A)<_･･･≦El̂I(A)
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とする.

さてAを大きくしていくと,決まったエネルギー区間に入る固有値の数はほぼ困に

比例して増えてゆくことが証明される.即ちH(V)の固有値のうち一定値Eを越えない

ものの個数を

(2･3)

とすると,確率1で極限値

(2･4)

N̂(E)-机j;Ej(A)≦E)

･(E)- l̂iTTJ古N̂(E)

がすべてのE∈Rに対して存在する.ここで N̂(E)はランダムポテンシァル Vの実

現によって変わる量だが,極限のN(E)はEだけの関数である (【C-L],[p-F]参照).こ

のN(E)のことをintegrateddensityofstates,略してIDSという･実はIDSの存在自

体はVがエルゴ-ド的な確率場をなす限り常に保証され (【C-LHp-F]),しかもN(E)

は連続関数となる (【D-S]).特にV-(VE)が独立同分布の確率変数族で,各Vcの分

布が(1.1),(1.2)を満たす密度関数により与えられるならば,夫はN(E)自身がある密度

関数n(E)により

(2.5)

と書かれ,しかも

(2.6)

N(E)- n(E')dE'

n(E')_<=pll∞

となることが簡単に証明される (【S]).このn(E)が本来のdensityofstatesである.

さて,我々の仮定 (1･1),(1･2)だけからはn(E)が(2.6)を満たす有界関数であること

しかわからない.従って

(2.7) 些堕2
dE -n(E)
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はルベーグ測度について殆どすべてのEに対して成立することはわかるが,例外点は存

在しうる･さらに進んでn(E)の連続性,微分可能性,解析性などを証明するのは難しい

問題であって.V=の確率分布に対してもより詳しい技術的な条件を課す必要がある.こ

の間題についてはA.Kleinなど (【Kl】参照)による詳しい研究がある.

3.ANDERSON局在

不規則なボテンシァル場の中で電子が局在し得ることを最初に指摘したのはAnderson

であろう (【A】).この予想は特に空間次元 d-1の場合にMott,Borland等により

裏ずけられ,また松田,石井,PaStur(【Il,【P]参照)はランダムな行列の横に関する

FhrStenbergの定理をtransfermatriXに適用して.一次元不規則系に対する数学的に厳

密な理論を展開したが,局在状態の存在を数学的に確証するには至らなかった.解析的に

極めて微妙な問題が克服されねばならなかったのである.この困難を最初に乗り越えたの

は旧ソ連のGoldsheidt,Molchanov,Pasturの3人であった (【G-M-P],【Mol】)･彼ら

の論文はたいへん複雑なものだったが,後にCamona,小谷真一等により証明の簡略化

がなされた (【C】,【Ko】)∴一方,空間次元d>1なるtightbindingmodelに対しては,

Ft6hlichとSpencerが最初に本格的な解析を行い,部分的な結果を得た (【F-S]).その

後これを小谷 (【K】)による技術的なアイディアと組み合わせてAnderson局在の最終的

な証明が得られた (【D-LSHS-W】).また 【F-S】の解析を徹底させることによっても局

在の存在が示されている ([FIM-S-S]).さらにその後VonDreifusとKlein([vD-K])

続いてAizenman とMolchanov([A-M])によって初等的な証明が考案され,現在では

Anderson局在は数学的にもかなりよくわかっていると言ってよい.

ここで "Anderson局在"の数学的な定義を与えておく.1節で導入したランダムな

ハミルトニアンH(V)はZd上の関数u(I)に作用するが,その定義域を

(3･1) 22(zd)- tu;∑ lu(I)l2<+∞)
x∈zd
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の部分空間

(3･2) D(V)-(u∈e2(zd);H(V)u∈e2(zd))

に限ると,〟(Ⅴ)は自己共役 (エルミート)作用素になる･あるエネルギー区間Ⅰにおい

て∬(Ⅴ)のスペクトルが点スペクトル (固有値)-典型的にはⅠでdenseな集合をなす

が-のみからなり,対応する固有関数が遠方で指数関数的に減衰するならば,Ⅰにおいて

Anderson局在が起きているというのである.

一般に自己共役作用素のスペクトルは点スペクトルと連続スペクトルとに分解される.

連続スペクトルはさらに絶対連続スペクトルと特異連続スペクトルとに分解されるが,後

者の特異連続スペクトルというのは解析的にはなかなかつかまえにくいものである.先

に述べた松臥 石井,Pasturの結果は実は一次元の不規則系は絶対連続スペクトルを持

たないというものだったのである.この結果は一次元系におけるAnderson局在の存在

を強く示唆するものではあったか,特異連続スペクトルの可能性を数学的に排除するの

か当時は困難だったのである.その後考案された証明ではHamiltoniang(Ⅴ)の一般化

固有関数というものを考え,それが指数的に減衰することを証明することにより一挙に

Anderson局在の証明を得るのである.

tightbindingmode1月■(Ⅴ)に対するAnderson局在について現在までに知られている

結果をまとめると次のようになる.

定理･(i)d-1かつある6-1に対してJIvJep(V)dv<∞ となるならば,全エネルギー

区間に渡ってAnderson局在が起きている.即ちH(V)は連続スペクトルを持たず固有

関数はすべて指数的に減衰する.

(ii)d>1ならば次元のみによる定数K(d)>0が存在して

llplla1+lEl>K(d)
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なるエネルギー区間においてAnderson局在が起きる.即ち‖prl∞が大ならば全エネル

ギー区間に渡って Anderson局在が起き,そうでなければ充分大きなエネルギーの領域

においてAnderson局在が起きる.

"Anderson局在のスケーリング理論''によれば ∬(2)- 0,さらにd≧ 3ならば

〟(♂)>0となることが予想される.即ち2次元系に対してはdisorderの大きさに関わ

らず全エネルギー領域でAnderson局在が起き,3次元以上の系ではdisorderが小さく,

lElも小さければ非局在状態が現れるはずであるが (Anderson転移),これを確証する

数学的な結果は全くない.

一方ZdをBethelatticeでおきかえた場合には実際にAnderson転移が起きることを

A.Kleinが最近証明した (【K2】).

4.スペクトルの局所的揺らぎ

2節で解説したIDSはH(V)のhypercubeSAへの制限Ĥ(V)のスペクトルのAIZd

における極限挙動の第一近似を与えるものといえる.エネルギ一倍Eにおいて(2.7)が

成り立つとき,Eの近傍におけるH(V)の固有値の平均間隔は(lAln(E))~1の程度であ

る.そこで次の間題として,Eの近傍における固有値の "平均のまわりの揺らぎ"杏

考えるのは自然であろう.即ちĤ(V)の固有値が(2.2)で与えられるとき,それらをス

ケールしなおしたもの :

(4･1) E3.(A;E)-lAl(E3.(A)-E)i≧1

の ATZdにおける橿限挙動を考えるのである.さらに,その極限挙動と3節に述べた

Anderson局在がどう関係してくるかに興味がある.

この種の問題はMolchanov(【Mo21)が一次元のランダムなSchr6dinger作用素

(4.2) H-一芸 ･V(3),--<‥ ･-
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について考察した.ここで(V(I);-∞<I<+∞)は非常に強い混合性を持つ確率過程

である.Hを区間^=トL,L]に (Dirichlet境界条件の下に)制限して考えると (それ

を Ĥ とする),離散的な固有値の列

(4.3) 0<El(A)<E2(A)<･･･

が得られる･L-∞ とするとき(2･3),(2･4)と同様にintegrateddensityofstatesN(E)

が得られるが,Molchanovは(V(I))として非常に特殊なものを考えているので,実際

は滑らかなn(E)が存在して(2.7)がすべてのE>0において成立する.さて Ĥ の固

有値 (4.3)杏(4.1)に従ってスケールし直す.Ⅰが区間のとき

(4･4) Ê(I)-Hj>_1･,i).(A;E)∈I)

とおく.Moldanovは次のことを示した :区間

(4･5) IL-(E増 ,E･& ,i-1,-･,n

は互いに重なり合わないとする.このとき次が成立する.

(4･6) LhimnP(Ê(ZL)-kj,i-1,-,n)
n

- Il e-n(E,(a,.-a,･,(n(E)(a,I-a,'))kj
j-1 kj!

即ちL-∞ の極限において Ê(ZL),i-1,-.,nは独立なPosson分布にしたがう･い

いかえるとLー ∞ の橿眼においてはEの近傍にあるエネルギー準位の間には統計的な

相関がなくなる.

MolchmOVの論文は手法的には 【G-M-P】,【Mo11の延長上にあるもので,その議論は

極めて複雑である.著者 Moldanov自身以外に読み通した人がいるのかどうか疑問に思

われる程であるが,証明の背後にある直感的なアイディアを読み取るのは容易である.(詳
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しくは筆者の解説記事 【Mi11も参照されたい･)それによると(4･6)のようなPoisson分

布が得られる背景にはAnderson局在が深く関わっていることがわかる.一万3節で説明

したようにtightbindingmodelに対するAnderson局在についてはかなり理解が進んで

いるといえる.その成果を用いてMolchanovの美しい結果にもっと簡明な証明を与えら

れないかというのは自然な問題であろう.筆者は1節に記述した Zd上のtightbinding

modelに対してMolchanovと同様の結果を単純な証明により得ることに成功した.以下

その結果を述べて本稿を終えることにする.

空間次元 d,ボテンシァルの分布密度 p(V),およびE)･(A;E)の定義にあらわれる

((4.1)を見よ)Eに対して次のような条件をおく:

(1)p(V)は(1･1)を満たし,Eにおいて(2･7)が成立･

(2)d=1のときはある6>0に対して

lvlep(V)dv< ∞

が成り立つとする.

(3)d>1のときはIIpILa1+lElが充分大きいとする･

定理(【Mi21)･E3.(A,･E),Ê(I)杏(411),(4･4)に従って定義すると,上の仮定の下に

lim P(Ê(tL)-kj,i-1,･･･,n)
L-一00

占:n(E-(bi_a..-(n(E)(a,I-aj))k,'
Ile-n(E)(a,'-a,')
)I-1

･L-(E･苗,E･古 ),i--1,･-,n;A-tl,L]d･
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