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ABSTRACT.本記事は2023年12月5日に筆者が講演した内容をもとに執筆したもの

である．本記事では L関数とランダム行列理論の間にある KatzとSarnakの密度予

想について紹介し，筆者の対称べき L関数の族の零点分布とDirichletL関数の族の

零点分布の公式を紹介する．後者のDirichletL関数の族の場合の研究は AdeIrma 

Suriajaya（九州大学）との共同研究である．

1. INTRODUCTION 

20世紀の末葉に，整数論と物理学の間のある関係性がKatz-SarnakやKeating-Snaith

によって見出された彼らの提唱する関係性とは，整数論ではお馴染みのL関数(Rie-

mannゼータ関数の一般化）の族が，物理学において重い原子核のエネルギー準位の記

述に用いられるランダム行列の族と対応しているだろう，というものである． 1999年

にKatzとSarnak[13], [14]はL関数の族の零点分布はランダム行列の固有値分布と

同じになるはずだいう哲学を提唱したまた 2000年にKeatingと Snaith[15], [16]は

L関数の値の平均（モーメント）とランダム行列の特性多項式のモーメントの間の類似
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性を予想した本記事ではKatzとSarnakの哲学について諸々述べたいと思う．そし

てKatz-Sarnak予想の重み付き版について，筆者の研究［37],[39]について触れたいと

思う．

研究集会「鼠子場の数理とその周辺」での講浪依頼が来た際には少々驚いた．筆者

はこれまでに数理物理学と関連する論文としては，量子Rabi模型に関する [34],量子

ウォークに関する [29],ベッセル関数の格子和に関する [9]などを執筆したが，場の量

子論については何も存じ上げないしかしながら研究集会の名前が「量子場の数理」

ではなく「量子場の数理とその周辺」であったため，無事「その周辺」について講演

することができた参加者との学際交流も申し分なかったコミュニティの寛容さに

は頭が上がらない

本記事では筆者が提唱した重み付き密度予想(Conjecture4.1)およびこの予想の傍

証となる Theorem4.3, Theorem 5.6, Theorem 5.7を紹介する．量子場の数理を主と

する研究集会での講演であったため，講演時には整数論を専門としない方でも雰囲気

が掴めるように配慮したそして本記事でも，同様の配慮の下で執筆させていただい

た本記事には一部，厳密でない記述があるが，それは初学者向けの文献や本格的な文

献などに適宜譲るとして，さまざまなバックグランドをお持ちの方々にご笑覧いただ

ければ幸いである．

2. L-FUNCTIONS 

L関数 (L-function)とは Riemannゼータ関数を一般化したものである． Riemann

ゼータ関数について知りたい方には，読みやすい松本 [20]や本格的なTitchmarsh[43] 

などの教科書をご覧いただきたい． Riemannゼータ関数とは

°° 1 1 
く（s)：＝ど戸＝ II1-P―s'

n=l p 

Re(s) > 1 

で定義される関数である．ここでpは素数全体を走る 1. ((s)はC上の有理型関数と

して解析接続される． さらに s= 1が単純極で他の s€ C-{1}では正則である．

rJR(s) := 7r―s/2r(s/2)とし， ((s):=丘(s)((s)とおく．このとき sと1-sに対する対
称性を記述する関数等式

((s) = ((1 -s) 

が成り立つことが知られている．素数に関する無限積表示と関数等式により，く(s)の

零点はガンマ関数の極を打ち消すs= -2,-4,-6,…という零点以外は0~ Re(s) ~ 1 

の範囲にあることが分かる（実は0< Re(s) < 1の範囲にある）． Riemannは素数の数

え上げ関数の漸近挙動に関連して，〈（s）の零点は負の偶数たちを除いて必ず対称性の

中心である Re(s)= 1/2という直線の上に乗っているであろうと予期した (Riemann

予想 1859).

1今後も，条件を書かずにpと書いたら素数のことを表すことにする．
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素数の数え上げ関数をn:(x)とする：

n:(x) := #{p ~ x IPは素数｝， X > 0. 

このとき， Hadamardとdela Vallee Poussin (1896)によって独立に証明された素数

定理

X 
n:(x)~ X → CX) 
logx' 

が知られている．誤差項を明示したものも素数定理という．このn:(x)を用いると，く(s)

の零点と素数の間の関係が以下の漸近式で記述される：

叩）＝ Li(x)+ 0（吋logx), x→CX). 

X 1 
ここでLi(x)=J dtは補正対数積分と呼ばれ，

2 logt 

c = sup{Re(p) I Re(p) E [1/2, 1], ((p) = O} E [1/2, 1] 

である． Koch曲線でお馴染みのvonKoch (1901) [44]のC= 1/2の場合と同様の議論

により，上述の公式が示される．逆に，上述の公式の誤差項がO(x112logx)になること

を仮定すると Riemann予想が証明できる．

Remark 2.1.ここは専門外の方は読み飛ばして構わないが一応言及しておく． zb-

Mathの記事(https://zbmath.org/31.0201.02)にもあるように実はvonKochより

先にFranel(1896) [8] が， Riemann 予想の仮定下で誤差項が Oc(xl/2十€）になること

を示している．

また， 「vonKochはRiemann予想と誤差項がO(x112logx)であることの同値性

を証明した」と書かれている文献をいくつか目にするが，誤差項がO(x112logx)に

なることを仮定してRiemann予想を証明する議論はvonKoch [44]にはない．例え

ばInghamの教科書［11,pp.82-85]には証明が載っている．

((s)の一般化として次に簡単な DirichletL関数を紹介する．詳細が知りたい方は

Davenport [4]などをご覧いただきたい．qを正の整数とし， X:(Z/qZ)X→ CXを群

の準同型とする． xはqを法とする Dirichlet指標と呼ばれる．gcd(n,q) > 1のときに

x(n) = Oとすることでx:Z→Cとみなす． xに付随する DirichletL関数とは

L(s, x) :=文X］り＝且 1-X]P)P―s'
n=l 

Re(s) > 1 

で定義される sの関数のことである． axE {O, 1}をx(-1)= (-1)知となるように定

める．さらに，

L(s, x) :=応（s+aりL(s,x) 

3
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とおく．このとき， xが原始的（つまりqより小さいりを法とする Dirichlet指標から

誘導されない）ならば，関数等式

L(s, x) = Exq112-s L(l -s, X―1) 

が成り立つ．ここで
q-l 

佼：＝どx(a)e珈i!
i蚊汲 a=1

q-l 

であり， 1叫＝ 1であることが知られている．I:x(a)e加号は Gauss和と呼ばれる．
a=l 

Gauss和は平方剰余の相互法則の証明に有用であるという点で，由緒正しい整数論的

な対象である． DirichletL関数は「aで割って b余る素数は無限個存在する」という

タイプの定理を証明するときに力を発揮する関数である．

ad hocではあるが，本記事では以下のような関数L(s,A)をL関数と呼ぶことにす

る([36,Definition 2.2]): 

•素数に関する無限積で定義され， Re(s)≫ 1において広義一様絶対収束する：

L(s,A) = u{D(1 -a祠―s)―'}, Re(s) ≫ 1. 

ここで％，］は複素数であり，p,jに依らないある 0> Oが存在して， ap,j≪ p0 
となる．

• L(s,A)はC上の有理型関数として解析接続されて，位数が有限である（位数

が1である），などといった解析的性質を有する．

• {μA,j}ね E(Cd,絶対値が1である EAE ccx'NAE z>。が存在して，

L(s,A) := {Ilい(s+ μA,J)}L(s, A) 
J=l 

とおくと以下の関数等式が成り立つ：

L(s, A)= EA NA1!2-s L(l -s, A). 

L(s,A)をL(s,A)の完備化という．

AはL関数の添え字に過ぎない． dEZ>。を L関数の次数という例えばRiemann

ゼータ関数やDirichletL関数は次数1のL関数である．

関数等式のズレに現れるデータを集めたものを解析的導手（解析的コンダクター，

analytic conductor)と呼ぶ

．．
 るめ定で下以をr
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L関数の起源である Riemannゼータ関数((s)をスペクトルの観点で捉える思想は

Hilbert-P6lya予想に始まる． Hilbert-P6lya予想は1910年代のP6lyaの発言が元になっ

ているとされるが，この予想に関してはOdlyzkoのホームページにて， P6lyaとOdlyzko

の手紙のやりとりが閲覧可能である2.Hilbert-P6lya予想は「あるハミルトニアンH

があり，〈（1/2+it)= "det(t id -H)"が成り立つであろう」というものである． det

は無限次元空間上の作用素に対するものなので正当化の必要はあるが，もしこの予想

が正しければHの固有値は実数なのでRiemann予想が従う． Hの候補はCannes[3], 

Deninger [5]などに書いてある．

のちにMontgomery(1973)による＜（s)の零点の相関関係がガウス型ユニタリーア

ンサンブル (GUE)になるであろうと予想され， Odlyzko(1987)の数値実験による

傍証が与えられた．証明されていないので法則ではなく経験則ではあるが，しばし

ばMontgomery-Odlyzkolawと呼ばれる．ある日のティータイムに Montgomeryが，

Riemannゼータ関数の零点の相関関係に関する考察を物理学者Dysonに話したする

とDysonは「ある重い原子核3のエネルギー準位の間隔の相関関係と同じである」と

指摘したこの有名なエピソード ([6,pp.514-516])を含む，Riema皿予想やそれにま

つわる整数論と物理学のあいだの関係についてはduSautoyの一般向け書籍『素数の

音楽』 ([6])の11章をご覧いただきたい

さて，このような研究の潮流の中で， 1つの L関数に対して零点分布を論じるので

はなく， 「L関数の族」の零点全体を考察することでスペクトル的特性が現れるので

はないか，という哲学が， Katz,Sarnak (1999) [13], [14]によって提唱されたここで

いうスペクトル的特性とはランダム行列の固有値の分布のことである間もなくして

Keating, Snaith (2000, [15], [16])によって， L関数の族の値の平均（モーメント）がラ

ンダム行列の特性多項式のモーメントと類似しているという予想がなされた4.

KatzとSarnakの哲学は端的に記述すると

(Zeros of £-functions in F) = (Eigenvalues of random matrices in G) ? 

である．彼らの哲学を数式を使って論じるために， L関数の集まりアとランダム行列

の集まり Gなどの設定を今から準備しよう． L関数の零点分布としては 1レベル密度

(one-level density)を扱うことにする． S（良）は艮上のSchwartz空間とする．

| Definition 2.3(One-level density). L(s,A)をL関数とする．¢ E S（罠）はsupp（忍）
がコンパクトとする．ここで匂はりのFourier変換履（():= JIR ¢(x)e―21ri€xdx である．

22023年12月時点で閲覧可能．「https://www-users.cse.umn.edu/~odlyzko/」の Correspondence

about the Hilbert-Polya Conjectureにあり．手紙の写真も見れる．一方でHilbertが予想したのかどう

かは不明である．

3ここでは原子番号68のエルビウム．元素記号は Erである．

4なお，論文の年号順が提唱された順と同じか否かは筆者は知らない．
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このとき

D(A刈：＝苫の（lo；竺）
とおき， L関数の零点のone-level densityと呼ぶここで，p=½＋灼は以s,A) の
零点全体を重複度込みで動く．

Remark 2.4.上の定義において¢に代入する数は実数である必要があるので，一

見するとァが常に実数でなければならないように思える． 1が常に実数ならばそれ

は一般Riemann予想(GeneralizedRiemann Hypothesis,略してGRH)が成り立つ

ことを意味するのでGRHを仮定しなければならないように見える．しかし，本記事

ではGRHは仮定しない．実際supp（忍）がコンパクトのとき， supp（忍） C[-a,a]と

なる a>Oをとると， Fourier反転公式により

叩）＝「忍(~)e27rix~d~
-a 

と書けるが，右辺は一般の XECCでも意味を持つ．このように¢をC上の正則関数

に延長したものも同じ記号¢で表せば， GRHを仮定する必要はないちなみにC上

に延長した¢は Paley-Wiener 関数と呼ばれるテスト関数¢の性質と任意の€＞〇

に対する収束性Lp~ < oo ([4, §11])を使えば， D(A,¢)の収束性は保証される．

Remark 2.5.任意のT>Oに対して， 0:::;Im(p):::; Tとなる L(s,A)の零点pの個

数は有限であり，漸近的に

T Q江d
-log +0(logQ江り， T→ OO 
2T (27re)d 

である(cf.[12, Theorem 5.8]).ゆえに， Tを固定して logQAを十分大きくしたと

き， T:;;; Im(p) :::; T + 1を満たす零点の個数は漸近的に号生になる．したがって，
号生は零点の平均間隔を 1に正規化するための定数と解釈できる．

analytic conductorで分割されうるようなL関数の族アを考える．つまりアとは多

重集合であって

00 

ア＝U瓦，
k=l 

（＃瓦く oo,石＝ ｛AEF I QA：：：：：：：り）

と分割できるものとする 以下， L関数の添え字の族と L関数の族は区別しないもの

とする． Katz-Sarnak予想は以下のように記述できる．

こ
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が存在して， supp（忍）がコンパクトであるような任意の</JES（民）に対して，

九児よ互D(A,¢)= 1賊の(x)W心）dx.
ここでW叶ま群のタイプGに応じて定まる，ランダム行列の固有値の分布に現れる

密度関数である．

このKatz-Sarnak予想に関する先行研究は多く存在する．それらについては解説記

事[36]をご覧いただきたい．

上の密度予想で登場した密度関数WGについては，次章で説明する．

3. RANDOM MATRIX THEORY 

G(N) = U(N), USp(2N), S0(2N), S0(2N + 1), O(N)とする． 5つは古典的コン

パクト Lie群である．簡単のため G(N)= U(N)の場合を考える． AE U(N)の固有

値は ei0心（1~ j ~ N, 0A,j E [0,21r))の形に書ける．偏角を0< OA,1< OA,2く・・・＜

0ぃ <21rとラベル付けしておく．ランダム行列Aの固有値のone-leveldensityは以

下のように定義する．
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|
 ここで，羞0A,jE [0,N)である．羞は偏角の平均間隔を 1に正規化するための定数である． 1レベル密度の式を見て分かるように，この正規化因子はL関数の世界の勺色

と役割が似ている．したがって， L関数の世界のlogQAはランダム行列理論の世界で

は行列のサイズNに対応していると思える．

1レベル密度のAに関する平均はサイズNを無限大に飛ばすと収束する．

Theorem 3.2 (Katz, Sarnak [13, Appendix AD]). U(N)のHaar測度dAを固定す

るとき，任意の ¢€S（恥o) に対して，
1 00 

J四~i(N) D(A, ¢)dA = 1(XJ ¢(x)Wu(x)dx 
ただしWu(x):= 1. 

G=Uのとき，すなわち G(N)= U(N)でN→ ooとしたときと同様に，残り
の4つのコンパクト群に対しても同様の極限公式が成り立ち，密度関数は群のタイプ

7
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G = U, Sp, SO(even), SO(odd), 0に応じて

W叩）：＝

1 
sin 21rx 
1-
21rx 

sin 21rx 
1+ 
21rx 

G=U 

G=Sp 

G = SO(even) 

sin 21rx 
1 +6。G= SO(odd) 
21rx 

1 
1+-6。 G=O
2 

で与えられる．ここで6。は0をサポートに持つ恥上の Diracデルタ超関数である． L

関数の族の零点は等間隔に並んでいる訳ではなく，並び方が素数のようにいくぶんラ

ンダムになっている．そんな零点を群という対称性でラベル付けすることができると

いう予想は，初見では成り立つかどうか俄かに信じがたい数学のトレンドの 1つに

「非可換の中に潜む対称性」の追究（［42,§8.4])が見受けられるが，「ランダムの中に潜

む対称性」はRiemannゼータ関数やDirichletL関数のような可換類体論の対象にも

起きうる興味深い現象である．

4. WEIGHTED DENSITY CONJECTURE 

筆者は対称べき L関数の零点のone-leveldensityを計算した ([37]).その際，先行研

究［18]に感化されて， L関数の特殊値の重みをつけて零点分布を計算したこの計算

結果を眺めていると，なんとなく以下のような予想を思いついた．

Conjecture 4.1（重み付き密度予想 WeightedDensity Conjecture [37]). 
00 

ア＝ U瓦をL関数の族とする． 1/2,;;::;s < 1となる任意の sに対して，以下の極
k=l 

限公式を満たす密度関数WG(F),sが存在するとする：

ÀEF:L(s,A)互L(s,A) D(A, ¢) =「:cp(x)Wc(F),s(x)dx 
このとき，

WG(F),s{=W叩） （1／2< s < 1), 

ヂWa(F) (s = 1/2) 

となるであろうなお，重み因子はmEZ>。に対する L(s,Ar, IL(s, A)l2mなどに

置き換えてもよいし，アが保型L関数の族のときは周期積分でもよい．

対称べき L関数に関する結果［37]の紹介は次章に回して，ここではDirichletL関数

の族の場合の結果 [39]を紹介する．

8
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素数qに対して瓦：＝ ｛X: (Z/qZ)X→Cx | x：恒等的に 1ではないDirichlet指標｝

とする．このとき＃瓦＝q-2である． DirichletL関数の族uq：素数{L(s,xnxEFqの零
点のone-leveldensityは以下のように記述される．

Theorem 4.2 (Hughes, Rudnick [10]).テスト関数<pES（民）はsupp（輩） C[-2,2] 

を満たすとする．このとき
00 

lim どD(x,rp) = 1: rp(x)Wu(x)dx. 
q→OOどxETq1 xE瓦―00

ここでWu(x):= 1である．

Dirichlet L関数の族はユニタリー群に対応することが分かる．この結果の重み付き

版は以下の通りである (AdeIrma Suriajaya（九州大学）5との共同研究）．

Theorem 4.3 (S., Suriajaya [39]). s E [1/2, 1)とする．テスト関数<pE S（屈）は

supp（砂） C[-2s/3, 2s/3]を満たすとする．このとき，

昌こxEアq|[(s,x)|2 xこq|L(s,x)ドD(x，の） ＝ ｛［：ロロロ“)dx ;□こ）く 1),
ここで

Wu(x) := 1, 

Wu,1;2(x) := 1-(~) 

である． Wu,1;2(x)はランダム Hermite行列の固有値の相関関係関数に等しい

Wu,1;2しま，あのMontgomeryと Dysonのエピソードでも登場する密度関数に等しい

重み付き密度予想の歴史については，解説記事[36],[38]を参照されたし．

5. AUTOMORPHIC FORMS 

保型形式(automorphicform)と一口に言ってもいろんなバージョンがある．本記事

では，楕円モジュラー形式と呼ばれる拮本的な保型形式を説明する．気になる方は読

みやすく書かれている教科書である Serre[33]や，専門的に書かれている教科書である

三宅 [22]や志村 [31]などを参照されたし．

IHI : = { z E C I Im (z) > 0}とおく． IHIはPoincare上半平面と呼ばれ， SL2（賊）が一次

分数変換によって作用している：

az+b 
gz := 
cz+d' z E ~, g ~ (: ~) E SL厄）．

唸なみに彼女のニックネームはチャチャである．

，
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特に，離散群SL2(Z)もlHIに作用する．この作用に関する周期関数のようなものが保型

形式である．

Definition 5.1. k E Z>oとする．

(l)f:IHI→Cが重さ Kの保型形式であるとは，以下を満たすときにいう
(a) fは正則である．

(b) f (~口〗 ＝ （cz+d)げ(z), v(: !) ESL心）， ¥/zE lllI 
(c)直前の条件(b)を（討）に対して適用するとJ(z+ 1) = J(z)となるの
でfは周期関数である．（a)よりfの Fourier展開は

J(z) = I:釘(n)e21rinz
nEZ 

の形に表せる．このとき， n<Oならばa1(n)= 0である．（“カスプで正則”
といわれる．）

(2)保型形式fがa1(0)= 0を満たすとき，fをカスプ形式という．

Example 5.2. (1) k?:: 4を偶数とする．

(2) 

応） ：＝こ (cz+d)K'ZEIHI 
(c,d)E宜ー{(0,0)}

とする．QはEisenstein級数と呼ばれ，重さ Kの保型形式である． Fourier

展開は
2(2面）K OO 

犀）＝ 2（(K) +(K -1)!こ庄l(n)e2'Tfinz 
n=l 

で与えられる．ここでびk-1(n):=ど。＜dindk-1は約数関数と呼ばれる．

00 

△(z) := e27fiz IJ (1 -e27finz)24, z E IHI 
n=l 

とおく．これはデルタ関数と呼ばれ，重さ 12の保型形式である．無限積を展

開することで， Fourier展開は

00 

△(z) =どT(n)e21rinz
n=l 

の形になる．ゆえに△はカスプ形式である． T(n)はRamanujanのタウ関数

と呼ばれる．

10 
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Remark 5.3. SL心）の代わりに， N匂Z>。を一つとってレベルNの合同部分群

恥(N)~ { (: !) ESL心） C三 0 (mod N)} 

の作用を考えることで，レベルNの保型形式という概念を導入することができる．

最初に紹介したものはレベル1の保型形式である．

M叫 (N))を重さ k,レベルNの保型形式全体のなすCベクトル空間とする．重さ

k,レベルNのカスプ形式全体のなすCベクトル空間Skげo(N))はMk(ro(N))の部

分空間である． Riemann-Rochの定理により Mkげo(N))は有限次元である．

保型形式は整数論とまったく関連がない関数のように見えるが，素数で添え字づけ

られる品（恥(N))上の作用素の族{T(p)}pfNがある．ここで“pfN’'は「pはNを割

り切らない素数」という意味である． T(p)たちはHecke作用素と呼ばれ，保型形式を

整数論たらしめる重要な作用素である．pがNを割り切らない素数のとき， Hecke作

用素T(p)は以下のように定義される：

p-1 

T(p)f(z) := pk-l f(pz) + ~ど（~), JES叩 (N)).

また，以下で定義される Petersson内積

〈f,g〉:=J f(z)g(z)ykdxdy (z = x + iy), f,g € S叫 (N))
恥(N)¥JHI炉

によってふ(ro(N))は内積空間になり， T(p)は自己共役になる．｛T(p)}pfNしま互いに可

換な自己共役作用素の族であるため，同時に対角化できる．したがって，同時固有関数

からなる直交基底凪(N)が存在する． Hecke作用素は一般の正整数nに対してT(n)と

いう記号で導入されるが， Hecke作用素の族{T(n)}nの本質はnが素数の場合にある．

次に，保型形式に付随する「保型L関数」なるものを導入しよう．簡単のためレベ

ルを N=l にする．f(z) ＝ど~=1at(n)e21rinz Eふ(SL2(Z))に対して

L(s, f)：＝ど虞t Re(s) ≫ 1 
n=l 

とおき， L(s,f)を保型L関数というこのL関数はC上正則に解析接続され，i(s,f) = 

応（s ＋与)rIR(s ＋ ~)L(s, f)とおくと，関数等式i(s, f) = i吐(1-s, f)が成り立つ．
fは Bk(l)を用いて線型和に分解することができるため，fが Hecke作用素の族

{T(p)しの同時固有関数の場合が本質的である．このような同時固有関数はHecke固

有形式と呼ばれる． Hecke固有形式fがa八1)= 1となるように正規化されているとき，

L(s,f) = IJ ~'Re(s) ≫ 1 
-pYa1(P)P-s + p-2s 

11 
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が成り立つ．保型 L関数は次数2のL関数である．以下， Bk(l)のすべての元fは

a八1)= 1となるように正規化されているとする．
複素数％心を， 2次方程式l-p号巧(p)X+X2 = 0の2解とする．このとき，

L(s, J) =リ 1-p叫八:w-s+p-2s ＝リ（1-a似―S)(1-/3pP—~'Re(s) ≫ 1 

と書ける． aか的を用いて，対称べき L関数(symmetricpower £-function)を導入する．

Definition 5.4（対称べき L関数）．正規化された Hecke固有形式fE Bk(l)と

rE広に対して，

L(s,Symr(J)) := IJll ~—;, Re(s) ≫ 1 

とおく．

Sym冗f)という記号の由来は以下の通りである． Symr:GL2(C)→ GLr+1(C)をr
次対称テンソル表現とすると，

L(s, Symr(f)) = IT det(lr+l -p―ssymr（符よ））―1

と書ける．ここで 1r+1しまr+l次単位行列である．

対称べきL関数はC上の有理型関数に解析接続されることや， L(s,Symr(J))と L(l-

s, Symr(J))の間の関数等式が成り立つこと知られており，近年になってL(s,Symr(J)) 

はC上正則であることが示された ([25],[26]).対称べき L関数L(s,Symr(J))は次数

r+lのL関数である．

Remark 5.5. Ostrowskiの定理により，Q上の非自明な付値による Cauchy完備化

として得られる体は{Qp}応00で尽くされる．ここで「p(; 00」は「pは素数または

00」という怠味であり，pが有限のときはQ叶まp進数体とし，QOO：＝恥としている．

知をQのアデール環とする：

知：＝II'Qp （制限直積）．
p(oo 

これはa=(aP)P紐00E TI応00(Qpの元であって，有限個を除くすべてのpに対してaP
がp進整数環Zpに含まれるような a全体からなる集合のことである．高木貞治の

創出した類体論は現代の言葉を用いると「AQ= GL1(A1Q)のHecke指標とQの絶
対Galois群Gal(ij/Q)の 1次元表現の間の対応」と言い換えることができる．

Fermatの最終定理の証明で用いられたことで有名な，保型形式と楕円曲線の間の

対応（志村・谷山予想）を含む予想として， 「GLn(AIQ)の保型表現と Gal(ij/Q)のn

次元Galois表現の間の対応(Langlands対応）」がある． SymrはGalois表現の世界

では2次元表現をr+l次元表現に写す関手とみなせるので， GL2(A1Q)の保型表現

12 
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の集合から GLr+1(A1Q)の保型表現の集合への関手の存在が期待される (Langlands

関手性）：

1r: GL2（知）の保型表現
Langlands 

p: Gal（豆／Q）の 2次元表現

Symr ↓ 
Symr(1r) : GLr+l（知）の保型表現~Symr op : Gal（豆／Q）のr+l次元表現

Langlands 

Hecke固有形式fによって生成される GL2(A1Q)の保型表現 Tに対して GLr+1(AQ)

の保型表現Symパ7r）が存在するという信念のもと， Symr(J)という記号を用いた次
第である．

ここでは簡単のため正確な記述を避けた． Langlands対応について知りたい場

合は，まず初学者向けの吉田 [45]をご覧になっていただくのが良い保型表現や

Langlands対応， Langlands関手性についてはBumpの教科書[2]や日本語の解説記

事である成田［23],三枝［21]などをご覧いただきたい．

なおSy呵に対する Langlands関手性については，最近になって目覚ましい成果

がNewton,Thorne [25], [26], [27]によって挙げられていることも注意しておく．

qを素数とする．重さがk,レベルがqのカスプ形式の空間Sk(「o(q))の直交基底

Bk(q)を，先頭のFourier係数が1であるように正規化されたHecke固有形式から構成

されるようにとっておく．ここで，新形式 (newform)からなる Bk(q)の部分集合を

B戸ew(q)とする．新形式とは，qの真の約数をレベルに持つカスプ形式からは誘導され

ないような，レベルqのカスプ形式のことである．いまqは素数なので，ここではレベ

ルが1のカスプ形式から誘導されないカスプ形式のことを新形式と呼んでいる．つま

り，レベルが本質的にqであるもののみを抽出してB炉ew(q)と書いている．

対称べき L関数の族に対する特殊値による重み付き零点分布ついて，以下が成り

立つ．

Theorem 5.6 (S. [37], r = 2の場合）．

L関数の族Uq,素数{L(s,Sym2 (f))}JEB;:•w(q)の，特殊値 L(s,Sym2(f))(l/2 ~ s < 1) 
による雷み付き one-leveldensityは

sin 21rx 
s-/= 1/2 =* Wsp(x) = 1 -

21rx 

s = 1/2 =* Wsp,1;2(x) = 1 + 
sin(27fX) _ 2sin予x)
21rx (1rx)2 

である．すなわち， supp（砂）が十分小さい ¢ES（恥）に対して，

1 ~ L(s, Sym2(f)) 
昌どIEB[ew(q)f冒言｝｝ぷ（q)以~D(Sym2 (f),¢) 

13 
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Theorem 5. 7 (S. [37],一般のrの場合）．

L関数の族uq：素数{L(s, Symr (f))} /EBで（q)の，特殊値L(s,Sym2(f)) (1/2 ~ s < 1) 
による重み付き one-leveldensityは以下のように記述される： supp（愈）が十分小さ

ぃ¢ES（艮）に対して，

1 "°'L(s, Sym2(f)) 

三CBgew(q)ば言認；ぷ（q)以~D(Symr(f),¢) 
1: ¢(x)Wo(x)dx (rは奇数），
-oo 

= < 1: ¢(x)Wsp(x)dx (rは偶数，（r,s)ヂ（2,1/2)), 
-oo 

1: ¢(x)Wsp,1;2(x)dx (r = 2, s = ½)-
-oo 

| Remark 5.8．正則なHilbert保型形式の場合（多変数保型形式の場合）にも同様の
結果を与えることができる ([37]).

rの偶奇に応じて対応する対称タイプGがSpや0になるが，これは＾ 1 の
L(l,Sym2(f)) 

重み付き 1レベル密度Ricotta,Royer [28]と一致している．解析的整数論的な事情に

より 1 はしばしば無視してよいとみなされる因子なので， Ricotta,Royerの
L(l,Sym2(f)) 

結果は重みのついていないone-leveldensityに対するものとみなせる．

Remark 5.9. L関数の族の重み付き零点分布に関する先行研究は少なく，時系列

は以下の通りである．（専門用語が増えるが，ご容赦いただきたい）

• 2019年まではSiegel保型形式に付随するスピノールL関数に対する Kowal-

ski, Saha, Tsimerman (2012) [19]と楕円モジュラー形式に付随する保型L

関数に対する Knightly,Reno (2019) [18]しかなかった

•筆者は 2000 年に対称べき L 関数の場合を考察し，いくつかの集会で講演し

た論文を arXivに公開したのは2021年1月である ([37]).L(s, Sym2(f)) 

の重みを付けた場合の対称べき L関数の族{L(s,Symr(f))}Jの零点分布の

密度関数 WG,8を決定した先行研究では W。,1/2しか考察されていなかっ
たが，この研究でWsp,1/2の明示式が与えられたそしてこの研究を通して

Weighted Density Conjectureを思いつくに至ったのである．

14 
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•その後筆者とは独立に里み付き零点密度を研究をしていた Fazzariの 2021

年6月の学位論文（出版されたものは [7])で， Wu,1;2,Wsp,1/2, w;。,1/2の明示

式が予想された． Fazzariは比予想やGRHのような強い仮定の下で連続な族

{((s+it)}tEIR, mod DのKronecker指標XDに付随する DirichletL関数の族

{L(s，⑰）｝D,デルタ関数△をXDで捻った保型L関数の族{L(s，△RXD)}D

の3つの族に対して，中心値による重み付き one-level density調べたここ

でDは碁本判別式を動く．

•筆者は 2021 年 11 月に AdeIrma Suriajaya（九州大学）と共同で {L(s,x)}廷名

の場合のWu,sを決定した ([39]).なお論文をarXivに公開したのは2022年

1月である．

• 2022年8月にBettin,Fazzari [1]は璽み因子を 1〈(1/2+ it)四 (m= 2,4)に

した場合の {((s+ it)}応屈の零点分布を決定した．彼らはFazzari[7]とは異

なり，比予想やRiemann予想などの強い条件を課さず研究した

6. SKETCH OF PROOF 

Theorem 4.3, Theorem 5.6, Theorem 5.7の証明は3つのステップから成る．簡単の

ため，このことをDirichletL関数の場合(Theorem4.3)に限定して説明する．

【Step1】¢ES（艮）を supp（砂）がコンパクトであるようなものとする． C上の Paley-

Wiener関数とみなせる．ここで複素線積分

よ［：2/2□ —['((：：以の（詈（s -~)) ds 

を考える．関数等式により，実軸に垂直な2本の直線上の線積分として書き換

えられる．その 2本の直線で挟まれた帯領域の境界上の線積分と思うと留数

定理が適用できて，偏角の原理のように零点に関する和が取り出せる．一方で

L関数の素数に関する無限積表示を使うと，被積分関数に現れる L関数の対数

微分は素数に関する和で書ける．この2通りの計算により， Weilの明示公式を

得る：

D（い）＝忍(0)一ど摩(pk)+x(p叫（Kl:ogg:)P関。pgq

呵~), q→ 00. 

これにより零点の問題が素数の問題に置き換えられた

【Step2】D(x,¢)にIL(s,x)げを掛けてxについて平均をとると，零点分布の問題は結局，

x(Pりで捻られたL関数のモーメント(twistedmoment)どxEFqIL(s, x)l2x(Pり

を計算する問題に帰着される． DirichletL関数の研究としてよく知られている

Selberg (1946) [32]によりq→ ooとしたときの主要項と誤差項を明示的に与

15 
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えることができる．主要項はs-/= 1/2のときと s= 1/2で変化するのがポイン
トである．

【Step3】主要項と誤差項の明示式を使うと，零点分布の密度関数はかの値の素数上の和

を計算すればよいことが分かる．素数上の和はRiemann-Stieljes積分に関する

部分積分 (Abelの総和法，部分和法）と素数定理を使えば計算可能である例

えば

苫属（］：：~)喜。ggPq = [OO忍(x)dx+ 0 〖。し）
などの公式が証明できる．誤差項を評価する際にsupp（忍）はある程度小さくし

なければならないことが分かる．

かくして， DirichletL関数の族に対する重み付き one-leveldensityの定理(Theorem

4.3)は証明終了である．

次に対称べき L関数の場合について考察する． D(¢,Symr(f))をWeilの明示公式に

より素数上の和に変形し，素数定理と部分和法を使うところはDirichletL関数の場合

の計算と同様である．一方， L(s,Sym2(f))のa1(Pりで捻られた平均(twistedmoment) 

は，保型表現論・調和解析学の手法によって導出される以下の公式を用いる．

Theorem 6.1 (Jacquet-Zagier型跡公式［都築， S.[40], [41]]). qを素数とする． k~4

は偶数とし，正の整数叫まgcd(n,q) = 1とする．複素数sが2-k/2< Re(s) < k/2-1 
を満たすとする．このとき，

と以s,Sym2(f))巧(n)=』id(s)+』unip(S)+』hyp(s)+』en(s)
f E~q) L(l, Sym2(f)) 

が成り立つ．右辺の明示式は複雑なので省略する．

nが2と互いに素のときは [40],nが2で割り切れるときは［41,§5]の2-adicな積分

の計算と [40]から示される．Jacquet-Zagier型跡公式の歴史については解説記事 [35]

を参照されたし．

k ~ 6のとき， s= 1を上の公式に代入すると左辺はa1(n)のfに関する和になる．

これはSkげo(q))上のHecke作用素T(n)のトレースtrT(n)に一致する． s= 1を代入
することで得られるtrT(n)はEichler-Selberg跡公式に一致する．したがって，上記の

公式は跡公式(traceformula)の一般化になっている． Eichler-Selberg跡公式は，例え

ば[30]で一般の重さやレベルの下で記述されている．

J acquet-Zagier型跡公式の証明は以下の通りである． PGL2(Q)¥PGL2(A1Q1)の不変測

度dgをとり， GL2（知）のび(PGL2(Q)¥PGL2（知），dg)上の右正則表現Rを考える．

良いテスト関数<I>: PGL2(AIQI)→ Cをとり， GL2（知）の右正則表現

(R, L2(PGL2(Q)¥PGL2（知），dg))
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から誘導される積分作用素

贋）：＝ J ①(g)R(g)dg 
PG厄（知）

の積分核を応(g,h)とする．trR（cf>) = JPGL2（知）K"'(g,g)dgを2通りの方法で計算し
て得られる公式が跡公式である．ここではこの積分の拡張として，複素パラメーター S

に対して定義される sphericalなEisenstein級数E*(s,g)を引っ掛けた積分

J応(g,g)E*(s, g)dg 
PGL2(F)¥PGL2（知）

を2通りの方法で計算する． K"'(g,g)のスペクトル展開を用いて積分の計算をすると

L関数が生じ， K"'(g,g)を GL2の共役類上の和に分解し積分を計算すると』id(s)など

の項が得られる．共役類を用いて分解する手法や分解して得られるものは幾何的展開

と呼ばれる．

実は上記の積分は発散するので，その問題を解消し積分計算を正当化する必要があ

る．今回の場合では，概均質ベクトル空間に付随する新谷ゼータ関数の解析接続の方

法を流用すれば正当化可能である．また s= 1を代入する（厳密にはs= 1に関する

留数をとる）ことで E*(s,g)が定数に化けるため，跡公式が得られる．これはTheorem

6.1の左辺にs= 1を代入すると分母と分子のL関数の値がキャンセルされることと

対応している．

細かい計算は省略したが，［40]ではハードな解析学をゴリゴリに実行している．一

口に整数論と言っても手法は代数・幾何・解析とさまざまであるが，解析的整数論の

専門家たちはほとんどがハード・アナライザーである．そして保型形式と解析的整数

論を融合したような何かを研究している筆者も，ハード・アナライザーの一人である．

本記事で紹介したようなL関数の零点分布に関する考察およびハード・アナリシスの

手法が，量子場の数理の発展に少しでも貢献できるのであれば，燒倖の極みである．
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