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1.1 Riemannく関数と先行研究

s=び十itを複素変数とする.Riemann〈関数く(s)は

く(s)= f喜（び>1) 
n=l 

によって定義されるさらにこの関数は，

△ (s) := 287fs-l sinデ(1-s) 
とすると，関数等式

く(s)=△ (s)((l -s) 

を満たし，これによって複素平面全休へ有理型に解析接続される.Riemannく関数に

関して最も有名かつ重要であると考えられている予想は，

予想 1(Riemann 予想）．く(s) の複素零点は全て u=½ 上に存在するであろう．

というものである．そしてく関数の零点に関する研究は数多あり，なかには計算機に

よってそれを計算する試みも行われてきた.HaselgroveとMillerによる [3]はく関数

の零点やそれに関する様々な値を計算した結果をまとめたものである．この表が発表

された翌年， Shanksによって Review[5]が書かれているのだが，この Reviewの中で

彼は次のような予想を立てている.p=/3十灼をく(s)の零点とすると，
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予想 2.ぐ (½+i,) は平均的に実でありかつ正の値である．

より正確には，

とすると，

如：= arg ('(~+ i1) 

Ln=l如
K 

lim 
K→ oo K 

=0 

との予想を述べているこの予想式に関しては 2010年に Trudgian氏 [7]によってよ

り強い主張，すなわち任意の正の数aに対して

lim四;:=l¢n= Q 
K→ = K°' 

が成り立っ，ということが示された．本稿の主題は，この予想に関する藤井昭雄氏 [1]

による 1994年の以下の結果に関わるものである．

定理 1.Tを充分大なる王の数とすると，ある正の定数cが存在し，

区('()
1 2 T T T 

p = -Tlog 
47f 27f 

—+ bo -1)-log― 
加 27f

0<-y-<:'.T 

T 
＋疇+,1 -,o + 1)云+0 (rexp (-c.Ji面刀）

が成り立つ．さらに， Riemann 予想が成り立てば，誤差項は T½log~T とできる．

ここで,oと,1/まく(s)のLaurent展開
00 

く(s)= 1 +ど咋(s-1). 
s-1 

k=O 

に現れる係数である．さて，藤井氏が証明した漸近式の第一項を見ると，実かつ正と

なっている．従って， Riemann予想の仮定下での結果と併せて， Shanksの予想通り

ぐ (½+h) は平均的に実かつ正であるということが分かる．

1.2 Goneckの補題

Riemannく関数などのような Dirichlet級数表示をもつ関数の離散平均を考える際

に重要な補題として， Gonek氏 [2]が 1984年に証明し， Steuding氏 [6]が一般化した

以下の補題がある．
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補題 1. {bn}~=l を任意の 1=:>0 に対して似« がを満たす複素数列とする．さらに

a>lとすると，充分大きい Tに対して，

が成り立つ．

i[(言,,~:.,)△(1 -a -it,x)dt 
T(X) 
q 
＝ーとい(-竺）+ 0 ((qTt-½) 

1'.Sn'.SqT /21r 
q 

この補題は，本稿で考察するような離散平均の研究では必ずと言って良いほど頻繁

に利用されており，実際に藤井氏は主定理を得るためにこの補題を使用している．しか

し， Stirlingの公式から得られる Gamma囚子の評価式

r(x) e―乎竺
びーも

△ (1 -s, x) = .jq い） exp (it log 2~e) (1 + 0り）） (1) 

から導かれる補題であるため，例えばGamma因子△(s, x)のべきが一つでも上がる

と誤差項が大きくなり，たちまち役に立たなくなってしまう，という点に注意が必要で

ある．

2 主結果

さて，藤井氏の結果に関して，当然， DirichletL-関数でも同様の事実が成り立つこと

が予想できる．本稿における主定理はそのことを主張する．すなわち

定理 2.T充分大きい正の数， C1をある正の定数， X(mod q)を原始指標とする．この

とき qさexp(c1 JI函T)に対して一様に

L L'(Px,X) l 2qT T qT T = -Tlog — +a1-log —+ a2-+ a3 
47f 27f 27f 27f 27f 

O<"fx::,'.T 

=O(Texp(—cJi涵r))

が成り立つ．ここで cはある正の絶対定数で， 

釘=L Iogp 
p-1 
+ ,o -1, 

Plq 
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2 

aF~ 似°門+('Yo -1)ご門
-~i ;l~g/;: + 1 -'Yo―幡;_,,

であり，ある指標w(mod q)に対する L(s,w)が例外零点f3をもつとき

wx(-l)T(X)T(口x)L'(/3, w) qT 
(3 

％＝  匹 (q) けに）
であり，そうでなければa3= 0である.Dirichlet L-関数に対する一般Riemann予想

を仮定すれば， q≪Tl-cに対して誤差項は (qT)炉+cとすることができる．さらに， q

が素数のべきであるとき，誤差項は (qT)らlog!qTとできる．
従って DirichletL-関数でも同様の事実が成り立つことがわかる主定理について，

いくつか言及すべきことがある．

(i) a3を除き，各主要項の係数は法 qにのみ依存し，指標xには依らない．

(ii)誤差項に関して，一般Riemann予想を仮定しても直ちに Riemann〈関数の場

合と同様の評価が得られるわけではない．

2.1 (i)について

この事実は，つまり法が同じで原始的な指標でさえあれば，考えている和の評価式は

第三主要項までは全く同じになるということであり，平均的にはDirichletL-関数の零

点における微分係数は指標によってそれ程大きな差がないということである．定理の

証明の中で，法 qの全ての指標の情報を必要とする箇所が存在しているが，それはひと

えにこの事実がそうさせているのであり，従って全ての指標の情報を必要としない証

明など存在しないのではないか，などと筆者は考えるものである少なくとも主要項は

法qの主指標Xoに付随する DirichletL-関数

L(s, xo) = ((s) IJ (1 1 
Plq ―戸）

のs= 1での留数計算に由来するものである．
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2.2 (ii)について

これは (i)にも関連することでもあるが， qが素数のべきでなければ一般 Riemann

予想を仮定しても誤差項がRiemannく関数の場合と同様の評価にはならない．前節で

述べたように，証明において qを法とする全ての指標の情報を必要とする．その中には

非原始的な指標も含まれるわけだが，それを心とし，心を誘導する dlqなる dを法とす

る指標をかとすると，

L(s, 心） = L(s, 心*)IT (i -ゆ*(p)
plq PS) 
対d

である.qが素数のべきならば右辺の積の部分が 1となり零点は現れないのだが，そう

でなければ炉(p)-/:0であって，虚軸上に零点を等間隔に持つ．この虚軸上に視れる零

点による留数に由来する項をうまく評価できないのである．具体的には

I: I: 
Plq oさa+姥倍:SU
対d

L (ai +『。::;,訳）log2p 
21rk 

となる項である．ここで a2: 0はPai=ゅ*(p)を満たす最小の実数である．

3 まとめ

第 2節で見たように，定理の主張においてはある原始的な指標を固定しているもの

の，計算上では結局同じ法の全ての指標について考えなければならない．そのために主

要項はほとんど法のみに依存し指標には依らない．一方で誤差項の計算が一般には上

手くいかない部分が存在する．上手くいかない部分というのは，実は大休次のような和

を計算すればよい．

L L(三 2

2吐 <U
logp'x) 

logp-

つまり虚軸上の等差数列にわたる DirichletL-関数の挙動を調べればよい．しかしなが

らこのような研究は筆者が調べた限りでは存在しなかった.Riemannく関数について

はcriticalstrip内で同様の研究がいくつか存在するが，虚軸及び (J"= 1上は除外され

たものだけである．筆者が簡単に計算してみると，やはりどうも Gamma因子のため

にうまく計算できそうにない．この和の計算だけなのだが，以外に難しい問題かもしれ

ない．
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