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一般超幾何関数の値の性質について

日本大学 JII島誠

Makoto Kawashima 

Department of Industrial Engineering, Nihon University 

概要

S. David氏(SorbonneUniversity)，平田典子氏（日本大学）らとの共同研究である一般超幾何関数と

その隣接する関数の異なる値の代数体上の線形独立判定法の紹介を行う．

1 導入

p,q ENを正整数， a1,...,ap,b1,...,bqE ≪:))¥ {O}を非負整数とする．はじめに一般超幾何関数pFqを

pFq (:~, : : :, :~ I z)＝文如）K・・・(%)kZk 
b1,..., bq I '°) -6i (bili・・・(%)K面

と定義するここで (a)Kしま (a)o= 1, (a)k = a(a + 1).. ・(a+ k -l) (k ;:::: 1)である．

P = q + l, P = qのとき， pFqはそれぞれ， C.Siegelが [40]で定義した， G関数およびE関数と呼ばれ

る級数族に属しており値の無理数性や超越性といった数論的性質が古くから調べられている (confer[36]). 

p<q+lの場合は Siegel-Shidlovskiiの定理 (confer[36]）を用いた一般超幾何関数の値の代数的独立性の

判定法がいくつも知られている例えば[6,36]を参照せよ． p=q+lの場合は， Siegel-Shidlovskiiの定理

のG関数類似が成り立たないことが知られており (confer[38]），数論的性質，特に超越性，は未知の部分が

多い．以下，このセクションではp=q+lの場合にpFp-1の値の数論的性質の先行研究について概観する．

はじめに Gaussの超幾何関数2F1の値に関する結果をみる． F.Von Lindemanによる指数関数の0以外で

の代数的数における値の超越性 [30]の帰結として，円周率 T の超越性や，対数関数のbranchをひとつ固定

したとき， aE百＼｛0,1}に対して， logaの超越性が得られる対数関数の値の一次形式についての超越性

に関してはA.Baker [3]の次の定理が強力である．

定理 1.1.°'1,・ ・・,am E豆＼｛0,1}とする． log0<1,..., log °'mがQ上一次独立であれば， 1,log 0<1,..., log °'m 

は豆上一次独立になる．特に °'1,• • •,°'m が Q 上一次独立であれば，（/31,...,f3m) E百m¥ {O}に対して，

約loga1 +・・・＋如logO<mは超越数である．

吐・・・,°'mE(Q¥{0,1}に対して， log0<1,..., log °'mがQ上一次独立になるための十分条件がG.Rhinと

P. Toffinにより [37]で与えられているまた2F1の代数的数における値の超越性に関しては，上記のBaker

の定理の拡張である G.Wiistholzの結果 [44]を用いて J.Wolfa.rtにより考察されている (confer[43]). 
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次に第一種楕円積分と第二種桁円槙分に関連する値の代数的独立性についてG.V. Chudnovsky-D. V. Chud-

novsky [13, Theorem 3.4]とY.Andre [2, Theoreme 1]を紹介する．

定理 1.2.a E ij¥ {0}とし， vを豆の素点とする.|alv< min(l, l16lv)を満たすとき，

tr.deg匹い（い aい（―~,½り） ＝ 2 
が成り立つ．

定理 1.2はvが無限素点において，［13]でアナウンスされその後 [2]でG関数を用いた別証明と vが有限

素点の場合に示された

これまでは Gaussの超幾何関数の値の超越性について見てきたが，これらの値は代数的数になることも

ある．これについてはF.Beukers [4]やBeukers-Wolfart[5]を参照せよ．つぎに pFp-l(p 2': 3)の値の性質

を見るこれらの値の超越性に関する結果は殆ど知られておらず，以ドでは無理数性や線形独立性に関する

結果について紹介する．一般超幾何閲数の特別な場合として，多重対数閲数があるこれらの値の線形独立

性に関する結果は [15,16, 17, 27, 28]を参照せよ．一般超幾何関数とその隣接する関数の値の有理数体上の

線形独立性がD.V. Chudnovsky [8, Theorem 3.1]で得られているまた G関数での Siegel-Shidlovskiiの

定理の類似を得る過程で， A.I. Galochkin [21, 22], Chudnovsky兄弟 [12],K. Viiiin函en[42], W. Zudilin 

[45]らが微分方程式系の解になる G関数族が関数体上一次独立になる際に，それらの原点に近い点での値

が有理数体もしくは虚二次体上で線形独立になるための十分条件を与えている．彼らの手法は Siegelの補

題を用いるもので線形独立性が示される値の範囲はかなり小さくなるが， G関数である一般超幾何関数にも

適用できる．多重対数関数を除き， pFp-lの異なる値での線形独立性に関する結果はほとんど知られていな

かった．本小論の主結果は， pFp-lと隣接する関数の異なる値での代数体上の線形独立性に関する結果であ

る．次のセクションでこれを紹介する．

2 主定理

このセクションでは主定理である pFqとその隣接する関数の異なる値の一次独立性に関する結果を紹介

する．はじめに主定理を述べるための記号の準備をする．

k を代数体とする．正整数m と9(3 ：＝ （/3o,..., f3m) E Km+l ¥ {0}に対して'(3の高さを

H((3） ＝ IJ max{l, l/3olv,..., 1/3叫｝，
vE!ITTK 

とし， 9の対数的高さを h(/3)= log H(/3)と定義する．

Kの素点全体の集合を畑K とかく． VE9JtKに対して， 9のv進対数的高さを比(/3):= logmax(l, I(3山）

とおくと h(/3)=区 hv(/3)が成り立つ．
vE9J!K 

Scijを有限集合とするこのとき Sの分母を den(S):= min(n E Z21 Inaは代数的整数 (VaES))と

おく．
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m,r 2". 2を正整数とし， a:=(a1,...,am) E (K¥{O}沖を成分が相違なるベクトルとする． /3EK¥ {O} 

に対して，

Vv(a,/3） ＝log I/3|v。-rmh(a,/3)-(rm+l)log llallv。+rmlogll(a,/3） |Vo 

-~m,log(2) + r (1og(rm + 1) + r~lo~ ¥ ~)) ~ 
ーと (1ogμ(ai)+ 2logμ(bj) + den(aj)den（も）t (1ogμ(ai) +2logμ(bj) + ~叩(den（も））），

と定義する．ここでゃはEulerのトーシェント関数である．以上の準備の下，主定理である』;-1とその隣

接する関数の値の線形独立判定法は次である．

定理 2.1.VoをKの素点， a1,...,ap,b1,-..，％を負の整数と異なる有理数とし次を仮定する．

任意の 1:::; k ::; r, 1 :::; j ::; r -1に対して， ak,若しくは， ak+ 1-biは正整数ではない．

Vv0(a,/3） ＞ 0を満たすa,/3に対して，（rm+l)個の Kv。の元， 1と

ぷ 1（吐，ar 号），ぷ 1(m+  1, 9 9,ar +1 号）（1:::; i :::; m, 1 :::; s :::; r -1) 
bi,•••,br-i I /J J ¥bi+ 1, • • •,br-s + 1,br-s+i, • • •,br-i 

はK上線形独立である．

またp<q+lに対して， pFqとその隣接する関数の値に関する線形独立性も次のように得られる．

定理2.2.K を有理数体，若しくは，虚二次体とする． p,q を p<q+l を満たす非負整数とし， a1,...,ap,b1,•..,bq

を負の整数と異なる有理数とし次を仮定する．

任意の 1さKさP,1さjさqに対して， ak,若しくは， ak+ 1-b1は正整数ではない．

このとき [(q+l)m+l]個の複素数， 1と

ぷ(m,．．．，apa2), 
b1,..., bq 

ぶ (al+ 1,．．．，．．．，．．．，ap + 1m)  (1三i三m,1三S三q)
b1 + 1,..., bq-s + 1, bq-s+l,..., bq 

はK上線形独立である．

注意 2.3.最近の S.FishclerとT.Rivoalの結果 [20]から，定理2.2で考察している値逹はQ上線形独立

になる．

3 一般超幾何関数のPade近似

定理2.1,定理2.2は一般超幾何関数のPade近似を用いて示されるこのセクションでは一般超幾何関数

のPade近似の明示的構成を行う． Pade近似については，［28]を参照せよ． Kを標数0の体とする． p島を

一般化した一般超幾何関数を定義する．
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多項式A(X),B(X) E K[X]がmax(degA, deg B) > 0かつ

(1) A(k)B(k) =JO (k 2'. 0), 

を満たすとする以ドmax(degA, deg B) = rとおく．数列C:=（保）k2'.。がCkEK¥ {0}と

(2) 
A(k) 

Ck+l = Ck・ (k~ 0), 
B(k+ 1) 

を満たすとするこのとき一般超幾何関数を

00 

凡（z)=区伐2k+l,
k=O 

と定義し， 1l,・・・,1r-1EKに対して，凡に隣接する級数F8(z)を

CX:卜

凡（z)= L(k +"(1)・・・(k+'Yr-s)Ck抄＋1 (1：：：：： s ：：：：： r —1) ' 
k=O 

と定義する．

例 3.1.P, qをP::;q+ lを満たすと自然数とし， a1,...,ap, bい・・・,bq EK¥ {O}を負の整数でないとす

る．多項式A(X)= (X + a1 + 1)・・・(X+ ap + l), B(X) = (X + b1)・・・ (X+ bq)(X + 1)に対して，数列を

C = (ck)kを

保＝
(a1)k+1 ・ ・ ・ (aP)k+i 

(bi)k+l ・ ・ ・ (bq)k+i(k + l)! 
(k 2': 0), 

と定義すると
A(k) 

Ck+l = Ck・
B(k+ 1)' 

が成り立つ． 11= l,12 = bq, ・ ・ ・,rq-1 =的とするとき，一般超幾何関数と隣接する関数F8(1/z)は次で

ある．

Fq+1(l/z)＝ぷG::::::::I D-1, 
釘..・糾 1 

凡(1/z) = ~ ・.:. ・江q
a1 + 1,...,...,..., ap + 1 I 1 

b1・・・柘 z (b1 + 1,．．.，bs + 1, bs+1,．．．，bq ;) (1 こss q) ． 

以降で使用する記号を導入する．

記号 3.2. (i) a EKに対し，代入写像， EvalaをK[t]---+K,Pピ-+P(a)とする．

(ii)多項式P(t)E K[t]，に対し， P倍写像を [P](Q←→ PQ)とする．

mを正整数， a1,...,amEK¥ {O}を相違なる元， ,1,．．．，宵ー1EKとする． 1:S: i :S: m, 1 :S: s :S: rに対し

て， K準同型仇，sE HomK(K[t], K)を

虹s:K[t] ―→K; tk→(k +,1)・・・ (K+ ％-s)cka,K+1 9 
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と定義するここで (k+,1)・・・(k+ rr-s) = 1 (s = r, k ?: 0)である． 1cE AutK(K[t])を

(3)'Tc:  K[t]---+K[t]; tk >-+ !:_, 
Ck 

と定義する． Euler作用素t羞を 0tとかく．

さて一般超幾何関数とその隣接する関数の異なる値での Pade近似を構成しよう．

命題 3.3.(confer [14, Theorem 5.5]）非負整数£に対して，多項式族を

恥 (z)= Pt(z) = [~] oEvalz o'Tc O'J;;;f B(0t + j)(心-年)rn
pn,£,9,s(z) ＝ P£,2 s(z) ＝如（凡(zl二t凡(t)）(1 S t s m, 1 S2:Sr) 9), 

と定義するこのとき (PR(z),PR,i,s(z))isさmは(Fs(a;jz))isiSmの重さ (n,...,n) E Nrm,次数rmn+£

のPad6型近似である．
lSsSr lSsSr 

命題3.3の証明のため補題をひとつ用意する．

補題 3.4.kを正整数とする．

(i)多項式H(X)EK[X]に対して，［tk]o H(0t) = H(0t -k) o [tりが成り立つ．

(ii) le E Au屈 (K[t]）を（3)で定義される K自己同型とする．このとき

[tk] o 1e = 1e o A(0t -1) o.. ・ o A(0t -k) o B(0t)—1o•••oB(0t-k+l)—1 o [tk]' 

が成り立つ．ただし B(0t-j)-1は，（柱）を K[t]の仕で生成されるイデアルとし，

B(0t-j):（tk)→ （tり： tk+m→B(k+ m -j)tk+m 

の逆写像である．

証明．（i)nを非負整数とする． H(X)=Xnと仮定して一般性を失わない．非負整数mに対して，

[t門o的（匹） ＝叩tm+k,

が成り立ち，一方で

(0t-k)no[tり（四） ＝ （k + m -k)ntm+k = mntm+k' 

も成り立つ．これらの等式から主張を得る

(ii) mを非負整数とする．漸化式 (2)から

1 B(m+k).. ・B(m+l) 1 
＝ 

%+kA(m + K-1) ・ • •A(m)’ 己

が成り立つことに注意すると，等式：

tK+m 1 A(m + K -1) ・ ・ • A(m) tk+m 
[t勺o冗（匹）＝―＝―  

Cm Cm+k B(m + k)・..B(m+l) 

= 1e o A(0t -1) o.. ・ o A(0t -k) o B(0t)―1 o.. ・ o B(0t -k + 1)-1 o [tり（匹）．

を得る．これで (ii)が示された． 口
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これより命題3.3の証明を与える．

命題3.3の証明 Pt(z)の定義より， degPt(z) = rmn + fが成り立つ．冗と翡sの定義から，等式：

(4) 

(5) 

叫＝心i,Oo（佑＋叫 0・ ・ ・ 0（佑＋"/r-s),

叫，o0Tc=［叫 oEva10, for 1 ~ i ~ m, 

が成り立つ． Rい，s(z)= Pe(z)凡(a;jz)-Pe,i,s(z)とおく．このとき Re,i,s(z)の定義から，

Rい (z)= Pe(z)心i,s(h) -Pe,;,s(z) =仇，s( 邸） °°加(tk凡(t))Z-t) ＝区砂＋1
k=O 

が成り立つ． O:::;k:::;n-lを満たす整数 Kに対して，．補題3.4(i) (ii)から等式：

m 

(n -l)!rtk凡(t)= [tk] Ok Q'JこfB(0t+j)（刀(t-a;r)
= Tc O;’=1 A(Ot -J'） 0りい。B(0t-j'')-1。;こiB(0t + j -k) (tl十k且— m)rn)

m 

= re oJ,=1 A(0t -l) oj~い B(0t + j)（tl+k jj (t -°'ir), 
を得る．ここで〇j,=1A(0t-j') = idK[t] if k = 0である．従って，次が成り立つ．

加 ((n-l)!rtk凡（t))=叫oTe 0~'=1 A(0, -j') 0芦戸B(Ot+j) (¢+K⑰-a,)rn) 

(6) =翡ooTc 0戸 (Ot十TJ’'）0;＇＝1 A(Ot -］'） 0にい庫＋j)(l+:且(tm - a,）rn) 
(7) = [a,] o Eva!,,, 0戸""1仇＋初）0}=1A(0, -j') 0芦□B(Ot +j) (t£+k g(t -a,）rn) 
等式 (6),(7)において，（4)と(5)をそれぞれ使用したことに注意する．不等式

deg（廿（X+'Yd }li A(X -j') n:rr B(X + j)) :::; r -s + rk + r(n -1-k):::; rn -l, 
j"=l j'=l 

とLeibnizの公式から，多項式：

Dk B(X + j)) 

o;，7：⑲ ＋'Yi") OJ'=l A(0t -j') 0;＝戸庫＋ j) （tf+k,恥— m)rn)
はイデアル (t-a;)= ker Evala,に含まれるため，

叫，s(tkPe(t)) = 0 (0:::; k:::; n -l, 1:::; i:::; m, 1:::; s:::; r). 

を得る． Re,i,s(z)の展開から

ord00R£,i,s(z) 2: n + l for 1 :S i :Sm, 1さs:S r, 

が成り立ち，命題3.3が示された． ロ

注意 3.5.D. V. ChudnovskyとG.V. Chudnovskyは[14,Theorem 5.5]において，命題3.3に相当する

Pade近似を考察している．しかしながら彼らは数論的な応用は与えてはいない．また関連する話題として

[32]も参照せよ．
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4 主定理の証明の概略

ここでは前セクションで考察した多項式A(X),B(X)がr':=deg A::::; r := degBを満たし，それぞれK

上で分解して，

A(X) = (X＋叫..,(X＋加）， B(X) = (X+＜リ・・・(X+ (r) 

と書けるとする．

定理2.1は線形独立性の判定条件 [28,命題3.1]を用いて示される．定理2.2は[28,命題3.1]の類似であ

る次のよく知られた補題を用いて示される

補題 4.1.0。,01,...,0m E (Cとする． Kを有理数体，もしくは虚二次体とし， OKでその整数環をあらわ
す．行列の族， Mn=(ai,j)。<;i<;m,O<::j<::mE GLm+1(K) n Mm+l（叩）で，ある C,a> 0が存在し，条件：

m竺(la;,o0j―a;，位ol)::::;eCn(n!)-a (1::::; j::::; m) 

を満たすものが存在すると仮定するこのとき， 0o,0い・・,0mはK上線形独立である．

命題3.3で構成した Pade近似を成分に持つ行列を

Mn(z) := 

Po(z) 

p。,1,r(z)

, Po,m,r(z) 

p。,1,r(z)

Po,m,r(z) 

Prm(z) 

Prm,1,r(z) 

Prm,m,r(z) 

P,m,1,r(z) 

Prm,m,r(z) 

E Mrm+1(K[z]) 

とおく．行列族(Mn:=Mn((3））れに対して [28,命題 3.1]や補題4.1をそれぞれ用いて定理2.1,定理2.2を

示す．最も重要なのはMnの可逆性に関する次の命題である．

命題 4.2.次を仮定する．

(8) 任意の1<:::: i <:::: r', 1 <:::: j S rに対して，'1/i―ら t/:Z21. 

このとき CnEK¥ {O}が存在して

m 

det Mn(z) = det Mn = Cn rt゚：u+r2n+(;) IJ (ai2 -a;,)(2n+l)r2 EK¥ {O} 
i=l 1~れ <i2~m

が成り立つ．

注意 4.3.命題4.2の証明の方針は [16,Proposition 4.5]と同様である．命題4.2において， detMn(z)の

値はzによらず定数で， Cnは具体的に計算できる値であり，その非零性を示すために仮定 (8)を用いている．

さらに広の具体的計篤は [17,Lemma 4.2]を用いる．
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