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理化学研究所・数理創造プログラム (iTHEMS) 里見貴志＊

Takashi Satomi 

Interdisciplinary Theoretical and Mathematical Sciences Program, 

RIKEN 

概要

l/p1 + l/p2 = 1 + 1/pとなるような 1:::; P1,P2,P:::; ooに対し，局所コンパクト
群G上のYoungの畳み込み不等式の最適定数Y(p1,P2;G)を

Y(p1,P2; G) := sup{ll¢1 * (¢2• 11P~) lip I仇如： G →C,||仇||Pl=||年||P2= l} 

で定義する (p'はpのHolder共役， II・ 伽は左 Haar測度に関するびノルム，
△: G →恥。はモジュラー関数）．このとき，本稿の主結果は任意の閉部分

群HcGに対し Y(p1,P2;G) :::; Y(p1,P2; H)となることである．この不等式よ

り，連結線型 Lie群や連結可解 Lie群などの半単純成分の中心が有限群となる

ような連結 Lie群 G に対し， r(G)を G の極大コンパクト群の次元とすると

Y(p1,P2; G):::; Y(p1,P2遺）dimG-r(G)となることが従う．

1 初めに

本稿では著者の以前の論文 [Sat24]の概要をまとめる．局所コンパクト群 G

上の Youngの畳み込み不等式の最適定数（両辺の最適な比）を Y(p1,P2;G) とす

ると，任意の閉部分群 HcGに対し Y(p1,P2;G)~ Y(p1,P2; H)となることが本

稿の主結果である（定理 1.2)．この系として， Beckner[Bec75], Fournier [Fou 77], 

Klein-Russo[KR 78], Nielsen[Nie94]などによる Y(p1,P2;G)の上からの評価を連結線

型 Lie群や連結可解 Lie群などの半単純成分の中心が有限群となるような連結 Lie
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群 G 上に拡張したすなわち， G の極大コンパクト群の次元を r(G)とすると，

Y(p1,P2; G) :S Y(p1,P2箪）dimG-r(G)となる（系 1.3).

1 :Spさ CX)のHolder共役 1さp''.SCX)を

1 1 
—+- ＝ 1 p. p' 

で定める．局所コンパクト群 G上の左 Haar測度を dgに関するびノルムを II・ llp 

と書き，可測関数仇伽： G→Cの畳み込み ¢1＊むを

¢1＊必（g'):= 1切（鼻（g―lg')dg
G 

で定める．また，ある連続準同型△： G→恥＞。がただ一つ存在し

JG¢(g―l)dg = la !*9))dg (1.1) 

となる．この△を Gのモジュラー関数という．このとき， Youngの畳み込み不等

式の最適定数Y(p1,P2;G)を次のように定める．

定義 1.1([KR78, Section 2] [Nie94]）．局所コンパクト群Gと

1 1 
— +-2': 1 
Pl P2 

(1.2) 

をみたすような 1:S P1,P2 :S ooに対し，最適定数Y(p1,P2;G)を

Y(p1,P2; G) := sup{ll</>1 * (¢2• l/p~)llv I </>1,¢2: G→C,||釘||Pl=||必||P2= 1}, 
1 1 1 
—+- ＝1 + -
Pl P2 P 

(1.3) 

で定める．

本稿の主結果は次の定理である．

定理 1.2.1 ::; Pl'P2 ::; 00が式 (1.2)をみたすとする．このとき，任意の局所コンパ

クト群Gの任意の閉部分群HcGに対し Y(p1,P2;G) ::; Y(p1,P2; H)となる．

H が G の正規部分群のとき，定理 1.2は本質的に知られている．すなわち，

Cowling-Martini-Muller-Parcetは

Y(p1,P2; G) ::; Y(p1,P2; H)Y(p1,P2; G/ H) (1.4) 



69

となることを示した [Cow+19, Proposition 2.2]．古典的な Youngの畳み込み不等式

（例 2.1(1)）より Y(p1,P2;G/ H)さ1なので，式 (1.4)から定理 1.2が従う．式 (1.4)

はGが可換のときに本質的に Becknerが[Bec75,Section IV.5]（事実2.3も参照），

GがH とG/Hの半直積のときに Klein-Russoが証明している [KR78,Lemma 2.4]. 

定理 1.2はいくつかの面白い例を含んでいる．例えば，定理 1.2内の H に

自明群を適用すると古典的な Youngの畳み込み不等式が示せる（例 2.1(1)). 

また，定理 1.2より G の単位元成分 G。cG が開集合（例えば G が Lie群）

ならば Y(p1,P2;G) = Y(p1,P2; G。）となる（例 2.1(2)）．従って， Lie群 Gに対し

Y(p1,P2; G)の値を決定するには，単位元成分のみ考えればよい．また，定理 1.2

から開かつコンパクトな部分群を持たないような局所コンパクト群 G に対し

Y(p1,P2; G) ~ Y(p1,P違）となることが従い，この結果は Fournier,Nielsenや著者

の以前の結果の改良・拡張にあたる（系 2.2).

定理 1.2の系として，連結線型 Lie群や連結可解 Lie群などの半単純成分の中心

が有限群となるような連結 Lie群 Gに対し，極大コンパクト群の次元 r(G)を用い

てY(p1,P2;G)を上から評価できる．すなわち，群 Gの元の個数を＃Gと書き， G

の中心を Z(G)と書くと，次の系が成り立つ．

系 1.3.連結Lie群Gの根基（最大の連結可解閉正規部分群）を R<]Gとし， Gの

極大コンパクト群の次元を r(G)とする．このとき，＃Z(G/R) < ooならば，式

(1.2)をみたすような任意の 1さP1,P2~ ooに対し

Y(p1,P2; G) :S Y(p1,P2皇）dirnG-r(G) (1.5) 

となる．

Y(p1,P2遺）の値は Becknerにより明示的に与えられている（事実 2.3)ので，系

1.3はY(p1,P2;G)の明示的な上からの評価を与えている．系 1.3はいくつかの Gの

場合にはすでに知られていた（表2.2)が，著者の知る限り

Y(p1,P2; SL2（罠））さ Y(p1,P2星）2 (1.6) 

は新しい結果である．また，連結コンパクト Lie群（系 2.2)や連結幕零Lie群（事

実 2.5)などのいくつかの連結 Lie群に対し式 (1.5)の等号が成立することが知ら

れている．系 1.3の証明には Jing-Tran-Zhangによる Brunn-Minkowskiの不等式の

Lie群への一般化[JTZ23, Theorem 1.1]と似た議論を用いる [Sat24,Corollary 1.3]. 
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ここで，本稿の構成を説明する． 2節では，定理 1.2や系 1.3と知られている結果

を比較する． 3節では，定理1.2の証明の概要を説明する．

2 最適定数に関する知られている結果との比較

2.1 定理1.2と知られている結果の比較

この節では，定理 1.2と知られている結果の関連を見る．まず，定理 1.2のいく

つかの例を見る．

例 2.1. (1)単位元eE Gのみからなる自明群 {e}c GはGの閉部分群なので，定

理 1.2から Y(p1,P2;G)::; Y(p1,P必{e}）が従う．定義より Y(p1,P必{e})=lなの

で，古典的な Youngの畳み込み不等式

Y(p1,P2; G) :s; 1 

が成り立つ．式 (2.1)は少なくとも次の 2つの証明が知られている．

(i) Riesz-Thorinの定理を用いてPl=l,p~ の場合に帰着する方法．

(ii)Holderの不等式を繰り返し用いる直接的な方法．

(2.1) 

それぞれの証明は表 2.1の文献で述べられている． Terpは Gがユニモジュ

ラーでない場合も (ii)の手法で式 (2.1)が証明できることを述べているが，証

明は書いていない． Terpは式（2.1)を用いて， Hausdorff-Youngの不等式を一

般の局所コンパクト群上へ拡張した [Ter17,Theorem 5.2]. 3節内の定理 1.2の

証明は (ii)の手法の拡張とみなせる．

表2.1 式(2.1)の証明が述べられている文献

G:ユニモジュラー j G:一般

(i) Weil [Wei40] 

(ii) II Hewitt-Ross [HR79, Theorem 20.18] 

Klein-Russo [KR78, Lemma 2.1] 

(Terp [Terl 7, Lemma 1.1]) 

(2)Gの単位元成分を G。cGとすると，定理 1.2より Y(p1,P2;G):S Y(p1,P2; G。)

となる． G。が開集合（例えばGがLie群）ならばG。の Haar測度と GのHaar
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測度は一致するので， Y(P1,P2;G) 2: Y(p1,P2; G。)となる．従って， G。が開集

合ならばY(p1,P2;G) = Y(p1,P2; Go)となる．

定理 1.2を用いると， Y(p1,P2;G) :S Y(p1,P2退）となるための必要十分条件が分

かる．すなわち，次の系が成り立つ．

系 2.2.不等式

1 1 
—+- ＞ l 
Pl P2 

(2.2) 

をみたすような 1< P1,釦く ooに対し，局所コンパクト群 G に関する次の条件

(1)-(8)がすべて同値となる．

(l)Gは開かつコンパクトな部分群を持たない．

(2)Gの単位元成分G。cGはコンパクトでない．

(3)Gは位相群として良と同型な閉部分群を持つ．

(4)G。は位相群として股と同型な閉部分群を持つ．

(5)Y(p1, P2; G)さY(p1,P2; IR)となる．

(6)Y(p1,P2; Go):S Y(p1,P2；罠）となる．

(7)Y(p1,P2; G) =/= lとなる．

(8)Y(p1,P2; G。)＃ 1となる．

G がユニモジュラーのときは， （1) ~⇒ (7) は Fournier[Fou77, Theorem 1 

and Theorem 3]によって証明され，さらに筆者が以前の論文で本質的に

(1)⇔ (2) {=:::::} (5) {=:::::} (6) {=:::::} (7）⇔ (8)を示した [Sat23,Corollary 1.3 

and Remark 2.2]. 

G はユニモジュラーとは限らないとき， （3) ~⇒ （4) は罠の連結性から従

う． （2)⇒ （4)はIwasawaの結果 [Iwa49,Theorem 13]とGleason-Yamabeの定理

[Gle51] [Yam53, Theorem 5'］から従う． （1) ~⇒ (7) は Nielsen が証明した [Nie94,

Theorem 1 ]. (1)←⇒ (2)はHewitt-Rossの結果 [HR79]を用いて筆者が以前の論
文で示した [Sat22,Remark 2.4 (3)]. (4) ====? (6) ====? (5)は定理 1.2から従う．

(8)⇒ （7）は定理 1.2と例2.1(1)から従う． （5) ====? (7) と (6) ====? (8)は

Y(p1,P2皇） ＜ 1に帰着される． BecknerはY(p1,P必町）の値を明示的に与えている

ので，本質的に Y(p1,P2；罠） ＜ 1を証明している．すなわち，次の事実が成り立つ．

事実 2.3(Beckner [Bec75, Theorem 3]）．任意の nE Z~1 と式 (1.2) をみたすような任
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意の 1:s; Pl'P2 :s; 00に対し， 1:s; pさooを式 (1.3)で定めると

Y(p1,Pぶ町） ＝ （B（Pl)B(P2))n/2 
B(p) 

となる．

pl/p 

B(p) :={~' if 1 < p < oo 
if p = l, oo 

注意 2.4.事実2.3（やその拡張である Brascamp-Liebの不等式 [BL76, Theorem 1]) 

は様々な証明が知られている．

(l)BecknerはMinkowskiの積分不等式を用いて事実2.3を関数方程式

叫(x1)応（砂） ＝巧(x1十巧）乃(x1―四） (2.3) 

の可租分な解を求める問題に帰眉した． Becknerは Riesz-Sobolevの再配分不

等式を用いて回転不変な極値関数の存在を示し，式 (2.3)の解で回転不変なも

のが Gauss関数の組のみとなることを使って事実 2.3を証明した． Liebは関

数が回転不変とは限らない場合も式 (2.3)の解は Gauss関数のみとなること

(Darmois-Skitovichの定理 [Dar53][Ski53])を暗に用いて Brascamp-Liebの不

等式を証明した [Lie90,Theorem 6.2]. 

(2)Brascamp-Liebは Y(p1,P2；町） ＝ Y(p1,P2;股Vを示し， n→ 00のときの
Y(p1,Pぶ町）の上界の振る舞いを評価することで事実 2.3を証明した [BL76,

Section 2.5]．さらに， Brascamp-Liebは同様の議論を用いて事実 2.3を

Brascamp-Liebの不等式に拡張した

(3)BartheはHenstock-Macbeathによる変数変換 [HM53,Section 5]と重み付き相

加相乗平均の不等式を使ったより直接的な証明を与えた [Bar98b,Theorem l]. 

さらに， Bartheは Brascamp-Liebの不等式でも同様の証明が成り立つことを

示した [Bar98a,Theorem 1]. 

(4)Carlen-Lieb-Lossは熱拡散方程式の解の積の積分は時間が経過するにつれて

増大することを使って階数 1の Brascamp-Liebの不等式を証明した [CLL04,

Theorem 3.1]. Cordero-Erausquin-Ledouxはこの単調増大性を Shannonの微分

エントロピーの評価を用いて証明した [CLlO,Theorem 6]. 

他にも事実 2.3や Brascamp-Liebの不等式には関連する様々な結果 [Bal89]
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[Ben+08] [Val08] [BB09] [Ben+lO] [VallO] [Bar+ll] [Led14] [Leh14] [IV15] [Ben+17] 

[Bral 7] [Gar+ 18] [Ben+20]やサーベイ [Gar02][Car07] [Ben14]がある．

2.2 系1.3と知られている結果の比較

この節では，系 1.3と知られている結果の関連を見る．表 2.2ではいくつかの G

について系 1.3を証明した著者をまとめている． Gがコンパクトのとき， Gはユニ

モジュラーで系 1.3は式 (2.1)と一致する．従って，系 1.3は本質的に Weilにより

証明されている（例 2.1(1)）．また，任意の連結 Lie群 Gに対し系 2.2の同値条件

(1)-(8)はr(G)< dimGとも同値になる． したがって，＃Z(G/R)< ooとなるよう

な連結Lie群Gに対し，系 1.3は系 2.2より強い Y(p1,P2;G)の上からの評価を与え

ている．ここで， Nielsenは次の事実を証明した．

事実 2.5(Nielsen [Nie94, Corollary (a) and (b)]). 1 < p1，加く 00が式 (2.2)をみたす

とする． Gが単連結可解Lie群または連結幕零Lie群のとき

Y(p1,P2; G) = Y(p1,P2遺）dimG-rank(ker(G→G)) 

となる．ここで， GはGの普遍被覆群である．

任意の連結可解Lie群Gに対し r(G)= rank(ker(G→ G)）となる [Sat24,Example 
5.2 (2)］．したがって， Gが単連結可解 Lie群または幕零 Lie群ならば，事実 2.5か

ら系 1.3が従う．

表2.2 いくつかの Gについて系1.3を証明した著者

連結Lie群G 1 著者

コンパクト群 Weil（例 2.1(1)) 

単連結：三；：Lle群 1klem-R:：：三□ary25] 
また，台が十分小さいような関数に限ると，次の事実のように系 1.3より強い上

からの評価ができることを Bennett-Bez-Buschenhenke-Cowling-Flockは証明した．

事実 2.6(Bennett-Bez-Buschenhenke-Cowling-Flock [Ben+20, Corollary 2.4]）．式

(1.2)をみたすような l:-:;p1,P2:-:;ooに対し， 1:-:; p :-:; 00を式（1.3)で定める．この
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とき，任意の Lie群Gと任意の Y'>Y(p1,P2退）dimGに対し，ある空でない開部分

集合VcGが存在し，台がVに含まれるような任意の可測関数仇必： G → Cに

対し

11 ¢1*（の2△l!Pi)llp:Sy'||切||Pl||¢2IIP2 (2.4) 

となる．

Bennett-Bez-Buschenhenke-Cowling-Flockの元の論文では連結性を仮定してい

る．しかし， V c G。となるように取り直せるのでこの仮定がなくても事実 2.6が

成り立つ． Cowling-Martini-Miiller-Parcetの結果 [Cow+19, Proposition 2.4 (i)]より

事実2.6内の Y(p1,P2皇）dimGは最適である．

台が十分小さいという条件のもとで，事実 2.6は定理 1.2より強い評価を与えて

いる．例えば， G= SL2（股）のとき， dimG= 3かつ r(G)= dim S0(2) = 1なので

式 (1.6)が成り立つ．一方，事実2.6より任意の Y'>Y(p1,P2置）3に対しある空で

ない開部分集合 V CSい（匝）が存在し，台が Vに含まれるような任意の可測関数

妬心： SL2償） → Cに対し式 (2.4)をみたす．

3 定理1.2の証明

この節では定理 1.2を証明する． 3.1節では，閉部分群 HcG上の左 Haar測

度を用いて Gの左 Haar測度を表示する補題（補題 3.1)を準備する． 3.2節では

Holderの不等式（事実 3.3)を適用することで定理 1.2の証明に用いる不等式を与

える（例3.4).3.3節では 3.1節と 3.2節を用いて定理 1.2の証明を完結させる．

3.1 閉部分群を用いた Haar測度の表示

X :=H¥Gとし， gE Gの右剰余類をg:= Hg EXと書く．

補題 3.1.H c Gを局所コンパクト群Gの閉部分群とする．

(1)伽が Hのモジュラー関数となるようなある連続関数 5:G→恥＞。が存在し

て，任意の可測関数¢:G→Cに対し

JH cf>(hg)dM(g) 
H 
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が左几不変になる．

(2) (1)のかを固定する．このとき，任意の可積分関数¢:G→Cに対し

l JH ¢(hg)dho(g)d?J = laの(g)dg
となるような X上の Borel測度dgが存在する．

ここで，定理 1.2を証明するため，補題3.1のいくつかの例を見る．

例 3.2.仇必： G →記。を可測関数とする． 1< P1,P2,P < ooが式（1.3)をみたすと

する．

(l)g E G, h EHに対し s(h,g) := ¢1(hg)o(g)1/Plとする．補題3.1(1)より

S(g) := JH s(h, g)P1dh = l釘(hg)P1dho(g)
はwell-definedであり，補題3.1(2)より

fx S(g)d?J =||仇||仇
X 

となる．

(2)g,g'E Gに対し t(g,g') :=（む(g―lg')P2o(g'))l/pとする．任意の h'EHに対し

JHt(h―1h'g,g')Pdh = [t(h―1g,g')Pdh 

となるので，補題3.1(1)より

T（戸）：＝ JHt(h―lg, g')Pdh = JH叫g―1hg')P2dho(g')

はwell-definedである．したがって，補題3.1(2)より

JXT(g,？）d?＝JX JHむ(g―lhg')P2dho(g')dg'=la向(g―lg')P2dg'=||向|I腐
となる．

(3)g,g'E G, h EHに対し

u(g, h, g') :=（む(9―1hg'）P2△(g―1hg'）0(g)）1/Pi
o(h) 



76

とする．補題3.1(1)より伽は Hのモジュラー関数なので，式 (1.1)より

JH u(g, h, h'g')Pidh = i 伽(g―lhh'g')P2△(g―1hh'g')8(g)dh 
H H 8(h) 

＝ ／必(g―lh―lh'g')P2△(g―lh―1h'g')dM(g)
H 

= jHむ(g―lh―1g'）P2△(g―lh―1g')dM(g) (3.1) 

はh'EHによらない．したがって，補題3.1(1)より

噂 g'):= JH u(g, h, g')Pidh 
H 

はwell-definedである．式 (1.1)，式 (3.1)，補題3.1(2)より，任意の g'EGに

対し

IX U（戸）dg=l!H叫g―lh―1g'）P2△(g―lh―1g')dM(g)dg
= J心(g―1g'）P2△(g―lg')dg＝む（g―1炉△(g―l)dg
＝ ［伽(g)P2dg=||伽||¢: IG 

となる．

(4)s, t, uをそれぞれ (1), (2), (3)で定める．補題 3.1より，任意の h'EH,

g'E Gに対し

釘＊（四△1/Pi)(h'g')

＝ ／州g)伽 (g―lh'g'）△(g―lh'g')lfp~dg

= ］ j釘(hg)叫g―lh―lh'g'）△(g―lh―lh'g')11Pi dM(g)dg 
XJH 

= I I s(h,g)t(h’一1hg,g'）u(g,h―1h'，g'）6(h―1H)1/Pidhdg 
x lH 8(g')1/P 

となる．

(5)補題3.1より

11¢1* （四△1/p~)II; = fx i釘＊ （必△l/p~)(h'g')Pdh'5(g')dg' 
XJH 

となる．よって

F(g, h', g') := JH s(h, g)t(h'-1hg, g')u(g, h―1h', g')8(h―1h')11Pidh. 
H 
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とすると，（4)より

11¢1* （伽△l/p~)II~ = l!H (fxF(g,h',g')dgr dh'dg' 
となる．

3.2 Holderの不等式

事実 3.3(Holderの不等式）． k,l E Z~1 とし i = 1, ・ ・ ・, kとj= I,・・・, lに対し

Pi,j, Ci > 0とする．このとき，測度空間 G上の任意の可測関数釘，...喜 G→恥o

に対し

(J 釘(g)P1.．.¢l(g)PldgG 

こ(JG ¢l (g)P1 1.. ・ ¢l(g)Pl,l:g) Cl・・・ (JG釘(g)PK1.．．¢l(g)PK ldg)保

となる．ここで， j=l,..,,lに対し

c :＝釘＋・・・＋Ck,

とする．

Pl,j釘十・・• +Pk,j保
防：＝

C 

例 3.4.釘，む， S,t, T, u, Uを例3.2のように定める． 1< P1,P2,P < ooが式

(1.3)をみたすとする．

(1)式 (1.3)より

1 1 1 1 1 1 
—+7= — +--1+7=-
P P1 P1 P2 Pi P2 

(3.2) 

となるので，事実3.3より

(f)t(h―1g, g')u(g, h, g'))P2dh) l/p2 ~ T(g, gi)11PU(g, gi)1M 
H 

となる．

(2)式 (1.3)より

P 履＋ ~)+l=p じ—〗一土＋ t) =p 
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となり，式 (3.2)と同様に 1/p+ 1/p~ = l/p1となる．よって，例3.2(1) (3)と

事実3.3より

となる．

(l S(g)l/p1T(g，可）l/PU(g,g')l/p両）p
< x S(g)dg1/p; JXU(g,?）dg1/pi)PJxS(g)T(g,？）dg 

= (11¢贔叫疇臼）Pfx S(g)T(g, g')dg 

3.3 証明の完結

この節では，例3.2と例3.4を用いて定理 1.2の証明を完結させる．定理 1.2の証

明の本質は 1< P1,P2,P < ooのときなので，この場合に示す．

定理 1.2の証明 I|州|Pl=||む||P2= lをみたすような外伽： G →記。に対し s,s, 

t, T, u, Uを例3.2,Fを例3.2(5)のように定める．このとき，例3.2(5)より

鳳 (LF(g,h',g')dgydh'dg'::S Y(p1,P2;H)P 
を示せばよい． Minkowskiの積分不等式より

(3.3) 

l/p l (fxF(g,h',g')dgr dh''.S (l (JH F(g, h', g')Pdh'r/p dg r (3.4) 
となる．補題3.1(1)より 6伍は Hのモジュラー関数なので，例3.4(1)より

(l F(g, h', g')Pdh'r/p'.S Y(p1,P2; H)S(g)1IP1 (l (t(h―1g, g')u(g, h, g'))P2dh) l/p2 
'.S Y(p1,P2; H)S(g)11P1T（戸）1/PU(g,?)11Pi 

となる．したがって，式 (3.4)より

1H (l F(g, h', g')dg r dh''.S (Y(p1, P2; H) 1x S(g)1IP1T（汀）l/PU(g,?)l/p悔）p
H ¥JX I ¥ JX 

となる． ll¢1IIP1=||む||P2= 1と例3.4(2)より

(fx S(g)l/P1T（戸）1/PU(g，可）1/疇）p'.Sl S(g)T（戸）dり
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となるので

l (l F(g, h', g')dg y dh':::; Y(p1,P2; H)P l S(g)T(g, g')dg 
X 

となる．したがって

p 鳳 (fxF(g,h',g'國） dh'dg':::;Y(p1,p2;H)P fxfxs(g)T(g,g')dgdg' 
となる． 1|釘IIP1=||伽||P2= 1と例3.2(1) (2)より

l l S(g)T(g, g')dgdg'= l l T(g, g')dg'S(g)句＝lS(g)dg = 1 
となるので，式 (3.3)を得る．
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