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概要

正規曲面X上の擬有効因子Dのザリスキー分解D=P+Nとは，ネフなQ-因
子Pと負定値な有効Q-因子Nへの一意的な直交分解のことである．本稿では，これ
の整数係数版である整ザリスキー分解D= Pz + Nzが成り立つことを証明し，その
幾つかの応用（小平型消滅定理，随伴線形系のReider型定理，有効因子上の射の拡
張定理）を紹介する．

1 ザリスキー分解

本稿では， Xは体K上定義される正規曲面とし， f:X→Yは断らない限り代数多様
体Yへの固有な全射とする（例えば， XはC上の非特異射影曲面でY= SpecC, fは曲
線Y上のファイバー空間， fは2次元特異点の特異点解消など）.x上の（ヴェイユ）因
子Dがfー例外的であるとは， Dのサポートに含まれる任意の既約成分がfで点に潰され
るときにいう.x は正規曲面より，因子D と f—例外的因子 C に対し， Mumford の交点形

式 [8] により交点数 DC が定まる．因子 D が f—擬有効であるとは，任意の f—例外的なネ

フ因子 C に対し DC~0 が成り立つときにいう．これは，恥一因子の数値的同値類のなす

ユークリッド空間N1(X/Y)の中で，有効股ー因子の極限でかけることと同値である．

以下の分解定理は 1962年に Zariskiにより証明され，ザリスキー分解と呼ばれている

(Xが非特異射影曲面， Yは点でDは有効の場合がオリジナルのZariskiによる結果[13]で

ある.Dが擬有効の場合は藤田 [2]による．以下では応用のため相対的な設定で述べる）．

定理 1.1(ザリスキー分解） DをX上の｝擬有効な恥(resp.Q-)因子とする．このとき，

次の条件を満たす分解D=P+Nが一意的に存在する．

(i) p は f—ネフ R-(resp. Q-)因子．

(ii) Nは0かまたは負定値な｝例外的有効恥(resp.Q-)因子．

(iii) PN = 0. 

主定理の整ザリスキー分解を述べる前に， X上の因子に対する性質をいくつか定義する．



定義 1.2RをZ,Qまたは民とする.x上の民因子Dに対し， NR(D)をX上の負定値
な｝例外的有効R因子B>0でB-DはB上ネフなもの全体のなす集合とする．この

とき， Dはfー凡正であるとは， NR(D)が空集合であると定義する．言い換えると，任意
の負定値な f—例外的有効凡因子B>O に対し， B のサポートに含まれるある素因子 C が

存在し， (B-D)C< 0を満たす．

補題 1.3DをX上のf擬有効な良因子とする．このとき，次は同値である．

(l) D は f—ネフ．

(2) D は f—賊ー正．

(3) Dはf-Q-正．

証明 N玉(D)が元Bを持てば， DB=-(B-D)B+B2 < 0より， (1)ならば(2)が従う．
(2) ならば (3) は明らかなので， (3) ならば (1) を示せばよい.c を任意の f—例外的な既約

曲線とする．もし c22:: o ならば， C はネフなので， D は f—擬有効の仮定から DC 2:: 0. 

よってびく 0としてよい．このとき Cは負定値であり， B:= cC, c E Q>。とおくと， D

はf-Q-正なことから (B-D)C < 0となり，よって DC>cびを得る.c > 0は任意よ
り， DC2:: 0となる． ロ

これより， f-擬有効の仮定の下では， f-ネフ， f-恥正， f-Q-正の概念は全て同値となる．

但し， f-Z-正は本質的に f—ネフより弱い正値性である. f-擬有効の仮定が無くとも，上の

証明から，次が成立する．

f—ネフ==} f—恥正==} f-Q-正==}f-Z-正．

以下が主定理である整ザリスキー分解である．

定理 1.4(整ザリスキー分解） D を X 上の f—擬有効な股一因子とする．このとき，次の条

件を満たす分解D=Pz+Nzが一意的に存在する．

(i) Pzはf-Z-正な囮囚子．

(ii) Nzは0かまたは負定値なf例外的有効Z因子．

(iii) -PzはNz上ネフ．

本稿では，整ザリスキー分解（定理 1.4)の証明を，ザリスキー分解（定理 1.1)の別

証明と共に紹介し，そのいくつかの応用を述べる．詳細は筆者の論文[1]にまとめてある．

1.1 ザリスキー分解の証明

まずは簡単な補題から始める．



補題 1.5DをX上の艮因子とする.D=F+E=A+Bを2つの恥因子としての分解

とし，次の条件を満たすと仮定する．

(i) Eは有効恥因子．

(ii) B は負定値な f—例外的有効囮因子．

(iii) FとーAはB上ネフ．

このとき， B:=:;Eが成立する．

証明 B= Eibぶ， E= Eieぶを素因子分解とし， G:= Ei min{biぶ }Ciとおく．

G=Bを示せばよい．今G<Bと仮定する．このとき， Bは負定値より (B-G)2 < 0 

が成立する．また， Gの取り方より (E-G) (B -G)~0 であり，ーA は B 上ネフより

A(B-G) :=:; 0が成立する．よって，

F(B -G) = (A + B -E) (B -G) = A(B -G) + (B -G)2 -(E -G) (B -G) < 0 

となり， FがB上ネフなことに矛盾する． 口

補題 1.6DをX上の政ー因子とする.N恥(D)は空集合でないならば，極大元を持つ．

証明 ツォルンの補題より， N玉(D)は包含関係に関して帰納的であることを示せばよい．
TcN恥(D)を任意の全順序部分集合とする．まずアをTの元のサポートに含まれる素
因子全体の集合とし，これは有限集合であることを示そう．もしこのような素因子が無限

個あるとすると， Tの全順序性より， Tの元でサポートの既約成分の個数がいくらでも大

きなものが取れる．しかし， Tの元は負定値であり，よってそのサポートに含まれる素因
子は， f-例外的な恥因子の数値的同値類のなすベクトル空間N1(X/Y)の中で一次独立で
あるから，凡(X/Y)が有限次元である (cf.[3])ことに矛盾する．次に， CEPに対し，

be:= sup{multc(B) I BET}とおくとき， be<ooを示そう．もしbe=ooならば， Tの
元の無限列{Bn}nでlimn→00 multc(Bn) = ooなものが取れる．各B叶ま負定値であり，そ

のサポートはアに含まれる素因子のみからなるので，特にlimn→ooB~= —oo となる．一

方， Bn-Dは凡上ネフより， (Bn-D)Bn 2:: 0となり，よってlimn→ooD(Bn/✓ ニ瓦り＝
-ooが成立する． しかし，各BサJ二屁りま閲(X/Y)のコンパクト部分集合K:={BE 
〶CE謬CI B2 = -1}に属し， Dと交点を取る写像D-:N1(X/Y)→ 恥は連続なので
K上最小値を取るため矛盾．以上より， Br:=区CEPbcCはwell-definedであり，負定
値な有効恥因子である．任意の CEPとc>Oに対し， BeETをmultc(Be)> 0かつ

0~be -multc(Be) < cと取ると，

(Br -D)C = (Be: -D)C + (Br -Bc:)C 2:: (be -multc(Bc:))び>cC2 

が成立する. E: > 0は任意より， (Br-D)C 2:: 0となり，よってBrはN恥(D)の元であ
り， Tの一つの上界である． ロ

補題 1.7DをX上のf擬有効な股一因子とする．このとき，任意のBEN恥(D)に対し，
D-B は f—擬有効である．



証明有効恥因子DnでDn→ D (n→ oo)なものを一つ取る.Dn -B = G! -G:;; と分

解しておく．ここで， G!,G:;; は有効良ー因子で共通の素因子を持たないとする.D-B 

がf擬有効であることを示すためには， G:;;→ 0 (n→ oo)を示せばよい.G:;; :::; Bより，
c:;; は負定値で f—例外的である．よって，

(B -Dn)G;; = (G;; -G!)G;; :::; (G;;)2:::; 〇

が成り立っ.B-Dnと交点を取る写像の列 {(B-Dn)-: N1(X/Y)→ 良}nはコンパ

クト部分集合K := { E I O :::; E :::; B}上非負値関数 (B-D)ーに一様収束するので，
(B-Dn)G:;; → 0 (n→ oo)が成立．特に (G:;;)2→ 0となり， G:;;は負定値より， G:;;→ 0 

となる． ロ

X上のf擬有効股一因子Dに対し， N恥(D)# 0ならば極大元を一つ取り， NJRと表す．
N股(D)= 0のとき， N恥：=0とする.Pi艮：=D-Ni股とおくと，これは補題 1.7 より f—擬

有効である．

補題 1.8 凡は f—ネフである．

証明 N股=0のとき，補題 1.3より主張が従う．ょってNJR>〇としてよい．ある f—例外的

な既約曲線Cが存在して， PJRC< 0 を満たすと仮定する．凡は f—擬有効より，びく 0 で

ある.c>Oを(Pi恥―cC)C< 0 と取ると，—p]R = Ni政-DはNJR上ネフより， cC+NJR-D

はcC+Ni□ネフとなる．今， p良と交点を取る写像P恥―:N1(X/Y)→股は， cC+Ni股
のサポートに含まれる素因子が生成する錐Cの上で非正値関数であり， PJRC< 0であるの

で，凡の f—擬有効性から cC+Ni政は負定値であることが分かる（実際，負定値でないな

らば線形代数の議論でCの内部にネフなものが構成できる.cf. [1] Lemma A.12) . よっ

てcC+ NJRはN囮(D)の元であり， NJRの極大性に矛盾する． ロ

定理 1.1の証明補題 1.8とNJRの定義より， D= Pi股+NJRは定理 1.1の(i),(ii), (iii)を
満たす．分解の唯一性は補題 1.5から従う (N爪D)が空でないならば最大元を持つこと

も分かる） .D が Q—因子の場合は， NJR = Lia心と表すと， D切＝ど氾i(CiCi)E (Qか
つ(C凸） i,j は負定値 Q—係数行列より， N記凡はQ因子となる． ロ

次に定理 1.4 を示す．これも定理 1.1 と同じ証明方針で証明できる.D を X 上の f—擬

有効な恥因子とし， D= PJR + Ni股を定理 1.1で得られたザリスキー分解とする．

補題 1.9Nz(D)は空でないならば，最大元を持つ．

証明 Nz(D)の元は全て整数係数で NJRに含まれるので， Nz(D)は有限集合であるこ

とが分かる.Nz(D)の2つの元 B =区沖iCi,B'=区戌Gを任意に取り， B":= 
Eimax{b邁 }Ciとおく．各素因子Ci:::;B"に対し，もし bに:::;biであれば，

(B" -D)Ci = (B -D)C□ (B" -B)Ci~0 

となり， bi:::; b~ の場合も同様に (B"-D)Ci~0 がいえる．よって B" は Nz(D) の元であ
る．これを 2つの極大元B,B'に適用して，主張が従う． ロ



Nz(D) #-0のとき， Nz(D)の最大元を Nzと表し， Nz(D)= 0のとき， Nz:= 0と表
す.Pz := D -Nzとおく．分解Pz= Fl恥+(Ni恥-Nz)はPzのザリスキー分解を与える
ことに注意する．

補題 1.10Pzはf-Z-正である．

証明心>0と仮定してよい．もし Nz(Pz)が元 Bを持つならば， 2つの Pzの分解

Pz =凡＋（ふーNz)= (Pz-B)+Bを考えると，凡と B-PzはB上ネフより，補題 1.5

から B~N11- 心となる．特に B+ 心は負定値である．任意の素因子C~B+心に

対し， C~B のとき， B-Pz = B + Nz -D は B 上ネフより， (B+Nz-D)C~O が成

立する.c は B に含まれないとき， C~Nz であり， Nz-D は Nz 上ネフより

(B + Nz -D)C =BC+ (Nz -D)C~0 

が成立する．ょって B+NzはNz(D)の元であり， Nzの最大性に矛盾する． ロ

定理 1.4の証明補題 1.10より，分解D= Pz + Nzは定理 1.4の条件(i),(ii), (iii)を満

たす.D = Pf +Nfを(i),(ii), (iii)を満たす別の分解とする.Nf = 0ならば， D= Pf 
はf-Z正より Nz= 0となるので， Nf>〇としてよい．このとき条件(iii)より， Nfは

Nz(D) の元であり，従って Nf~Nz となる．もし Nf < Nz とすると， Nz-Nf はNz(P~)

の元となり， Pfはf-Z-正であることに矛盾．よって Nz= Nf, Pz = P~ が成立する．ロ

1.2 Z—正因子について

X 上の比因子 A,B で A-B は f—例外的な有効因子なものに対し，恥因子の列 B=

D。<D1 <・・・< Dm = AがBから Aへの連結鎖であるとは，任意のi= 1, ... ,mに対
し， Ci:= Di -Di-1は素因子であり Di-lei>oを満たすときにいう．便宜上m=Oの場
合も， B=AをBから Aへの連結鎖と呼ぶ．次の命題は｝擬有効良因子がf-Z-正であ
ることの特徴付けである．証明は簡単であるが，省略する．

命題 1.11DをX上のf擬有効恥ー因子とし， D=P+Nをザリスキー分解とする．こ
のとき，次は同値である．

(1) Dはf-Z正である．

(2)任意のD-LN_J~D。 ~D で D-D。は Z因子なものに対し，ある D。から D への

連結鎖が存在する．

(3) D -L凡から Dへの連結鎖が存在する．

注意 1.12命題 1.11から，通常のザリスキー分解D= P+Nから整ザリスキー分解

D=Pz+況が次のように構成されることが分かる．まずD。:= D-LN_Jとおく．もし

-D。はNo:=LN」上ネフならば，分解D=D。+Ni。は整ザリスキー分解となる．ーD。は



N。上ネフでないとき，ある素因子C1:s; Ni。が存在し， D。C1> 0が成立する．このとき，
D1 :=D。+C1とお<.-DiはN1:=No-Ci上ネフのとき， D= D1 +N1は整ザリス

キー分解となる．ーD1はN1上ネフでないとき，ある素因子C2:s; N1が存在し， D1ら＞〇
が成立する．この操作を繰り返して，連結鎖D。<D1 <・・・< Dmと整ザリスキー分解
D=Dm+Nmを得る．

系 1.13M をX上の｝ネフ R因子とする．このとき， D=「Af7はf-Z-正である．

証明｝擬有効な Z—因子 D に対し， D はある f—ネフ比因子M の切り上げで書けること
と， Dのザリスキー分解D=P+Nの負部分NはLN_J= 0となることは同値である．

実際， D=「Af7のとき， 2つの分解D=M+Z=P+Nに補題 1.5を用いて， N:s; Z 
を得る．従って LN_J = o. よって，主張は命題 1.11より分かる． ロ

Zー正性の重要な性質として，双有理射での (Mumfordの意味の）引き戻しの切り上げ

で保たれるというものがある．証明は初等的であるが，省略する．

命題 1.141r: X' → X を正規曲面の間の双有理射とする．このとき， f-Z-正な f—擬有効

Z因子Dに対し，吋*D7は(fo1r)ーZ-正である．

2 応用

この節では，整ザリスキー分解のいくつかの応用を述べる.f:X→Yは引き続き正
規曲面Xから代数多様体Yへの固有な全射とする．さらにdim(Y)= 0のとき，基礎体
Kは標数0と仮定する（但し，代数閉体とは仮定しない）．

2.1 小平型消滅定理

ザリスキー分解D=P+Nは， mD,m≫0に関するコホモロジーの漸近的な振る

舞いと関係している．実際，非特異射影曲面X上の巨大な因子Dに対し， Dの切断環

R(X, D) = EBmEZ H0(X, Ox(mD))は有限生成であることと， Pは半豊富であることは同

値であることが知られている (cf.[6] Corollary 2.3.23) . また，宮岡消滅定理[7]より，任

意のm>Oに対し， Kx+「mP7の高次コホモロジーは全て消滅する．一方で，整ザリス

キー分解D= Pz+Pzは， Dそのものに関するコホモロジーと密接に関係している．実

際に，以下の消滅定理を示すことが出来る（証明は [1]を見よ）．

定理 2.1(消滅定理） D を X 上の f—巨大な因子とし， D = Pz+Nzを定理 1.4の整ザリ

スキー分解とする.Nz上の層LDを自然な単射Ox(Kx+Pz)→ Ox(Kx+D)の余核と
定義すると，次の同型が成立する：

Rげ心x(Kx+D)竺 Rlf*£D・



注意 2.2(1) D は f—巨大より， i 2:: 2 のとき R汀~Vx(Kx+D) = 0はいつでも成り立つこ
とに注意する．特に， D は f—巨大で f-Z-正な因子のとき， Kx+D の高次コホモロジ一

（順像）は全て消滅することが分かる．系 1.13より，これは曲面の場合の川又-Viehweg消

滅定理の一般化である．

(2) dim(Y) = 0でXは非特異の場合は，本質的に宮岡消滅定理[7]と同じである．またX
はC上の射影曲面の場合は， Langerの消滅定理 ([5]Theorem 3.2とそのRemark)と本

質的に同じである．但し， Langerの証明（階数2のベクトル束を使う Reiderの手法を反

射的層の場合に拡張する）と比べると，我々の証明（川又-Viehweg消滅定理と命題 1.14

を用いる）の方がはるかに初等的である．

(3) dim(Y) 2:: 1のときは，基礎体Kは正標数でもよいことに注意する．このときは，上

の消滅定理は酒井 [11]やKollar-Kovacs[4]の局所消滅定理の一般化になっている．但し，

証明の方針（形式的函数定理を用いる）は全く同じである．

2.2 Reider型定理

Reiderの定理[10]は，非特異射影曲面X上のネフかつ巨大な因子Dに対し，その随伴

線形系 IKx+馴が点 XEXを基底点に持てば，その点を通る曲線Bである数値的な条

件を満たすものが存在する，という形の定理であった．この定理は多くの方々により (X

が特異点を持つ場合， Dがネフとは限らない場合，一般の0次元部分スキームを分離しな

い場合に）一般化されている．ここで述べる結果もこの形の一般化である．主結果を述べ

る前に，いくつかの定義をしておく．

定義 2.3(C Xを0次元部分スキームとする.1r: X'→Xをくに含まれる Xの特異点
の解消， Z>0を元例外的な有効因子で1r*Ox1(-Z)はくの定義イデアルエくに含まれると

仮定する．このような組(1r,Z)に対し， 8c(1r,Z) Eふoを

6c(1r, Z) :~{ー（△-Z)' (△ -Zは有効でない），
〇 （△ -Zは有効）

と定義する．ここで，△：＝がKx-Kx1 は 7r-例外的な Q—因子であり，反標準サイクルと

呼ばれる.8c := min(1r,z) 8c(1r, Z)とおく．但し， (1r,Z)は上記のような組を全て渡る．

注意 2.48, を計算するのは，一般に難しい．但し，以下で述べる定理のためには，＆を

上から評価して使えば十分であり，一つの (1r,Z)でのみ計算が出来ればよい．例えば，

(=  X はXの非特異点のとき， T をmでのブローアップ， Zをその例外曲線とすると，

心(1r,Z) = 4[k(x) : k]となる．もっと一般に， (X,x)は対数的端末特異点のとき， 6く<
2[k(x) : k]であり，それ以外の特異点のとき， 8,= 0である．また，（はXの特異点を含
まず， dimkH0(Oc) :S 2のとき， 6く:S8も簡単に計算できる．



定理 2.5(Reider型定理I)D を X 上の f—巨大な因子とし， D = P + N (resp. D = 

Pz+Nz)を (resp整）ザリスキー分解とする.(CXを0次元部分スキームでKx+Dは

くの近傍上カルティエなものとする.dim(Y) = 0のとき，さらに戸>8((resp. P; 名>8() 

と仮定する．このとき，制限写像f*Vx(Kx+D)→ J*(Vx(Kx + D)k)は全射でないな
らば，ある f—例外的な有効因子 B > 0でくと交わるものが存在して， (D-B)B ::; 8(/4 
(resp. かつD+Nz-2Bは巨大）を満たす．

注意 2.6定理2.5は一般的に述べてあるので，分かり辛い形をしているが，例えばk=C,

Xは非特異， Y= SpecC, Dはネフ， dimkH0(V() ::; 2とすると，オリジナルのReider

の定理となる.Reider型定理の中で，最も一般化されている Langerによる結果[5](Xは

Y = SpecC上の正規射影曲面， D,くは定理 2.5と同じ）と比べると，基礎体Kは代数閉

体でなくてもよい， dim(Y)2:: 1でもよい， dim(Y)= 0のときも Xは射影的である必要

はない，という所が一般化されている（但し， [5]で定義されている＆は我々のものとは

微妙に異なり，我々の＆の方が見かけ上評価が悪い．どちらも一般には計算可能な形で

はなく，本当に違いがあるのかは良く分かっていない）．

定理 2.5の証明の概略証明は定理 2.1を用いて非常に簡単に示せる．簡単のため， Yは

0次元とし， Dはネフと仮定する.8(= 8((1r, Z)となるような双有理射1r:X'→ X と
元例外的因子Z>Oを取る.H0(Vx(Kx + D))→ H0(Vx(Kx + D)k)は全射でない
と仮定すると， H1('Iiく(Kx+ D)) # 0である．すると， Lerayスペクトル系列を用いて，
が (Vx1(Kx1+ D')) # 0となる．但し， D':=1r*D+△ーZと定義する．仮定D2>灰よ
り， D'は巨大となる．よって定理 2.1より,D'はZ-正でないことが分かる.Nz > 0を
D'の整ザリスキー分解のZー負部分とし， B:= 1r*Nzとおく．これが定理 2.5を満たす有

効因子であることが確かめられる． ロ

定理 2.5の系として， Reiderの基底点自由定理の相対版が得られる．

系 2.7f: X→Yを代数閉体K上定義される非特異曲面Xから代数多様体Yへの固有
な全射とし， D を X 上の f—ネフな因子とする. dim(Y) = 0のときは，基礎体Kは標数0

とし， n2> 4と仮定する．このとき， f*Vx(Kx+ D)の任意の基底点xEXに対し， X

を通る f—例外的な有効因子 B が存在し，次のどちらかを満たす．

(i) DB= 0かつ炉＝ー1.

(ii) DB= lかつザ=0 (dim(Y) ::; 1のとき）．

特に， f は相対極小（つまり Kx は f—ネフ）で dim(Y) 2:: 1または K1,> 4のとき，

J* f*Vx(mKx)→ Vx(mKx)はm2:: 2で全射である．

定理 2.5 で得られる有効因子 B は f—例外的なので， dim(Y) 2:: 1の場合は自動的に半負

定値となるが，絶対的な場合では，一般には半負定値になるとは限らない．しかし，次に

述べるように，びが適当に大きければ， Bは半負定値になってしまうことが示せる．以

下ではdim(Y)= 0とし， Xは標数0の体K上固有な正規曲面とする．



定義 2.8関数μ:配。→戦を，

μ(x, d) . { 
d 

: = mm x, d} (min{x, d} + 1) 

とおく．これはxに関し非増加関数であり， dに関し単調増加関数である．

0次元部分スキーム (CXに対し，

q(:= min{ザ IEはX上の有効Z因子でくと交わり，ザ＞〇｝

とおき，災：=μ(qぃ5,/4)と定義する.8, ~8, であり，等号成立することはq,~8d4 と

同値である．

例 2.9Xは非特異とする．このとき， dimkH0(咲） = 1ならば災=8, = 4であり，

dimk H0(叩 =2ならば（＆災） = (8, 8)または(8,9)である．

定理 2.10(Reider型定理II)DをX上のネフかつ巨大な因子とし，くをXの0次元部分

スキームでKx+Dはくの近傍でカルティエとなるものする.D2 > 8, (resp. D2 =災 >8く）

と仮定する．このとき， H0(0x(Kx+ D))→ H0(0x(Kx + D)k)は全射でなければ，あ
る半負定値な有効因子Bでくと交わるものが存在し， 0< (D-B)B:::; 8d4かつD-2B
は巨大となる (resp.または， B2= q, かつD三 (8d4q,+ l)Bを満たす）．

注意 2.11定理 2.10は，後に述べる拡張定理の証明で必要となる．定理 2.10の証明は，

定理 2.5とHodge指数定理を組み合わせるだけであるが， Reider型定理でBの半負定値

性まで込めた主張は，これまであまり言及されていなかった．

2.3 射の拡張定理

固有な正規曲面Xに対し，

qx := min{『 IEはX上の有効Z因子でザ >0を満たす｝

とおく．定理 2.10の応用として，次の拡張定理が示せる．

定理 2.12(拡張定理） Xを標数0の体K上固有な正規曲面とし， D>OをX上の有効因

子で，任意の既約成分は正の自己交点数を持つとする.r.p: D→ JP'lを次数dの有限射とす
る．このとき，び >μ(qx,d)ならば，ある射ゅ： X→ JP'lでゆIv= r.pなものが存在する．

注意 2.13(1)定理 2.12は， Serrano-Paolettiの拡張定理 [12],[9] (Xはk=k上滑らか

でDは素因子の場合）の一般化である.Serranoの証明（宮岡消滅定理を使う方法）と

Paolettiの証明 (Bogomolov不等式を使う Reiderの手法）は全く異なる．定理 2.12の証

明はSerranoの手法の一般化にあたる．

(2)定理2.12は，ゃが任意のKスキームヘの射の場合に一般化できる．また， D2=μ(qx,d) 

かつqx< dのとき， r.p:D→ JP'lは，基底点の少ない有理写像ゅ： X-ーバ記に拡張できる
ことも示せる．



定理 2.12の証明の概略 X,D,cp:D→plを定理 2.12のものとする．このとき，任意
の入 Eplに対し， dimkH0(V瓜¢―1(入））） ~2 より， H0(Vx(Kx+ D))→ H0(Vx(Kx + 
D)I炉（入））は全射でないことが分かる．また，一般のK有理点入 Eplに対し，妬ー1(入） :S 4d 
であることが計算できる．すると n2の仮定より，定理 2.10をく =cp―1(入）として適用で

き，半負定値な有効因子B入で定理 2.10の条件を満たすものが存在する．さらに Dの既

約成分が正の自己交点数を持つので，簡単な計算により， Bi=0が分かり， DnB入が部

分スキームとして cp―1(入）に含まれることが示せる．よって，無限個のK有理点入 EIP'汀こ

対し得られた凡はX上の互いに交わらない曲線の族をなし，ヒルベルトスキームの議論

から，ある曲線族f:X→Yで凡の既約成分たちがfのファイバーとなるものを構成で
きる．このとき，自然な射,y:Y→plが存在し，ゅ：='YO fが¢の拡張になることが確
かめられる． ロ

定理 2.12(やその基底点付きの拡張定理）の応用として，曲面上の（非特異や既約，被

約とも限らないような）曲線の（擬）ゴナリティーの下限を色々な状況で求めることが出

来る．ここで，曲線（体K上固有な 1次元スキーム） Cに対し，擬ゴナリティーpgon(C)

を，

pgon(C) := min{s Iある次数sの有限射C→plが存在する｝

と定義する．例えば，次のようなことを示すことが出来る．

命題 2.14DC  IP'2をm次の平面曲線とする．このとき， pgon(D)はm-1またはmで

あり， pgon(D)= m-1であることと，非特異なDのK有理点でDに含まれる直線上に

ないものが存在することは同値である．

命題 2.15D = {F(x。心1,x2) = 0} C IP'(a。直1,a2)を次数mの重み付き平面曲線とする．

ここで，各Xiの重みaiは，どの2組も互いに素であるとしておく・ffi(ao,a1,a2)を，有理式

(1ーザo)-1(1ー炉）一1(1ー戸）ー1のがの係数が2以上となるような最小のlと定義する.D

はai< ffi(ao,a1,a2)となる直線{xi=O}を含まないと仮定する．このとき，次のどちらか
が成立する．

(i)記 /4a。叩2:S pgon(D) :Smむ。，a1,a2/a。叩2・
(ii) pgon(D)~ffi(a0,a1,a2)(m -ffi(a0,a1,a2))/a。a位2かつpgon(D)>叫，a1,a2)/a。叩2・

これらの結果は，古典的な結果である "C上滑らかなm次平面曲線のゴナリティーは

m-1である”ことの一般化である．他の応用に関しては，論文 [1]を参照されたい．
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