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概要

本稿は，「城崎代数幾何学シンポジウム 2021」における講演内容をまとめたもので

ある．ファノ多様体に付随する高階極小有理曲線族という新たな概念を導入し，そ

の性質と応用に関する二つの結果について述べる．
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1 導入

高次元代数幾何学において，ファノ多様体は重要な多様体のクラスである．S. Moriの

結果 [9]により，ファノ多様体は有理曲線で覆われることが知られている．Y. Miyaoka，

J. Kollárらを始めとした多くの代数幾何学者によって，ファノ多様体上の有理曲線の幾

何学が研究されてきた．

ファノ多様体 X 上の一般の点 pを固定したとき，pを通る X 上の反標準次数最小の有

理曲線の集合は，モジュライ空間として多様体を成す．これを極小有理曲線族と呼び，そ

の構造を調べることの有用性が，J.-M. Hwang，N. Mokらの研究によって示されている．

本稿の前半においては，ファノ多様体 X の極小有理曲線族を取る操作を繰り返すこと

により，高階極小有理曲線族という新たな概念を導入し，その階数の最大値を表す不変量

NX について調べる．一つ目の結果として，NX が大きな値を取るための充分条件が，多
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様体のチャーン指標の条件によって与えられることを述べる：

定理 1.1 ([12]). X をファノ多様体，rを 100以下の自然数とする．ch2(X), . . . , chr(X)

が非負，かつ極小有理曲線族の次元が r2 − r − 1以上であれば，NX ≥ r である．

本定理は，C. Araujoと A.-M. Castravetによる極小有理曲線族のチャーン指標に関す

る結果（命題 3.4）の拡張になっている．また，本定理の応用として，多様体が高次元の

有理多様体で覆われるための充分条件が，同様のチャーン指標の条件によって与えられる

ことについても述べる．

本稿の後半においては，高階極小有理曲線族の “直線版”を考えることにより，高階直

線族という概念を導入し，その階数の最大値を表す不変量 SX について調べる．二つ目の

結果として，ある程度大きな SX を持つ多様体の分類を与える：

定理 1.2 ([13]). X ⊂ PN をピカール数 1の n次元ファノ多様体とする．

(1) SX > n
2 ならば，X は線形空間 Pn である．

(2) SX = n
2 ならば，X は 2次超曲面 Q2m またはグラスマン多様体 G(2,Cm+2)と同

型である．

(3) SX = n−1
2 ならば，X は次のいずれかと同型である．

(a) 2次超曲面 Q2m+1，

(b) シンプレクティックグラスマン多様体 SG(2,Cm+3)，

(c) 3次元 3次超曲面，

(d) 3次元 (2, 2)型完全交叉，

(e) グラスマン多様体 G(2,C5)の 3次元線形切断．

不変量 SX は，多様体 X を覆う線形空間の次元を表している（命題 5.5）．従って，本

定理は，高次元の線形空間で覆われる多様体の分類を与えている．

2 極小有理曲線族

以下 X を複素数体上の射影的かつ非特異なファノ多様体（第 1チャーン類 c1(X)が正

である多様体）とし，nをその次元とする．また，pを X の一般点とする．

定義 2.1. 点 pを通る X 上の有理曲線の成すスキーム RatCurvesn(X, p)の各既約成分

を有理曲線族と呼ぶ．それらの中で反標準次数が最小の有理曲線をパラメトライズする族

H を極小有理曲線族と呼ぶ．このとき H は，モジュライ空間として，射影的かつ非特異
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な多様体を成す．また，接写像と呼ばれる接空間への有限射 τ : H → P(TpX)が存在す

ることが知られている．ここで，接空間 P(TpX) := (TpX \ {0})/C∗ は n− 1次元の射影

空間であり，その各点は X の点 pにおける接線に対応している．そして，τ は H に属す

各曲線を点 p における接線に対応する点に写すような射である．接写像 τ による自然な

直線束 O(1)の引き戻しを Lとするとき，組 (H,L)を偏極極小有理曲線族と呼ぶ．

例 2.2. ファノ多様体 X における偏極極小有理曲線族 (H,L)の例をいくつか挙げる．以

下の例は全て，H が直線族となる例であり，τ が埋め込みになる．詳細については，[5]

を参照されたい．

(1) X が n次元射影空間 Pnのとき，固定点 pを通る直線は n−1次元分存在し，それら

は τ によって P(TpX)の各点に一対一に対応する．従って，(H,L)は (Pn−1,O(1))

と同型である．

(2) X が 2次曲面 Q2 のとき，固定点 pを通る直線が 2本存在する．即ち，それらは

P(TpX)内の 2点を成し，H はそのどちらか 1点である．

(3) X が n次元 2次超曲面Qn(n ≥ 3)のとき，(H,L)は (Qn−2,O(1))と同型になる．

(4) X が n次元 d次超曲面 (n > d)のとき，H は Pn−1 内の (2, 3, . . . , d)型完全交叉，

Lはその上の自然な直線束 O(1)と同型になる．

(5) X がグラスマン多様体 G(m, k) のとき，(H,L) は (Pm−1 × Pk−m−1,O(1, 1)) と

同型になる．

命題 2.3 ([2]および [8]). 極小有理曲線族 H に対して，以下が成立する．

(1) dimH ≤ n− 1．

(2) dimH = n− 1となるのは X ∼= Pn のときのみである．

(3) X のピカール数が 1 のとき，dimH = n − 2 となるのは X ∼= Qn のときのみで

ある．

3 高階極小有理曲線族

定義 3.1. ファノ多様体 X 上の一般点を通る極小有理曲線族 H を取る操作を，本稿では

X ⊢ H と表す．この操作を繰り返し行うことにより，高階極小有理曲線族を定義する．

即ち，極小有理曲線族X ⊢ H1 が再びファノ多様体であるならば，第 2階極小有理曲線族

X ⊢ H1 ⊢ H2 が定義できる．同様に，第 r− 1階まで全てファノ多様体であるならば，第
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r 階極小有理曲線族 X ⊢ H1 ⊢ · · · ⊢ Hr−1 ⊢ Hr が定義できる．更に，このようにしてで

きる鎖の長さ r の最大値を NX とする*1．

例 3.2. (1) 射影空間 Pn に対しては，

Pn ⊢ Pn−1 ⊢ Pn−2 ⊢ · · · ⊢ P1 ⊢ pt

となるので，NPn = nである．

(2) 2次超曲面 Qn に対しては，

Qn ⊢ Qn−2 ⊢ Qn−4 ⊢ · · · ⊢

{
Q2 ⊢ pt (nが偶数)

Q3 ⊢ Q1 ⊢ pt (nが奇数)

となるので，NQn =


n
2 (nが偶数)

n+1
2 (nが奇数)

である．

命題 2.3より，以下が直ちに従う．

命題 3.3. 任意のファノ多様体 X に対して NX ≤ nが成立し，等号成立は X ∼= Pn の場

合に限る．

以下，「不変量 NX が大きくなるための条件は何か」という問題について考える．この

問題に関連する先行結果として，以下のものがある．

命題 3.4 ([1]). X ⊢ H に対して，以下が成立する．

(1) ch2(X)が正ならば，H はファノ多様体である．（従って，NX ≥ 2である．）

(2) ch2(X)が正，ch3(X)が非負，かつ dimH ≥ 2ならば，ch2(H)も正である．（従っ

て，(1)を H に対して適用すれば，NX ≥ 3である．）

定義 3.5. 多様体上の次元mのサイクルが正（あるいは非負）であるとは，任意の余次元

mの有効サイクルとの交叉数が正（あるいは非負）であることを意味する．

4 主結果１

本稿における一つ目の主結果は，命題 3.4を 100まで拡張したものである：

*1 この不変量 NX は，早稲田大学の永井保成氏の助言を受けてできたものである．
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定理 4.1. X をファノ多様体，r を 100以下の自然数とする．ch2(X), . . . , chr(X)が非

負，かつ第 1階極小有理曲線族の次元が r2 − r − 1以上であれば，NX ≥ r である．

詳しい説明は省くことにするが，不変量 NX は多様体 X を覆う有理多様体の次元と関

連していることが分かっており，定理 4.1の応用として以下のことが成り立つ：

系 4.2. 定理 4.1の仮定において，高階極小有理曲線族 H1,H2, . . .が射影空間でも 2次

超曲面でもないとすると，多様体 X は r 次元有理多様体で覆われる．

系 4.2は，S. Moriによる有名な結果「ファノ多様体（c1(X)が正の多様体）は有理曲

線（1次元有理多様体）で覆われる」の高次元版と言える．なお，仮定「高階極小有理曲

線族 H1,H2, . . .が射影空間でも 2次超曲面でもない」は技術的なものであり，この仮定

が無くても成り立つだろうと筆者は予想している．

定理 4.1の証明の概略. 長さ s < r の鎖 X ⊢ H1 ⊢ · · · ⊢ Hs が存在すると仮定して，

dimHs > 0かつ Hs がファノ多様体であることを示せばよい．そのために，以下の極小

有理曲線族のチャーン指標に関する結果を用いる．

命題 4.3 ([1]). X ⊢ H に対して，

chj(H) =

j∑
m=0

(−1)mBm

m!
T (chj+1−m(X)) · c1(L)m − 1

j!
c1(L)

j

が成立する．ここで，Lは H の自然な偏極，Bm は第 mベルヌーイ数，T は X 上のサ

イクルを H 上のサイクルに写す自然な射である．

定義 4.4. ベルヌーイ数 Bm とは，

t

et − 1
=

∞∑
m=0

Bm

m!
tm.

で定まる数列である．始めの数項は以下の通りである．

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·

Bm 1 − 1
2

1
6 0 − 1

30 0 1
42 0 − 1

30 0 5
66 · · ·

注意 4.5. ベルヌーイ数は，1700年頃，ベルヌーイや関孝和によって，冪乗和公式を表す

ために導入された：

1d + 2d + 3d + · · ·+ nd =
1

d+ 1

d∑
m=0

(−1)mBm

(
d+ 1

m

)
nd+1−m.
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これを関-ベルヌーイの公式と呼ぶ．

命題 4.3を繰り返し適用することにより，高階極小有理曲線族のチャーン指標 chj(Hi)

を計算することができる：

chj(Hi) = b(i,j,0)c1(Li)
j +

i+1∑
k=1

b(i,j,k)T(i,j,k)(chk(X)).

ここで，Li は Hi の自然な偏極，T(i,j,k) は X 上の余次元 k のサイクルを Hi 上の余次

元 j のサイクルに写す自然な射である．また，b(i,j,k) は有理数であり，ベルヌーイ数や

H2, H3, . . .に属す有理曲線達の（自然な偏極に関する）次数で表される漸化式によって与

えられる．

場合 1. H2,H3, . . .が全て直線族の場合．

この場合，b(i,j,k) が以下の漸化式で与えられることが分かる：

b(1,j,k) =

{
− 1

j! (k = 0)
(−1)j+1−kBj+1−k

(j+1−k)! (k ≥ 1)
,

b(i,j,k) =

min{j, i+j−k}∑
m=0

(−1)mBm

m!
b(i−1,j+1−m,k) −

{
1
j! (k = 0)

0 (k ≥ 1)
.

この漸化式を解いて一般項を求めることは非常に難しいように思われるが，関-ベルヌー

イの公式（注意 4.5）や二項係数に関する性質を使うことにより，k = 0, 1の場合には解

くことできる：

b(i,j,0) = − i

j!
,

b(i,j,1) =
(−1)j

j!

j∑
p=1

1

i+ p

p∑
q=1

(−1)q
(
p

q

)
qj .

仮定 dimH1 ≥ r2 − r − 1を用いると，

c1(Hs) = b(s,1,0)c1(Ls) + b(s,1,1)T(s,1,1)(c1(X)) +
s+1∑
k=2

b(s,1,k)T(s,1,k)(chk(X)),

ch2(Hs−1) = b(s,2,0)c1(Ls−1)
2 + b(s,2,1)T(s,2,1)(c1(X)) +

s+1∑
k=2

b(s,2,k)T(s,2,k)(chk(X))

における最初の 2項の和は，どちらもうまく打ち消し合って正になること分かる．一方，

第 3項目以降の係数 b(s,1,k) および b(s,2,k)（k ≥ 2）については，コンピュータによる数
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値計算によって正の値になることが分かる（s < 100までは確認した）．X のチャーン指

標 chk(X)の非負値性の仮定と合わせると，c1(Hs)および ch2(Hs−1)が正であることが

従う．ch2(Hs−1) が正であることから dimHs > 0 が示せ，c1(Hs) が正であることから

Hs はファノ多様体となり，主張が示される．

場合 2. H2,H3, . . .のいずれかが直線族ではない場合．

第 i階まで直線族であり，第 i+ 1階で初めて直線族ではない族が現れるとする．この

とき，Hi と Hi+1 の次元の差に注目する．その差は Hi+1 に属す有理曲線の次数および

ch2(Hi−1)によって決まるが，場合 1の証明より，ch2(Hi−1)が正（i = 1のときは非負）

であることから，その差が 1（i = 1のときは 1または 2）になることが分かる．そして，

命題 2.3を適用することで，Hi が射影空間（i = 1のときは射影空間または 2次超曲面）

であることが従う．仮定 dimH1 ≥ r2 − r − 1を用いると，Hs も正の次元を持つ射影空

間または 2次超曲面になる（例 3.2）ことが従い，主張が示される．

注意 4.6. 最近の T. Nagaoka([10])や N. Minamiらの研究によって，定理 4.1は任意の

自然数 r に対して成り立つことが分かっている．

5 高階直線族

以下X を射影空間 PN に埋め込まれたファノ多様体とし，直線で覆われているとする．

また，nを X の次元とする．

定義 5.1. X 上の一般点 pを通る直線族（必ずしも反標準次数が最小でなくてもよい）H

を取る操作を，本稿ではX |= H と表す．このとき，接写像 τ によって接空間 P(TpX)に

埋め込まれる．そこで，直線族 X |= H1 が接空間への埋め込みの下で，再び直線で覆わ

れるファノ多様体になるとき，第 2階直線族 X |= H1 |= H2 が定義できる．同様にこの

操作を繰り返すことによって，高階直線族X |= H1 |= · · · |= Hr が定義できる．更に，こ

のようにしてできる鎖の長さ r の最大値を SX とする．

例 5.2. (1) 射影空間 Pn に対しては，

Pn |= Pn−1 |= Pn−2 |= · · · |= P1 |= pt

となるので，SPn = nである．
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(2) 2次超曲面 Qn に対しては，

Qn |= Qn−2 ⊢ Qn−4 |= · · · |=

{
Q2 |= pt (nが偶数)

Q3 |= Q1 (nが奇数)

となるので，SQn =


n
2 (nが偶数)

n−1
2 (nが奇数)

である．

命題 2.3と同様に，次が成立する．

命題 5.3. 直線族 X |= H に対して，以下が成立する．

(1) dimH ≤ n− 1．

(2) dimH = n− 1となるのは X が線形空間 Pn の場合のみである．

命題 5.3より，命題 3.3に対応する以下の命題が成立する．

命題 5.4. 一般に SX ≤ nが成立し，等号成立は X が線形空間 Pn の場合に限る．

不変量 SX は，以下の命題のように，幾何学的に有益な情報を含んでいる．

命題 5.5. SX がある自然数 r 以上ならば，X は線形空間 Pr で覆われる．

証明の概略. 長さ r の直線族の鎖

X ⊢ H1 |= · · · |= Hr−3 |= Hr−2 |= Hr−1 |= Hr

が取れるとする．このとき，Hr における点はHr−1 内のある直線 P1 に対応している．そ

の直線上の各点は Hr−2 内の直線達に対応しており，それらの和集合は平面 P2 を成すこ

とが分かる．更に，その平面上の各点は Hr−3 内の直線達に対応しており，それらの和集

合は 3次元線形空間 P3 を成すことが分かる．このようにして帰納的に考えれば，X は r

次元線形空間 Pr 含み，それらで覆われることが示される．

注意 5.6. 命題 5.5の逆は成立しない．即ち，SX はX を覆う線形空間の最大次元になっ

ているとは限らない．例えば，X を P7 内の (2, 2) 型完全交叉とすると，これは平面 P2

で覆われる．しかし，X の直線族は P4 内の (2, 2)型完全交叉と同型であり，これは直線

で覆われないため，SX = 1である．

命題 5.5を用いると，以下のことが分かる．

126



命題 5.7. SX = n − 1 ならば，X は P1 × Pn−1 または BlPn−2Pn のどちらかと同型で

ある．

証明の概略. SX = n− 1とすると，命題 5.5より，X は n− 1次元の射影空間で覆われ，

ある曲線 C 上の射影空間束 PC(E )と同型になる．X はファノ多様体であることから，C

は射影直線であり，E は On または O(1) ⊕ On−1 のどちらかと同型であることが分か

る．

高次元の線形空間で覆われる多様体に関する研究として，E. Satoは，次元が n
2 以上の

線形空間で覆われる n次元多様体の分類を与えている:

命題 5.8 ([11]). X ⊂ PN を次元が n
2 以上の線形空間で覆われる n次元多様体（ファノ

多様体でなくてもよい）．このとき，X は次のいずれかと同型である．

(a) 線形射影空間束，

(b) 2次超曲面 Q2m，

(c) グラスマン多様体 G(2,Cm+2)．

命題 5.8および 5.5を用いると，以下のことが直ちに従う．

命題 5.9. X ⊂ PN をピカール数 1の n次元ファノ多様体とする．

(1) SX > n
2 ならば，X は線形射影空間 Pn である．

(2) SX = n
2 ならば，X は 2次超曲面 Q2m またはグラスマン多様体 G(2,Cm+2)と同

型である．

一方，n−1
2 次元の線形空間で覆われる n次元多様体の分類問題（命題 5.8の拡張）は，

ピカール数 1の場合に限っても未解決である．

6 主結果２
n−1
2 次元の線形空間で覆われる n 次元多様体の分類問題の特別な場合として，SX =

n−1
2 なるピカール数 1のファノ多様体の分類を与えたものが，二つ目の主結果である：

定理 6.1. X ⊂ PN をピカール数 1 の n 次元ファノ多様体とする．SX = n−1
2 ならば，

X は次のいずれかと同型である．

(a) 2次超曲面 Q2m+1，

127



(b) シンプレクティックグラスマン多様体 SG(2,Cm+3)，

(c) 3次元 3次超曲面，

(d) 3次元 (2, 2)型完全交叉，

(e) グラスマン多様体 G(2,C5)の 3次元線形切断．

証明の概略. 次元 nを 2m+ 1とすると，仮定より，長さmの直線族の鎖

X ⊢ H1 |= H2 |= · · · |= Hm

が取れる．

場合 1. H1,H2, . . .に線形空間が現れない場合．

この場合，命題 5.3より，直線族H1,H2, . . .の次元は少なくとも 2ずつ下がっていき，

故に，H1 の次元は 2m − 2 以上でなければならない．有理曲線の変形理論における基

本性質を用いると，ファノ指数 iX（反標準直線束が何倍の直線束で表されるかを表す不

変量）は，dimH1 + 2 と等しく，従って 2m(= n − 1) 以上であることが従う．ここで，

「iX ≥ n なるファノ多様体 X は射影空間および 2 次超曲面のみである」ということが，

S. Kobayashiと T. Ochiaiの結果（[7]）によって知られている．また，iX = n− 1なる

ファノ多様体 X の分類も，T. Fujitaの結果（[3]および [4]）によって知られている．そ

れら全てにおいて SX を調べれば，仮定を満たす X は (a)，(c)，(d)，(e)のいずれかし

かないことが確認できる．

場合 2. H1,H2, . . .のいずれかが線形空間である場合．

第 i 階までは線形空間が現れず，第 i + 1 階で初めて線形空間が現れるとする．この

とき，場合 1と同様に，H1,H2, . . . ,Hi の次元は少なくとも 2ずつ下がっていき，Hi+1

以降は次元が 1 ずつ下がっていく．また，直線族に関する性質を用いると，Hi のピ

カール数が 1 ならば Hi と Hi+1 の次元の差が大きくなること（
dimHi−4

2 ≥ dimHi+1）

が分かり，Hi のピカール数が 2 以上ならば Hi−1 と Hi の次元の差が大きくなること

（dimHi−1

2 ≥ dimHi）が分かる．このとき，鎖の長さがmになり得るのは，i = 1かつH1

はピカール数 2以上のm次元多様体で，

X ⊢ H1 |= Pm−2 |= Pm−3 |= · · ·　 |= P1 |= pt

という状況しかないことが分かる．このとき，SH1 = m − 1となっており，命題 5.7か

ら，H1 は P1 × Pm−1 または BlPm−2Pm のどちらかと同型である．ここで，H1 は X の

接空間である 2m次元の射影空間に埋め込まれる非退化な多様体となっている．一般に，

128



割線多様体の次元を調べることで，多様体が何次元の射影空間に埋め込まれるかを調べる

ことができる．そこで，上記の二つの多様体に対してあらゆる埋め込まれ方を考え，その

割線多様体の次元を計算することで，条件を満たす H1 は BlPm−2Pm であることが分か

り，接空間への埋め込まれ方も決定できる．すると，J.-M. Hwang とQ. Liによるシンプ

レクティックグラスマン多様体の直線族による特徴付けの結果 [6]を適用でき，X は (b)

と同型であることが従う．
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