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1 概要

Lie群のアファイン表現と左対称代数

東京理科大学理学部第二部木村直記

Naoki Kimura 

Faculty of Science Division II, 
Tokyo University of Science 

多様体M上のアファイン接続▽と Riemann計量gの組（▽，g)は多様体TM上の概
Hermite構造(J,g,w)を誘導する．この概Hermite構造の構成はDombrowski構成と
呼ばれている． Shima[13]はこの構成において次のような対応が成り立つことを示
した

定理1.1([13]). Dombrowski構成において以下は同値である．
(I)（▽，g)は多様体M上のHesse構造
(2) (J, g, w)は多様体TM上のK社hler構造

本稿の著者は中村友哉氏（工学院大学）との共同研究において，この対応を二つ

の意味で一般化した．一つ目の一般化は，多様体Mの計量g及び多様体TMの基本
2形式wの非退化性を落とすことである．定理1.2に登場する Koszul-Vinberg構造
とPoisson構造は，それぞれHesse計量とシンプレクティック構造から非退化性を落
としたものとみなせる．多様体M上の幾何構造はM上のベクトル束TM上の幾何
構造とみなせるが，二つ目の一般化は，幾何構造を考える舞台となるベクトル束を
TMから一般化することである．本研究では，左対称亜代数やLie亜代数と呼ばれ
る，微分演算を備えたベクトル束上の幾何構造を考える．

多様体M上の左対称亜代数 (A,'A,PA)に対して， A上の対称 (2,0)ーテンソル場
h E f(S2A) は，（A,·A,PA) の延長 Lie 亜代数 £A 上の 2—ベクトル場 IT E f(A2£A)を
誘導する．このとき，次の対応が成立することを示した．

定理1.2(K.-Nakamura).以下は同値である．
(I) hは左対称亜代数(A,'A,PA)上のKoszul-Vinberg構造
(2) ITはLie亜代数£A上のPoisson構造．

本稿の2節以降では，定理1.1と定理1.2に登場する諸概念について説明する．ま
た， 3節では，左対称代数とアファイン多様体やLie群のアファイン表現との関連に
ついて簡単に紹介する．
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2 Hesse構造とKahler構造の対応

本稿では， M をC竺多様体とする．
▽を M上のアファイン接続，gを M上のRiemann計量とする．

定義 2.1．▽の捩率と曲率が共に0であるとき，（M,v')をアファイン多様体という．

定義 2.2.▽の捩率が0,かつ▽gが対称であるとき，（M,v',g)を統計多様体という．

▽gが対称という条件を具体的に書き下すと

（▽xg)(Y, Z) =（▽yg)(X, Z) (X, Y, Z E X(M)) (1) 

となるが，この式（1)をCodazzi方程式という．

定義 2.3．▽の曲率が0であるような統計多様体（M，▽，g)を Hesse多様体という．

別の言い方をすると， Codazzi方程式（1)を満たすRiemann計量gを備えたアファイ
ン多様体がHesse多様体である． Hesse多様体は双対平坦多様体とも呼ばれる．
多様体M上のアファイン接続▽は， uETMにおける TMの接空間TuTMの水
平部分空間Huと垂直部分空間Vuへの分解

TuTM = Hu④ Vu 

を定める．p :TM → M を自然な射影とすると， Hu~Vu 竺 Tp(u)M である．この分
解を用いて，多様体TM上の概複素構造Jは次の式で定義される． X=(X八 Xり€
TuTM=Hよ見に対して

lu(Xh,Xv) := (-Xv,xり．

さらに， M 上のRiema皿計量gが与えられたとき，多様体TM上の Riemann計量
§と 2形式wを， X= (Xh,Xv), Y = (Y八YりETuTM = Hu①且に対して

弘((Xh,Xv), (Y八Yり） ： ＝9p(u)(Xh, Yh) + 9p(u)(Xv, Yり，
叫 ((Xh,xv), (Yh, Yり）： ＝9p(u)(Xh, yv) -9p(u)(Xv, Yり

と定めると，（J,g,w)は概Hermite構造になる．

注 2.4.多様体TM上のRiema皿計量0はSasaki[11]によって導入され， Sasaki計
量と呼ばれる．

このようにして，多様体M上のアファイン接続▽と Riemann計量gの組（▽，g)
は多様体TM上の概Hermite構造(J,g,w)を誘導する．この概Hermite構造の構成
はDombrowski構成と呼ばれている． Dombrowski[6], Shima [13]はこの構成におい
て次のような対応が成り立つことを示した
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定理 2.5([6]). Dombrowski構成において以下が成立．
▽の捩率と曲率が共に0←⇒ Jは可積分．

定理 2.6([13]). Dombrowski構成において▽の捩率と曲率が共に0であるとき
▽gが対称←⇒dw= 0. 

系 2.7([13]). Dombrowski構成において以下は同値である．
(1) (v', g)は多様体M上のHesse構造
(2) (J,g,w)は多様体TM上のKahler構造

3 左対称代数

本節では，左対称代数とアファイン多様体やLie群のアファイン表現との関連につい
て簡単に紹介する．左対称代数についての詳細は [5]を参照されたい．

定義 3.1.代数 (A,•) が

(x,y,z)=(y,x,z) (x,y,zEA) 

を満たすとき，（A,・）を左対称代数という．ただし，（x,y,z):= (x· y)•z-x·(y ·z). 

左対称代数は前Lie代数やKoszul-Vinberg代数とも呼ばれる．

例1.(1)結合代数は左対称代数である．
(2)アファイン多様体(M,v')に対して， X(M)上の積・を

X•Y ：＝▽xY (X,Y E笈(M))

と定義すると，（X(M),•) は左対称代数である．
実際，捩率0のアファイン接続▽の曲率テンソルをRとすると

(X, Y, Z) -(Y, X, Z) 

=(X • Y) • Z -X • (Y • Z) -(Y • X) • Z + Y • (X • Z) 
＝▽v'xYZ―▽x▽yZ―▽v'yXZ十▽y▽xZ

=―▽x▽yZ十▽Y▽xZ十▽v'xY-v'yXZ

=―▽x灼 Z十▽y▽xZ十▽[X,Y]Z

=-R(X,Y)Z 

となるから，▽の捩率が0であるとき，
▽の曲率が 0-{=⇒ (X(M),•) が左対称代数
が成り立つ．

左対称代数(A,・)に対して， Lx,Rx E End(A) (XE A)をそれぞれLxY:=X-Y,
Rx Y := Y ・ X (X, Y E A)で定める．
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注 3.2. 左対称代数 (A,•) に対して， A 上の bracket[•,•]を

[x, y] = x ・ y -y • x (x, y EA) 

で定めると (A,[•,•]) は Lie 代数になる．このため，左対称代数は前 Lie 代数とも呼ば
れる．

定義 3.3.Lie代数(g,[・, ·])上の左対称な積•が

[X, Y] = X • Y -Y ・ X (X, Y E g) 

を満たすとき，•を(g,[•,•])上の左対称代数構造という．

Lie 代数gが左対称代数構造•を持つとき，

(X, Y, Z) -(Y, X, Z) 

=(X ・ Y) • Z -X ・ (Y ・ Z) -(Y ・ X) • Z + Y ・ (X ・ Z) 
=LLxYZ -LxLyZ -LLyxZ + LyLxZ 
= -LxLyZ + LyLxZ + LLxY-LvxZ 
= -LxLyZ + LyLxZ + L[x,YJZ 
=(L[x,YJ -[Lx, L汀）Z

となるから，（g，[•,•])→ End(g), X→ LxはLie代数準同型になる．すなわち， Lie
代数g上の左対称代数構造はgの表現を与える．
ここで， Gを連結かつ単連結な Lie群とし， GのLie代数をgとする．また，ア
ファイン変換群Aff（町）とそのLie代数aff（町）は次のような集合であった．

Aff（町）＝｛（t ~) IA E GL(n，罠），bE町｝
哨（町）＝｛（］ぶ） AE g((n，脱），bE艮n}

定義 3.4.点VE応しの固定部分群GvがGの離散部分群であり，かつvのC軌道が
町の開集合であるような点VE罠nが存在するとき， Gのアファイン表現はエター
ルであるという．

定義 3.5.任意のXEAに対してRxE End(A)が幕零であるとき，左対称代数(A,・)
は完備であるという．

命題 3.6.以下の同値類の集合の間に自然な 1対1対応がある．
(1) { Gのエタールアファイン表現｝
(2) { G上の捩率と曲率が共に0な左不変アファイン接続｝
(3) { g上の左対称代数構造｝
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次のようなgのアファイン表現

g →aff（町）， X→（信~)
に対応する Gのアファイン表現はエタールになり，命題3.6における (3)から (1)へ
の対応が得られる．

命題 3.7.以下の同値類の集合の間に自然な 1対1対応がある．
(1) { Gの単純推移的なアファイン作用｝
(2) { G上の捩率と曲率が共に0かつ完備な左不変アファイン接続｝
(3) { g上の完備な左対称代数構造｝

注意3.2で述べたように，左対称代数の積を交代化することによってLie代数が得
られる．逆に「どのようなLie代数が左対称代数構造を持つか？」という問を考える
のは自然である．この問は未解決だが，知られていることをいくつか紹介する．

命題 3.8.半単純な Lie代数は左対称代数構造を持たない．

一方で，簡約Lie代数にまで広げると，gl(n)のように左対称代数構造を持つもの
もある．また， Milnor[10]は「任意の可解Lie代数は左対称代数構造を持つ」と予
想し，この予想は正しいと長らく信じられてきたが， Benoist[3]はその予想に対す
る反例を幕零Lie代数で発見した．

定理 3.9([3]). 11次元の幕零Lie代数で左対称代数構造を持たないものが存在する．

命題 3.10.以下のいずれかの条件を満たす幕零Lie代数gは左対称代数構造を持つ．
(1) dimg :S: 7 (2) pーステップ幕零（p:S: 3) [12] (3)罠次数付き Lie代数

4 Poisson構造と Lie亜代数

定義 4.1.2n次元多様体M 上の非退化閉2形式w, すなわち，研ヂ 0かつdw= O 
を満たす2形式WEr(A可＊M)をM上のシンプレクティック構造といい，（M,w)を
シンプレクティック多様体という．

M上のベクトル場の空間X(M)= r(TM)にはLiebracket[•,•]が定まっているが，
これをM上の多重ベクトル場の空間，すなわちf(A*TM)にいくつかの条件を満た
すように拡張したものを Schoutenbracketと呼び， Liebracketと同じく［・，•]と書く．
Schouten bracketは[・,・l: r(AkTM) x r(NTM)→ r(AK+l-1TM)である． Schouten
bracket[•,•]を用いて Poisson 多様体は次のように定義される．

定義 4.2.M上の2ベクトル場 1rE f(A2TM)が

[1r, 1r] = 0 

を満たすとき， TをM上の Poisson構造といい，（M,1r)をPoisson多様体という．
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M 上の 2形式w亘（Aデ M)と2-ベクトル場1rE f(A2TM)に対して，
WD :TM→T* M, X M wb(X) := w(X, ・), 
計： T*M→TM,o: M 召（o:):= 1r(o:, ・) 
と定めると，
wが非退化←⇒ WD:TM→T*Mが同型射，
Tが非退化←⇒召： T*M→TMが同型射
である．同型射ー立： TM→T*Mと同型射 Tじ： T*M→TMが互いに逆写像にな
るように w と T をとることによって， M上の非退化 2—形式 w と非退化 2—ベクトル場
バま 1 対 1 対応している．また，非退化 2—形式 w とそれに対応する非退化 2—ベクト
ル場Tに対して

心＝ 0~⇒ ［1r,1r] = 0 

が成り立つので，非退化Poisson構造とシンプレクティック構造は等価な概念である．
従って， Poisson多様体はシンプレクティック多様体の一般化である．

定義 4.3.M上のベクトル束Aの切断の空間r(A)にLiebracket[•，臼が定まってお
り， M上のバンドル写像PA:A→TMがあって，任意のX,YE r(A)とfE C00(M) 
に対して

[X, JY]A = f[X, Y]A + (PA(X)f)Y 
を満たすとき，（A,[・,・]ふ PA)をM上の Lie亜代数という．また， PAをアンカーと
呼ぶ

例 2.(1) Lie代数は 1点上のLie亜代数である．（M が1点）
(2) M の接束(TM,[・,・],idrM)はM上のLie亜代数である． ここで，［·，•]は M 上の
ベクトル場の空間x(M)= r(TM)の通常のLiebracket. (TM,[・, ・l, idrM)を標準的
なLie亜代数と呼ぶ．

Lie亜代数 (A,[・,・]ふ PA)に対して，標準的な Lie亜代数である TMの場合と同
じように differentialdA : r(Ak A*)→f(Ak+1A*) (TMの場合は外微分d),Lie微分
£え・ :「(AkA*)→r(AkA*), Schouten bracket[・, •]A : r(AkA) x「(A1A)→「(Ak+l-1A) 
が定義される．

定義 4.4.M上のLie亜代数(A,[・,・]A, PA)上の2ベクトル場 1rE r(A2 A)が

[1r, 7r]A = 0 

を満たすとき， Tを(A,[・,・]A, PA)上のPoisson構造という．

多様体M上のPoisson構造は標準的なLie亜代数TM上のPoisson構造であるから，
Lie亜代数A上の Poisson構造は多様体上の Poisson構造の一般化である．
特に，多様体M上のシンプレクティック構造は標準的な Lie亜代数TM上の非退化
Poisson構造と等価な概念である．
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5 Koszul-Vinberg構造と左対称亜代数

定義 5.1([2]).アファイン多様体(M,v')上の対称 (2,0)ーテンソル場 hE I'(S2TM) 
が，任意のa,f3,1Eび（M)に対して，

（▽いah)(/3,,)=（▽い13h)(a,1) 

を満たすとき， hを（M，▽）上の Koszul-Vinberg構造といい，（M,v',h)をKoszul-
Vinberg多様体という．

注 5.2.[2]ではKoszul-Vinberg多様体のことを反変擬Hesse多様体と呼んでいる．

同型射l:TM→T*Mと同型射が： T*M→TMが互いに逆写像になるようにg
とhをとることによって， M上の非退化対称(0,2)ーテンソル場（すなわち擬Riemann
計量）gE f (S汀＊M）と非退化対称（2,0)—テンソル場 h E I'(S2TM)は1対1対応し
ている．また，非退化対称(0,2)ーテンソル場gとそれに対応する非退化対称(2,0)ーテ
ンソル場 hに対して

（▽xg)(Y, Z) =（▽yg)(X, Z) (X, Y, Z E X(M)) 

⇔ （▽hiah)(/3，,)=（▽ha13h)(a,,) (a, /3, 1 E n1(M)) 

が成り立つので，非退化Koszul-Vinberg構造と（擬）Hesse構造は等価な概念である．
従って， Koszul-Vinberg多様体は（擬）Hesse多様体の一般化である．

定義 5.3([4]). M上のベクトル束Aの切断の空間r(A)に左対称な積 ・Aが定まってお
り， M上のバンドル写像PA:A→TMがあって，任意のX,YE f(A)とfE C00(M) 
に対して

X "A (JY) = f(X "A Y) + (PA(X)J)Y, 
(JX) ・A Y = f(X ・A Y) 

を満たすとき，（A,・A,PA)をM上の左対称亜代数という．また， PAをアンカーと
呼ぶ

注 5.4.[4]では左対称亜代数のことを Koszul-Vinberg亜代数と呼んでいる．左対称
亜代数という用語は [9]において初めて用いられた．

注 5.5.左対称亜代数(A,"A,PA)に対して， r(A)上のbracket[・,切を

[X,Y]A = X ・AY-Y ・AX (X,Y E「(A))

で定めると (A,[•,•]ふ PA) は Lie 亜代数になる．（A,[·,·]A,PA) を左対称亜代数 (A,・A, PA) 
の隣接Lie亜代数と呼ぶ．
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例 3.アファイン多様体(M,v')に対して， TM▽:=(TM, v',idrM)はM上の左対
称亜代数である． TM▽の隣接Lie亜代数は標準的な Lie亜代数(TM,[・,-],idrM)で
ある．

Lie亜代数(A,[・,-]A,P心において， r(A*A)上にSchoutenbracketと呼ばれる演算
［・，切が定義されており，このSchoutenbracket[•，伍を用いて Lie 亜代数上の Poisson
構造は定義された．左対称亜代数 (A,•小 PA) に対しても， r(A*A@A) 上に Schouten
bracketに類似の演算［•， •]A: 「(AkA ⑧ A) x r(NA@A)→ r(AK+lA⑳A)が定義さ
れており［7][8], この bracket[•，・］A を用いて左対称亜代数上の Koszul-Vinberg構造
を定義する．

定義 5.6.M上の左対称亜代数(A,"A,PA)上の対称(2,0)ーテンソル場 hE r(S2A)が

[h, h]A = 0 

を満たすとき， hを(A,"A, PA)上のKoszul-Vinberg構造という．

アファイン多様体（M，▽）から定まる左対称亜代数TM▽と hE r(S2TM)に対
して，

[h, h]rM▽ =0 ~＝⇒ （¥7hiah)(/3,,) = (v'い13h)(a,1) (a, (3, 1 E 01(M)) 

が成り立つ [8]ので，アファイン多様体(M,v')上のKoszul-Vinberg構造は左対称亜
代数TM▽上の Koszul-Vinberg構造である．従って，左対称亜代数A上のKoszul-
Vinberg構造はアファイン多様体上のKoszul-Vinberg構造の一般化である．
特に，アファイン多様体(M,v')上の（擬）Hesse計量は左対称亜代数TM▽上の非退
化Koszul-Vinberg構造と等価な概念である．

6 Koszul-Vinberg構造と Poisson構造の対応

M上の Lie 亜代数 (A,[•,•]ふ PA) に対して， A はM上のベクトル束であるから， TA は
TM上のベクトル束である． M上のLie亜代数(A,[・,・]A, PA)の延長£AはA上のベク
トル束であり，その全空間は，ベクトル束TA→TMのアンカーPA:A→TMによ
る引き戻し応TAの全空間に一致する．ただし，ベクトル束£Aの射影はベクトル束
必TA の射影とは異なる． Lie 亜代数 (A,[•,•]小 PA) の延長 £A上にも自然に Lie 亜代
数の構造が定まる．また， M上の左対称亜代数(A,"A,PA)の延長£Aを，（A,"A, PA) 
の隣接Lie亜代数の延長と定義する．

例 4.標準的な Lie亜代数 (TM,[・,・l, idrM)の延長£TMは， TM上のベクトル束
TTMである．アファイン多様体 (M,v')から定まる左対称亜代数TM▽について，
TM豆の隣接Lie亜代数は標準的なLie亜代数(TM,[・,-],idrM)であるから， TM▽の
延長もベクトル束TTMである．
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M上の左対称亜代数(A,"A, PA)は，その隣接Lie亜代数上の捩率と曲率が共に0
であるようなアファイン接続▽Aを定める（例1(2)参照）．このアファイン接続▽A
は，左対称亜代数(A,"A, PA)の延長£Aに対して， r（£A)及びf((£A)*)の水平方向
と垂直方向への分解

r(£A) = H(£A) 〶 V(£A), 「((£A)*)= H((£A)*)EB V((£A)*) 

を定める． H(£A)竺 V(£A)竺f(A),H((£A)*)竺 V((£A)*)竺 r(A*)である． A
上の対称 (2,0)ーテンソル場 hE f(S2A) が与えられたとき， £A 上の 2—ベクトル場
IT E「(A2£A)を， a=(ah,心，/3= (/3八印） Er((£A)*) = H((£A)*) 〶 V((£A)*)
に対して

IT((ah, av), (/3h9 /3り） ：＝ーh(ah,/3り＋h(av,/3り

と定める． このようにして， M上の左対称亜代数(A,"A,PA)上に対称 (2,0)ーテンソ
ル場hE f(S2A) が与えられると，（A,·A,PA) の延長 Lie 亜代数£A 上の 2—ベクトル
場I1€ r(A兄A)が定まる．
ここで， 2節の内容を簡単に振り返っておく．アファイン多様体(M,v')上にRie-

mann計量g €r(S可＊M）が与えられたとき，多様体TM上に Hermite 構造(J,g,w)
が定まったこの Hermite構造の構成を Dombrowski構成と呼んだ． Shima[13]は
この構成において次のような対応が成り立つことを示した．（定理2.6の再掲）

定理 6.1([13]).アファイン多様体(M,v')に対する Dombrowski構成において以下
は同値である．
(1) gはアファイン多様体(M,v')上のHesse計量
(2) wは多様体TM上のシンプレクティック構造

本稿の著者は中村友哉氏（工学院大学）との共同研究において，この対応を以下
のように一般化した．

多様体M上の左対称亜代数(A,"A, PA)上に対称 (2,0)ーテンソル場hE「(S2A)が
与えられたとき，（A,·A,PA) の延長 Lie 亜代数 £A 上の 2—ベクトル場 I1 E「(A2£A)
が定まる．このとき，次の対応が成立する．

定理 6.2(K.-Nakamura).以下は同値である．
(1) hは左対称亜代数(A,"A, PA)上のKoszul-Vinberg構造
(2) ITはLie亜代数£A上のPoisson構造．

注 6.3.アファイン多様体（M，▽）上のKoszul-Vinberg構造hと多様体TM上のPois-
son構造I1の対応はAbouqateb-Boucetta-Bourzik[1]により既に示されている．
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