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概要

捕瀬博明*1

大規純也*2

近年，多体摂動議に基づく連続時間量子モンテカルロ法のアルゴリズムが提出され，強桔関電子系の動

的平均場近鉱における有力者不純物(クラスター}ソルパーとして立く思いられるようになってきた.本稿

では，不純物Anderson模型を主な題材として，桔互作君および混或(運動エネルギー)項に関する震関ア

ルゴリズムを解説する.また，実i撃にプログラムを作成するi警の注意点や計算効率について述べる.電子ー

詩子桓互作用系への適用者ど，最近の発展についても簡単に紹介する.

1 はじめに

いわ喚る強相関電子系と呼ばれる分野では，運動エネルギーと相互作用エネルギーを含むハミルトニア

ンを取り扱う.椙互作用が運動エネルギーに比して小さいとき，通常，白血電子系からの摂動展開が行わ

れる.また，逆の状況では，相互作男のみを厳密に取り入れた無摂動状態からの接動震関が有居な方法の

1つである.両者が詰抗する状況辻どちらの極限からの震関も難しいが，非昌明会現象が期待されるとい

う点で強相関電子系研究の襲醗味でもある.

無摂動系とはかけ離れた領域に対して摂動展開が困難になるのは，摂動次数が上がるにつれてその許鑑

が実際上富難になるからであって，仮に摂動項をすべて評錨できるのであれば相転事などが発生しない限

りにおいて顎動畏開は意味を持つ(替に有限サイズ系では)と考えられる.摂動項を評髄こそしないが，

有効パラメータにその鶏果を操り込んだFermi法体論iまその好椀である.もちろん，全摂動項をまとも

に評錨することは難しいが， i重み付きサンプリングjの考え方に従って，モンテカルロ法で有意な摂動

項を選択的に評錨しようとする方法が本稿で紹介する f連続時間量子モンテカルロ (Continuous-Time 

Quantum Monte Cぽ 10:CT-QMC)法」である.

強椙関電子系丹量子モンテカルロ法としては， Trotter分解と離散Stratonovich-Hubbard変換を用い

た Hirsch・.Fyeアルゴリズムが広く用いられてきた [1-5].実は，相互作用畏開を用いた CT-QMC法は

Trotter分割数無限大，すなわち連続車時揮の Hirsch-Fyeアルゴリズムと等留であることが示されてい

る [6].本稽で取り上げる CT-QMC法は， 1998年に Romboutsらにより相互作用の展開としてその原
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型がさミされ [7ぅ8]，見かけは少し異なるがこれと等舗な方法*3が2005年に Rubtsovらによって Hubbard

模型に適用された [9].その考え方を Wernerらが逆橿授の運動エネルギー項展開に:境き直し [10ラ11]，動

的平均場理論 (DMFT)[12]の有力な不純物ソルパーとして提出したことから急速に普及した.そのfえ

電帯の自由度を消去した交換相互作用模型へと拡張された [13].以下では，展開パラメータの異なる上

記3つの方法を，U展開，V襲爵，J展開と呼ぶことにする.

CT-QMC法では， Trotter分解ζよる離散イヒ誤差がなく， Hirsch-Fyeアルゴリズムに詑べて数十から

数百分のーの{白星まで実用的な計算時間で靖度よく計算できる [14].特に，強相関電子系で問題となる

抵温，中ー強相関環境では， CT-QMC法の方が庄間的に効率がよい.Hirsch-Fyeで辻，多軌道系におけ

る交換項やベア・ホッピング環を適切に処理するためり補助場がないが， CT-QMC法ではこれらの匿難

も克壊されつつある [15J.

次節では，不純物 Anderson模型と Coqblin-Schrieffer交換模型に対して，分重己関数の摂動展開と遠

鏡持関サンプ1)ングジ〉アルゴワズムについて解説する.3節では，U， V， J震関の計算時詞比較や負

符号問題について考察する.また，実際に計算を宥う際の技指的なj主意点についてコメントする.4節で

は，電子思惑子種互作用系への適用金ど，最近の発畏について簡単に触れる.付録に辻， Dl¥1FTの概略や

行列更新に必要会公式などをまとめた.

2 摂動展開と重み付きサンプリング

2.1 分配関数の震需

まず，分配関数を諜準的な多体摂動論に従って展開する [16-19].ハミルトニアンを H=Ho+Hlの

ように無摂動項と摂動項に分けると，分配関数は

z=苛 [ε一円 (1) 

と表される.ここで，A(ァ)= eTHoAe-THoは漬算子Aの相互作用表訴，TTは虚時需の時間瀬序演算子

である.表記を龍謀にするために，Hoに関する続計平均を

(A)o三よT'r[ε-sHoA]， Zo = Trε品?
LIo 

k次元の虚時間積分を

1 dT三七[h[h[札
のように表し，分配関数の摂動項をべき展開すると

主=ZjfPK心、 P(qk) =同 (2) 

と去る.qk = {Tl，T2，・・.，Tk}はk慢のm時間の配置を表す.

キ3等鏑J註については [6]，参頴.
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全ハミルトニアン H~こ関する譲算子 A の統計平均は以下のように表される

三1dr ¥T(q心A叫 o
4) = !詫=m

zjfw 
(3) 

モンテカルロ法では，確率分布 P(qk)に従う配置qkのMarkov連鎖を生成する.このとき，Aの統計

平均はNsをサンプル数として，次のように許植される

ιr .1. r.i ¥ ¥企(qk)A(叫)
(はA再←〉H=2ら==Oγナf汽出刷q勧鮒k)' P(凶qむωk心) 土 1 亨了て(ρ到的叫(句協q弘州k

. 一守亀邑
P 

主釘Lかd川 k心) 品 白 P(ωq臥ωk心) 一¥ 町均恥削q弘判k) / 

(4) 

摂動次数の統計平均 (k)を考えてみよう

drkP(qk) = - /_ drl L l . dァ(P(qk-l)H1(rl) さt f:11-I， 

=信ムdr¥均一1仰 ))0=告か(何h的恥q弘山た
ここで，H1バ{ア寸)が周期 βの周期爵数であるとして票点がr1~にこなるよう全体を並進移動した.よって ， k 

と摂動項の統計平均の間に次の関係が或り立つ

(k) =-β(H1) • (5) 

kは正笹だから，(H1) > 0であれiえ上の関議を講たすために必ず P(q心から負の寄与が通うる.す

なわち，負脊号開題が発生する.また，低逼で負特号問題がより深弟になることが克て車れる.一方，

(H1) < 0の場合，負脊号が軽読または清失する可能性がある.ただし，この条イキ辻負符号が発生しない

ための必要条件であって，十分条件ではないことに詮意する.

2.2 経蕗積分表示

経路讃分表示についても少し触れておく.まず， Fermi 1実算子五の国有量と盟有関数として，毘可換

なGrass担割国数五とコヒーレント状態 Ifi)を導入する.すなわち，Ji!五)= filfi).コヒーレント状態
の経路額分を用いて，分配関数は

z = J Dft J 'Dfバ f)ぅ S山 (6) 

と表される.ここでf百戸J'Dfは時開発展における全ての経路にわたる讃分を表す.ハミルトニアン
をH= Ho+H1と分離し，対応する作用をそれぞれ

品 =r dr 1ft ~_f + Ho(ft， f)lぅ 81= I dr H1(ft， f)， 
I I or I I 
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ダイアグラム震関に基づく連続時間量子モンテカルロ法

とする.JVft JVf→苛，および，作用品に関する統計平均を

Tr e-So A(ft， f) 
(Aio = ---rn ー河口 う

.lr e -v  

のように略記すると，分配関数の摂動畏開や統計平均は，形式的に式 (2)，(3)と全く同じ表式になる.

2.3 不純物Anderson模型

以下での説明を具捧fとするために，次の不純物 Anderson模型について考えよう

HIAM = He十HI十Hhyb十H[ん

He=乞εpσc;σcpσヲ HJ= I>=fん ，H，榊 =V2::叫ん÷βca)ヲ
pσσσ  

Hu = Uninょう 伐σ=fJん (7) 

He. HJ. Hhyb， Hu ~まそれぞれ， c電子の運動エネルギー，不純物f電子のエネルギー準金.c-f i晃成

および、f電子関の屠所 Coulomb相互作用を表す.ここでは，簡単のため握成ちのp依存性を無読し，

実数とした.また， cσ = 2:p cpo-/ VNOは局所 c電子の消滅演算子，No は全搭子点数を表す.

多体効果の本嚢辻f電子にあるので，分配関数を経路襲分を用いて表し.c電子のトレースを或ると

z= Tr
e壬fe-S(ft，J;et，e)= Trfe-Sf(ft，j人 的

となる.J電子に対する有効作用は
fβrβ  

Sf = -Jo付 fz出7')C};;1(7'一寸前)+ Jo d7島(ア)， (9) 

であり，自岳な f電子Green関数

ら(←-(日約五)0= [一川会+勺σ)_ sff(T)] ~l 
および相互作居項によって表される.ここで

ムσ約 =V
2
C}ea(7)，対)=-走写〈同σ叫ん

、宅・
2

・'''

A
U
 

守

i
fF'az

・‘‘、

(11) 

は握成関数で，J準位の混成によるシフトと揺を表す.DMFTで辻，C}a(ァ)[または C}eσ(7)]を動的な平

均場とみなし自己無撞着に決定する (A).以上のように，経路覆分では，不要な自由度を消去したり，ァ

ζ哉存する動的な粒子系を明本的に扱える点で，よ与柔軟性がある.

以下では.Jt (c)とJ(cつに対する時刻はそれぞれプライムの有蕪で表す.また，同時刻が現れた場
合はザ=ナ十0と約束する.

2ι U展開 [6，9，14]

2.4.1 分配関数のた次嘆

式 (9)の第 1項と第2項をそれぞれ無摂動項 80と摂動項あとしよう .k次の摂動項は

P(qk) = (-U)た (Tr勾î(7k)n~(ァ心.. . nr (72)n~ (72)ねr(71)η~(71))。う

円

iハV
A斗・
4



橋j頼薄明、大様縄也

司・F 司... 司... 

oτ1τ2τ3 
• 
τ4 。

醤 1:U震関における記置の倒 (k= 4). 

であるが， 80がft，fの2次形式なのでWickの定理が適用できて

P(qk) = (-めた日制らう
σ 

と去る.ここでGσ はi行 j91Jの要素が

(9σ)ij =ら(Ti-づ)， (づ芸乃+0)， 

(12) 

(13) 

0) k x k有列であり，行辻清議漬葉子んの時刻， 91Jは生成i寅算子f!の時刻を表す奪通常，ダイアグラム
を用いた要動展開では連結ダイアグラムからの寄与だけを考えるが，ここでの摂動展開辻文字通りの U

に関する畏開であち，両者の奴東半径は異なることに注意されたい.

U展開で辻，式 (5)より

(k) = -，sU (ntn!) ， (14) 

が成り立つ.二重占有率辻正笹であり ，U>Oのとき負符号問題が生じる.一方.U<Oの場合には，負

持号開題がをいことが示されている.Rubtsovらは，パラメータ αを用いて ησ → ησ 十αとし，さら

にU>Oの場合は片方のスピンに対Lnσ → l-nσのように，電子・ホール変換を施すことで，相互作

用項を 81= 81(α)+ム81(α)う

川 = 一~J 利叫(附
のように変形し，ム81(α)を80に含めると， αと0で負符号が(格子系でも)軽減または泊去されること

を示した [9].U展開の CT-QMC法は llotter分暫数無盟大の Hirsch-Fye法と等倍であることが示さ
れており [6]，再者の負符号問題の程度はこの撞謀で同じである.

2.4.2 菌E童の更新

分配関数の 'EkI dTを重み付きサンブlJングによって評倍するために，配置むの更新手続きを考えよ
う.配置qkの11Uを国 1~こ示す.エルゴード性を満たすために最低限必要な配量の更新は

-追加:[0ぅβ)吋アとして H1(ァ)を追加

・削絵:[1ぅk]吋 η (n整数)として Hl(Tn)を削除

である.ここで， [.αうめ吋 Cは範囲 [αうめから一議乱数cを生成することを表す.

一般に記置おの確率分布を P(x)，置置 zから配置uへの遷移行列を耳仏→uとすると，詳細諮り合

いの条件は

Wx→y - P(y) 
Wy→x P(x)ラ
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ダイアグラム展開に基づく連続時間量子モンテカルロ法

である.遷移行列を Wa;→ν=Wprop(x→訴時TacC(X→引のように試行確率と採択確率の覆に分離する

と，詳繕釣り合いの条件は

∞(x→ y) _ Wp均(ジ→ x)P(y) 
R(x→ y)三 τ 了/ー 1 一 、P(x)う 、、，ノ

氏

υ
1
1
-
，，aE
・、、

と書ける.Metropolis法で辻， Wacc(x→ y) = min[lヲR(x→ y)]の確率で記量更新z→引の試行が採

択される，とする.す会わち， [0ラ1)吋 T に対し.rく R(x→引のときに z→uの菌己量更新を行えばよ
い.以後はR(x→ y)をI九cc(x→ y)と書くことにする.

たいていの場合， Wprop(x→宮)= Wprop(型→吟であ旬， WpropはR(x→引の表式に現れない.慎
えば， Ising模型の 1スピンーフリップで辻，Nサイトのうちの 1つのスピンを反転する過程z→£と

逆過謹呈→ zの試行確率はともに l/Nである.ところが，摂動次数を 1つ増やす過在と減らす過程で

は，これらの試行確率辻異去り

dァ 1
Wprop(qk→qぃ )=13ラ Wprop(qk+l→qk) = k士で (17) 

である.これらは • H1を付け加える時刻を選ぶ護率がdT/s.取り詮く時刻を k+ 11匿の中から選ぶ確
率がl/(k十 1)であることに対応する.また，配置の確率分布が(dァ)k~こ比例することを考憲すると，追

加過程の採択確率は

β P(qk+l) 
砕いc(む→ qk+l)=一一一一一一一

k + 1 P(qた) 1 
(18) 

となる.式 (12)より P(qk)cx Ukだから.T九cc~土無次元の量である.

各更新の具体的な手続きを見てみよう.時刻のプライムは同時刻の扱いを明確;こするために付けた

-追加 :qk→ qk十1

[O，s)吋 7・H1(T)= Uf{(ァワム(ァ〉打(ァ')九(，)追加

，sU det9f(ナラ7')d叫了(T，T')
=一一一 (19) 
k + 1 det9t det9J_ 

9;:(7，7')は，末尾行に gσ(ァー 7j)，末尾列に仏(Ti-T')，末遣要素にら(T-7')を追加した行列

-削除 :qk→ qk-l 

[1， k]吋払 H1(7iη)= Uf{守二)!t(ァn)fI(T~)fl(Tn) 削除
行列 Gσ の時刻九に対応する行をら，時刻叫に対応する列を jσ(常にら =jσとなるはず)

e(7n ，7~)θ(Tn ，T~) 
長 ! _. ! _.亀 .det9↑九時 det9~ 

=ーム(ーか十JT十日.1.___ -_1 ↓ 

βU " -/ det 9t det 9↓ 

9;:(T恥 Tn)は'mに対応する行と 7nに対応する列を削除した行列

(20) 

エルゴード性の観点から辻必要ないが，非常に実効性の高い更新過程として， [1， k]吋仏 [0ラs)吋九
に対し相互作用の時却を'n→九へ変更するシフトがある
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構瀬博明、大槻縄也

(a)初期配置 (b)追加

• • • • • • • • • 。τ l τ2 τ3 τ4 
手 。τ 1 τ 2 τ3 τ τ4 

戸

(c)剖i事 (d)シフト

• V・戸~'.) • • • • ー・‘・" .... . 噌.'

。τl τ3 τ4 
手 。τI τ2 τ4τ3 s 

図2:U展開における更新の到.(a)初期寵置， (b)追加， (c)前除， (d)シフト，

-シフト:九→九

[1， k]吋伐，[O，s)吋 ι H1(Tn)ー令H1(九)=u州市利子。)f1(ねん(九)ヘシフト
=争(子粍子~) -l~.. (マ=今〈子托うえ)det 9;，，¥'n，托 det9j'

-一一，. acc - det 9j det 9.1. (21) 

gご(子7n，弓}は 7m に対忘する行を Gσ(子~-7j) で，ア況に対応する宛を Gσ(アt 一元〉で置き換えた宥列

これらの更新を図 2に示す.以上の 3つの更新を思いて，ランダム・ウオークを行えばよい.シフト更

新の比率を大きくすると特に効率的である.

2.4.3 Green関数

f電子の 1粒子Green関数は

/一〈え(qk)ん(ァ)fJ(ァワ)_¥ 
Ga-(ァ-7') = -(T7ι(ァ)1.σ(7勺=(¥  D{~. ¥ / 0 ) 

¥ P(批) / MC  

のよう iこ表される.すなわち

(企(qk)f.σ(ァ)fJ(ァ'))-
Gσ(qk;門戸)=-~ n 〆 10 

を灘定することでモンテカルロ平均を取れば， 1荘子Green関数が求められる.式(12)の導出と開禄に

(22) 

して

Gσ(qk; T， 7') = ~et9~(T，71 ) ， 9;(7，7') = ( F? S~a-)ij_n ~a- ~π-71 
-¥9，σ(ァーづ) 9，σ(7 -7')ノヲ

を得る.行列式を展開して

det 9::(7めて「
Gσ(qk; T， 7') = 加。σ = 9(}'(7 -T')ーと似ァーづ)(9;1)ji9，σ(Ti -T')， 

となる(付録B.1式 (76)).これを式(22)に代入すると

ι(ア_7')=針一戸)一(手(7-7j) (M，川百ーァ'))一 (23) 
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ダイアグラム展開に基づく連続時障量子モンテカルロ法

を得る.Mσ=9;;1とおいた.松原振動数へフーワエ変換した表式は

Gσ{叫 )=9σ(ω)-9(T(iwn) ( ~ア (NI(T)ε向付-Ti)) 9σ(iwn)・
ね σ n; ¥βヰデ σ ji'-' / 

ミ bJ I MC  

ここで，自由~f 電子に対する不純物散乱の T行列を

/ ~ [11 K ¥ <:/ ~ ， __ ¥ ¥ <:1 ~ _ ，¥ J c5(ァ-T')， (T -，' > 0)う
t山 =-fo¥乞(M.σ)ji c5 (吋-Ti) ) ラc5("，') = ) ¥日 / _ __' -¥ ，-I l-c5(，ーァf十β)， (， -，' < 0)今

、リ I MC 、

(24) 

(25) 

によって導入すると，式 (24)辻

Gσ(iwn) = 9(T(iwn)十Gσ(ωn)tfσ(iwn)9σ(ねn)，

となり，確かに T行持であることが分かる.ここで， c5(アラアうは反題期性を考麗したデルタ関数である.

2粒子 Green関数の表式も詞様にして求めることができる.

実醸の言f葬遅謹では， Mσ 行列と対応する碍刻の配置むをメモ 1)上に記寵しておけば，Waccの計算や
記置の更新が行え，Green関教のモンテカルロ平均も求められる.行列Mσ とその行列式の比は，付録
芸の高速アルゴリズムによって O(k2)以下のコストで更新できる.許算コードの確認のためには，まず，

解析的に解けるv=oO)展子撞設についてチェックしてみるとよい.

2.5 V展開 [10，11，14]

2.5.1 分配関委主の展開

次~:， Ho = HcキHI+Hu三 Hc-1トHf.H1 = Hhybとし，v ~二鳴して悪事室してみ主う . HcヒHf

は可換なので， C電子と f電子のトーレスを独立に取ることができる.このとき，分配関数の展開におい

てc，f電子を奇数個含む項は消える.よって， j， 1スどンがそれぞれ2kj，2k.i次の摂動項の和は

~ 亡お亡xl 兎 角

右;=EELJ叫 Lf尚九回σうもλP飢哲也ム
え(qkrr，q~σ)=γ2(kt+対日 (TTCt(Tjぃ)cσ (，L (T) … Ct(Tl(T )Cσ ('; (T )lc'

P丹f舟(但弘q仇kん山σ計うJ44守弘ιωLLいσJト=(TT II1.以σλ(Tj九kry(T)f!訂(ばア壬LLんυ戸Jσ )... f.μバω1.ι出J訂(，べも出;ιωωσ(T)) 三 ( 為削{句出q弘kん日σポ?J44守弘札ωLLμJふ)
1σ / f 

となる 配量はむσ={ア1j， . . . ，Tkj j， '1!ぅ ，Tkd}' q~σz(4T ， fLTTぅア:u ペパ}である
ここで，(A)c，f = Th (ε一βHc，JA) /ZC，t， Zc，f = The-βHc，J とした.Hcは2次形式だから，式(12)と同

様に羽Tickの定理を用いて

一/ム↑ o¥ττ  
九(叫)= det "01 ; _  1) =与detム引 出品j-ι(ァ;σ一引 (同時刻は0+)ラ

を誇る.ムσは式 (11)の混成関数を要素とした行事uである.U展開と較べて， 9σ の代わりにムσの行列
式と， kj + k↓個の (fヲft)ペアを含むトレースの覆が各摂動項の確率分布を与える.混成項 Hhybがス

4
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τlt τ'1? 

τ1↓ τ3，1. τ2J， 

冨3:V農調における配量の倒 (kr= 2， kl = 3).丸〈空丸)，留角{空盟角)はそれぞれ兵 (f{)， h 
(めの時却を表す.

ピンを保存するのでムはスピンに関してブロック対角イとされている.より一般的な混或項の場合ムに非

対角項が現れる.

2.5.2 配董の更新

V展開にお汁る配置の併を毘 3に示す，書記置の更新は，U展開と河様に各スピン σに対して追加，割

除，シフトを行えばよい.更新の劉を菌4に示す.それぞれの更新手続きは以下の通寺である

-追加:qkσdL→ qkσ÷1?qL十1

悦β)吋ア?ア
1，[cσ(T')，4(ァ)]， [1.バァ)， !t(ァ')]追加

日ア ー

β2 detムま
(T'，T)Pf(qkσ+l ， q~σ+1) 

y" accー(ん+1)2 detム(T Pf(qkcd q~J 

Pf(qぃ qL+1)= <前日~Jん(ア)丘(内)f
・削除 :qkgdL→ qkσ-l，qL-1

[1， k]吋 m，n， [C(T (í~σ) ラ ct(Tmσ)J， [1，σ(Tmσ)， !JC弓σ)]割験
ムグ行列のァよσ に対毒する宥をιTm(T に対応、する売を j

k~ (_1 \i+j 岳民ムま(T~(T， Tm，a) Pf(qka -1， qka-1) Wacc =五(_l)Z十 (28)
detムσ Pf(qkσ，qL)

Pf(qkσ-bqkσ-1)はPj(qkρ qkJから [f，σ(Tmσ)ぅfJ(ァムa)]を削除したもののトレース

(27) 

-シフト:アmσ →テmσ

[1， kJ吋 m，[0，β)吋子市σ，[Ct(Tmσ)ヲfσ(Tma)J→ [ct(子mσ)うん(子mσ)}へ移動

τT7" detムご(=品σ)Pf(iiku，qkJ 
…一

口紅- detムσ Pf(号kσJL).
(29) 

-シフト，ァん→えσ

[1ラk]へ岬 n，[O，s)吋子二σ，[cσ( T~(T )， !J ( T~(T ) ]→ [C(T (弓(T)'fJ(えa)]へ移動

τw detA7(テムσ，=)Pj(qkσぅ弘σ)
…一

日時- detムσ Pf(qkσ，qL). (30) 

時斗ccを計算するとき，f電子トレース Pfの評価が最も計算コストのかかる部分である. トレースの
計算は，Hfの毘有状態を用いて評価するのが蕎諜である.この際， {ん，fJ}の覆を時間隈序に並べる必

つ臼A三
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冨4:V農関における更新倒舎 (a)初期配置， (b)追加， (c)削除， (d)シフト， (e)シフトヘ

es'F i
i
i
o
 

守Lii τlt τ2i τ2t 

"'2t 

P 

a-aψ 
蛮
蓄
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高τ
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τu τ'2i "t2J， 
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を
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図5:V震関におけるセグメント表示の憐(糾=2， kl = 3).太嫌が粒子の存在する時間を表す.斜

隷は?と↓が同時に存在している時間を表す.

要があ号，置換に関する持号が生じることに注意する.ただし， Waccの計算において絶対的な符号は必

要令く，配置の更義に対正、する相対的な符号変化が分かれiまよい.(fぅft)演算子監売の量子数保存を考
麗して無量なトレース計算を減らすことで計算コストを下げることができる.また，疎行列に対する厳密

対角fヒで用いられる技法を応用して， トレースの評橿コストを下げる方法が提案されており [15]，特に，

交換相互作患を含む多軌道系の計算において不可欠な方法になると思われる.

上で述べたトレースを藍譲評錨する方法は，採択宰が抵く，かつ非常に計算コストが高い.f電子のト

レースにおいて，不純物Anderson模型のように桔互作用が密度ー密度型で各スピンのf電子数が保存す

る場合辻，次に述べるセグメント表示を用いることで，計算効率が劇的に改善される.

q
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• 
τ1 

0 

τ'2 

• トー。
τ'l 

S 
I 

S 2 

宇

国6:V展開におけるワインド状態の僻.

(a)セグメントの追加

lmax 

(b)アンチ・セグメントの追加

1m依

:..---一ー-....

τ『 τ m 
E 重..... 同ー1、

τ' τm+l I宣 m+l 

τ' τ m τ1 τ τm+l τm+1 m 

(c)シフト

1m也

• τマ
iiTm t 

τm+ m 

• 。 • 。一一一τ『m、、ーー-iETF"'~τ怨
τm+1 τm+l 

-
九

--ー目、、 1
G町一4・
τ ピ

「
「

(d)シフト'

1ー~嗣芭・・Eーーーー・・・

τ立1-1 τm問1
(I  τ1J 目

。 .』 P一一
τm-l τm-l 

国 7:V畏聞におけるセグメント更新の倒.(a)セグメントの追加， (b)アンチ・セグメントの追加，

(c)シフト， (d)シフトヘセグメントとアンチ・セグメントの削除は (a)，(b)の逆道程である.

2.5.3 セグメント表示

審度時密度型の相互作患では Pf中で各スぜンの f電子数が保存するので，車時罵軸に沿って I!とん
が交互に現れるときだけトレースが笹を持つ.倒えば，密4のような配置に対する fトレースは実はゼ、

ロである.従って， i!!ie置 qku とqLの代わりに，セグメント Smcr主計.:ncr17 mcr) (σスピンの f電子が
存在する領域)を吊いて・ (qku' q~J →{ S1t，・・.，3krI' 31t，'・.，Skμ}のように表現するのが自黙であ
る.セグメント表主主をJfjいると，名セグメントの長さと?ヲ↓スピン関のセグメントの重なちを黒いて，

Pfを鶏率よく求めることができる，国 5にセグメント表示の例を示す.また.I電子が存在する領域が

7 =0，βをまたぐ場合，(/，ft)の}I展浮が逆転して符号が変わる.これをワインド状態と呼ぶことにする

〈毘6).

σスぜン;こ対する追加，剖猿，シフト，シフトラの各更新手続き辻以下りようになる.以下の更新は σ

について独立なため，スピンの謡え字は省く.移動後の時刻が[0うめの範毘を超えた場合， βだけシフト

L，科二ccを(-1)倍する.Rmax. R， R'の定義は国7を参買のこと.また，更新によるーσスピンとの重

なりの変化分をごとする

-追加:S = (7'，7) 

-414-
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+ 。 F 。 戸

国8:V 展開に主けるたσ=0 状態の芳書~.

[0ぅβ)吋 y'(ァfがセグメント上告ら Wacc= 0)， .emax =ァム+1-y'， [0ぅ.emax)'"斗 .e， T =ァf十t

W 士 EEdet..6.. ffi(〆，七-(E.f(fC刊誌1)
" acc k + 1 detム U

・削除:3m = (γ;引アm)

[1ぅk]吋 m，.em組=ァム+1ーナム，.e =アm-T，ム
行列ムのァム iこ対言、する行を i，Ymに対応する列を j

(31) 

:detムθ(T:"ぃTm)
=一一(-l)i+j ピfσ ，HUIc-1
semax ¥ -J detム

(32) 

-シフト:お=(ァムヲ子~)

[1ぅk]"-吋 m，.emax =ァム÷エーァム， [0， .emax)吋 .e'， 子m-ァム+.e'..e=子mーアm

detムキ(=，子'm)
U7 - Dー (ξfa-C+UIごIsgn(C))
Hacc-detAV 

・シフトヲ:s~ = (子午Ym)
[1， k]吋 m，.emax =アm-7 m-1. [0， .emax)吋R'，子ム =Ym -e， .eニアムーテム

(33) 

時三FP-detムキ{子ム，=)
ー ρ一(正fa-C+Ulclsgn担)) 

4 しし detム ? 

(34) 

エルゴード性を溝たすためには，上記の更新の池に，セグメントの一部を削除してセグメントを 2つ

に分割するアンチ・セグメントの追加， 2つのセグメントを結合して 1つにするアンチ・セグメントの削

除の更新が必要である〈図 7(b))

e追加(アンチ・セグメント): 8 = (ァムヲア)， 8' = (Y'ぅ7m)

[0，β)吋 7'(7'がセグメント間なら Wacc= 0)， emax = y'ーァム， [0， emax) '"吋乙ァ =y' -.e 

W 一一s.e芝些主d制e討tムU以倒酌(川
vη. ac詑芯一 k十 1 de説tム U 

・前除〈アンチ・セグメント): 8m =ヤム，7m)，8m+1 = (合+1，7m+1)
[1， k]吋 m，.emax =ァム+ヱーも，.e=T，ム十1-Ym 
行列ムのァムに対応、する行を i，7m に対応する列を j

:det ムθ(T~引ア悦)
=一一一一(-1)4+3 e-WJ÷Uif|). 
β.emax '- -J det ..6.. 

(35) 

(36) 

また，k(T = 0が関与する更新では，確率分布に粒子が全くいない無セグメント状態と [0ヲグ)のフル・セ

グメントがある状態、の 2記置が含まれるので，これらを独立した配置と考えてサンプルすると計葬コー

ドが簡略化される(図 8参照ト

F
h
d
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2.5.4 Green調教

1粒子 Green関数を求めるために Mσ=ムごとして，配置 (qkσぅqLJiこ対して，次の量を考えて見

ょう

Gσ(qkaヲqL;乃σf;σ)三 -sgn(ちσ-T:O") (M，σ}jA f三(qkσ)qL)Pf(守んぺいう
ここで， (ムσ)ij=ムバァ;σ ーTjσ).村録B.2式 (78)(行列式の定義)より

(37) 

， ~det ムe(i ，j)

GO"(qkσぅqL;77m7fσ)= -sgn(Tjσ-T:O")( -1 ) i十3detムσ え(qka，q~lT )Pf(qkσ ぅ q~J

=一九{払叫ん川長j(qkσ-hqL一品川fS同))f 1 

となる.因子 sgn(TjO" -T{O")( -l)i十jtt， TT護においてん(η0")f~(ァム)を右議に移動するとき現れる

符号と釘ち請した.提って，Gσ(qkgdL;ち0")T{O")は漬算子 -f，σ(Tjσ)ft(T{O")の統計平均に対する雪己竃

(qkσ-1ぅqL-l)からの寄与に植ならない.すなおち，持刻T= Tjσ-T{σでのf電子 Green関数Gf(ァ)

への寄与である.よって，全次数のすべての時刻の組み合わせを集めて

~ I kcr ¥ 

Gσ(ナ)=す \i~叫メ(Tうちσ ーヰ))
ミ I MC  

(38) 

の関保を得る.ここで，d(T， T')法式 (25)の反周期デlレタ関数，これをァサンプワングと呼ぶ.Fourier 

変換すると Wnサンプリングの表式

~ I kσ1  

ι(iwn) = -~ ¥ζ同 j4eth(η-勺
、 I MC  

(39) 

を得る.議密会計算では両者はもちろん関己結果を与えるが，有限のサンプルを舟いるモンテカルロ言十葬

では，サンプル平均と Fourier変換の頬序によって精度辻異なる.

2粒子Green関数も同議にして，以下のように表される

χαβ;"yd(T'，T;η!， 1])三 {TTfl(T') 1iβ (T)f~(ザ)fð(η))

=¥2乞二 [ (但M抗削fんω仇α~)jμムμ〆j，i (1ぷバ4〆i(1\υ伊仰M払叫w民d毛勾マ~)仇6訓 sγ-一イ一
'zJmn 

w，4a胤乃β胤 hJSha)〉MC 同
U 展開の場合と同議，実際の計算通程で辻 Mσ と対応する時刻麗置 (q~σ ぅ qkσ) およびセグメントとの

対応、関保をメモリ上に記憶しておけばよい，まずは，解軒的に解けるスピンレス Ferrni粒子系やu=o
の場合について，計算コードをチェックするとよい.

2.5.5 おもな物理量

セグメント表示では，配置 (qku'q~J に対して，時刻ァでの fσ 電子数 ησ (qkσ ぅ qL; ァ〕を槙単に求める

ことができる.すなわち，nO"(qkσ?qL;ァ〉はセグメント上で 1，セグメント間でゼロ.これを居いて，各

P
0
 

1
ム4品
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時刻での粒子数の統許平均は

nσ(ァ)= (na(qkcrぅqLg;ァ))担C う

から求められる.特に fσ 電子数は

1 rβ 

ねσ=Gσ{O-)=~(0)=jLd九(ァ1

(41) 

(42) 

で為る.ここで，ァに関する並進対称性を男いた.最者辺の表式を用いた方がサンプル数が多くなり精度

が上がる.同議iこして，綻感受率は以下のようになる

χグゲ(ァ)= (nσ(qkσ?qL;ァ)na，(qkσ ， q~(f; O))MC 
1 rβ 

=去 IdT' (nσ(弘σぅqL;ァ+T')nσI(qkσ ラ q~"， ;Tf))MC
手J JO 

(43) 

二重占有率はd=χn(O)よ力求めることができる.

残念ながら， 1教子Green関数はnσ(qkσぅqL;ァ)を利用して(ーん(T)fj(O))から求めることはできな

い.なぜ、なら，ランダム・ウオークで生成されるサンプルは P(qk) チ 0 のも丹に~良られるが， Green関

数の評倍にはP(qk，qU= 0かっ(角川)f(T)ft)。チ0となるようなサンプ川必要だからである

2.6 J展開 [13]

2.6.1 SU(N) Coqblin-Schrieffer模型

不純物Anderson模型において，勺σがFermi準位にくらべて十分深く，かつUも十分大きいとき，f
電子の平均占有数は ηfσ 勾 1/2とな母電蕎の揺らぎは押さえられる.残されたfスピン自由度と c電子

との散乱を記述する模型として以下の SU(N)Coqblin-Schrieffer (CS)模型を考える.ここで辻，スピ

ンの他に軌道の自由度も考慮して σ→ m(m=l，'忌・N)と一般1tした

Hcs =豆cキHfキHexち

Hc= 2.二ε仰といCpm) Hf =工(Efm十 αJ)Xmm三乞恥Xmm，
p符も

Hex = J 2.二(Ctn，Cm，ー αいうXm'm (44) 
mm' 

ここで，X，ω n= f!nJmおよび Cm は不純物サイトの C電子浩誠漬算子で、ある.ただし'LmXmm= 1. 
パラメータ αをα=民J)のように選ぴ，Jの正負に!之、じて Hexで -cctかctcの}I展序を用いると，長

脊号を取り除くことができる(ただし，J<告の場合に負符号が発生しないのは N=2のみ)[20].この
選択は，は下の計算に現れる detQcmにおいて，詞時刻をァ=sgn(J)Oで評価することに対応する.

N = 2， Efm = 0のとき

J 
Hf+Hex=JLかcrXhZす玄 [σaβ・内+Oasd"(8l clcsxγ8， (45) 

σσFαβ"(8  

のように近藤模型(+8波ポテンシャル散苦し)となる.ただし，ポテンシャル散乱項がないと負特号が生じ
るので注意.
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m， m' 
1.1  

τ 1 

m'l m'" m宝
Za2  勺畠 i 
τ2τ3  

事。
罰9:J墨関における配量の関 (k= 3).黒丸の時五U7i で f 状態が mi → m~ ， c状撃がm;→miへ遷移する.

2.6.2 合自E爵数の摂動展開

Ho=Hc十 Hj，H1 = Hexとして， Jについて展開する.V展開と比べると， J畏関では時刻によら

ず常に2:mnfm = LmXmm = 1なので，爵節のセグメント表示で[札s)がいずれかの m を持つセグ
メントで埋め尽くされた状態だけをサンプルすることに対応する.

分配関数の展爵は

L =ず~ I刊弘ω叫州山)伊向州P丹町刊fバ(ZρZ.. ム岬-'!r. 
~ J k=O V 晶

え(qk)= (-J戸(TTn(tk)・・・ η(tl))cぅ Fj(qk) = (TTX(tk)・・ .X(tI)) jう (46) 

となる.ここで，時刻 η での靖報をむ三 (milm~ ， ri)とまとめて配置を qk= {trγ・.，tk }と表し，
n(ti) = 4.i (η)Cm~ (ァf)， X(ti) = Xm~mí (有)(r[ ==η+ sgn(J)O)と略記した(時刻のプライムは再時刻
の扱いを明確にするため).配震の傍を図9に示す.

c電子のトレースは Wickわ定理を用いて

九(qk)= (-J)匂kII detgcm， (47) 
m 

となる.ここで，弘 i主主覆を各 m ごとに分離するときに生乙る費換の符号である.Qcm f;i，式(11)

に現れた無摂動の局所 CGreen関数，(gcm)ij = gcm(r[ーち)を要素にもつ kmx kmの行列である.た

だし， k=27rzkm-以下の議論では，仇の更新による棺対符号変北のみが五、要で，また，Fj(qk)中の

時刻は時間頬に並んでいるとしてー穀性を失わない彊このとき

~ k 

Ff(qk) =すIIexp[-(ri -ri-l)εjm.]， ro == Tk-βぅ Zf=Le一β正f問 (48)
uf i=I 

また， mi = m~_l である.

2.6.3 配董の更新

以下のように，相互作用の追加，削除，フワップおよびシフトによって配童を更新する.更新のf7Uを堕

10に示す

e追加:-Jcmi (γ乍丸(7)Xmimi(r)追加

τzfN  detgaifr) 
…一口町一五士1 detQcm 

(49) 

口
δ
1
1
4
 
4
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(a)パーテックスの追加 (b)シフト (c)フリップ

.mi 
m
i.  

nzi nzF .努1j Fn A. • ~ • τi-l τi τi-l τi ~ lma互
τi十1 τi・1 τi 

mi mj mi 1ni .-f'mi yn'i .2 狩1
• • • • --. . :、、同ーー--

τi-l τ τi τi・1 iτIτi+l τi-l τi 

函 10:J震関における配置更新の苦U.(a)追加， (b)シフト， (c)フリップ.削除は追加の送過程であるー

-削除:ーJC'mi(7f)C:fni (Ti) X'mi 'mi (7i)前除
[1ぅk]吋 i，mi手間;なら Wacc= 0 

行列 QC'miの時表立η に対応する持を i，列を j

ロァ k / ィ jdetG22;rd
V~'-'r-=一一一¥-lr' J ‘ c -
s J ¥ 

.1. J det 9 C'mi 
(50) 

-フリップ mi= m~_l → m 
[1， k]へH 丸 [1ラN]吋 m(m = miなら Wacc= 0)， .e = η -7i-l 

行>1UQC'miの時刻 7i-l，こ対応する行を i，ちに対応するflJをj

8C<_i，ri) φ(r:_Uri) 

Wacε= (_l)i+j~
et Q~~ì 包 det Q;;~:' l 

f(Efm-Efm4)t. 

det QC'mi det QC'm 

・シフト :-Jcm;(70cLh)Xm;m(ア~)の時却を元へシフト

[1ぅk]へ岬 i，.e毘 ax= 7:件 1一号-1. [O，.e践拭)吋.e'，先=巧-1+ .e'..e =長一π

(51) 

…ー.， acc 一一

4etGZj7'h)4etG二:7L=)-lEfs一Efm').e
壁竺

u ・ t 

det 9C7ni det 9c'm~
ヲ

det C:主=キ〔子;ム〕むνC'mi

det QC'mi
う

(miチmDヲ
(52) 

(mz m0. 

ただし，k=Oの状態が関与する場合は，因子 Zfを考嘉する必要がある.

2，6.4 Green関数と t行列

2.4.3節と同様の議論から c電子の Green関数は

GC'm(ωη) =9C7n(i同)+ 9c'm(i凶 )t'm(iwn)9.αバωはヲ

と表される.ここで， c電子に対する不純物T行列を導入した

4
協

同

CG
 

一一m
 

M
 

C
 

M
M
 

1
1
}
/
1
 

匂勺7
 

C
0
 
・9
dm
 

M
 

h
F
L
日

J
I
f
-
-
¥
 

1
一β一一T m

 

ι'u 
(53) 

ここで，7i，ちは，千子持 9c'mの i行と j列に対定、する時刻である.また， 2.5.5節と同議にして，f電

子に関する物理量は f電子がm の状態にある時間領域 n'm(qk;ナ)から笥単に求めることができる.行声i

M'm~こよる 2 粒子 Green 関数の扱いに関しては文献 [21] を参照されたい.
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実際の計葬では，配置qkと対応する j_¥1m 行男，時刻の対応、関係をメモ 1)上に記寵しておけばよい.J

展開では，解析的に求まる非自現金譲設がないわで，者算コードのチェック泣議々な角度から行うしか

ない.

3 各手法の比較ー考察および技術的立注意点

3.1 計算時間の比較

実擦の計算で時間のかかる器分!i，M 行列の更新である(到えば式(31)).V畏関の計算では，最も時

間のかかる部分はf電子トレースであるが， トレース内で各スピンの f電子数が保存するとき，セグメ

ントの考え方によって属的な効率fとが可能で、ある，セグメントによる評倍が連用できない場合は，この部

分のアルゴワズムが計算時簡を左右する.この点について辻次節で触れることにし，この節で辻V展開

における f電子トレースはセグメントによって評鍾されているものとする e

M 行列の更新にかかる持関は，高速更新アルゴリズム (B)を用いた場合，行列のサイズを kとして

k2に比例する(高速更新アルゴリズムを費わない場合は k3). したがって，行列のサイズを比較すること

で，おおまかな計算時間の比較ができる.全サンプルの摂動次数分布p(めとスとン成分ごとの摂動次数
(各スピンの行列サイズ)分布p(ん)の典型剖を国 11に宗す.このように，多くの場合， 1つのピークを

0.06 

0.02 

u=o一一盛一白
1 -→ 
Z一時十一ζ

J
 

A
U
 

Q
V
 

0.04 

0.03 

0.01 

。。 50 100 150 200 250 300 
k， ka 

層 11:不純物Anderson藁型の V展開における摂動次数分考民的と各スピンの次数分布p(ん}の
椀.伝導バンド轄を 2D=2とし，状態密震辻一定植ρ=1/2. V2 = 0.1， T = 0.001， U = ~2ξf. 

持った分布になる.(k) =β1(H1) 1の関捺から，p(k)のピーク位置は βにおよそ比到する.スピンごと

の分布p(ん)は (k)/2付近にピークを持つことが多い.ただし，スピンの揺らぎが大きい場合，p(ん)は
2ピーク講造になる.

次に，アルゴリズム関の行列サイズを比較する.函 12(a)は， Hubbard模型の DMFTにおける有鶏

不純物開題に現れる行列サイ :Aの平均f直で為る.2つの連続時障アルゴリズムと Hirsch・.Fye(行弼サイ

ズ=分割数L)を比較している.どの方法でも，サイズは βにおよそ比例して大きくなる.Hirsch-Fye 
アルゴリズムで辻 βt/L= 0.2となるように分暫数Lを決めているが，この分割数では官otter分解によ

る誤差が大きく十分とは言えない.それでも，連続時間アルゴワズムに比べて大きな行列サイズを必要と
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毘 12:Hubbard摸型の DMFTにおける有効不純物問題に麗れる行列サイズの平均値比較 [14].状

態密度は半円型でバンド幅は4t.Hirsch-Fyeではム-rtニ βtJL= 0.2とまるように Lを決めてい
る.(a)はUjt=4で温度を変fヒ， (b)辻 βt=30でUを変化.

宅
i吟

CT-QMC法泣 Hirsch-Fyeに比べて，効率よく精震の高い結果が得らした定まって，することが分かる.

れるということが言える.

連続時需アルゴリズムのうち，U展開と V展需を比較してみよう.図 12(b)は誼度一定での宥列サイ

ズの U依存性である.U/t:::::. 5の折れ曲がりは Mo抗転移による.U展開で辻 Uの増加とともに行列サ

イズが大きくなるのに対し，v畏関では逆に行列サイズがIJ、さくなる.Hubbard模型の DMFTでは，
有難不純物 Anderson護型における混成VはUに絞らずバンド輯程変である.v=一定のとき，Uが
大きいほど原子謹鼠からの荘東が速いことから，国 12(b)の結果は理解できる礎物理的に最も興味のあ

るMott転移付近では V農関の方が庄幌的にサイズが小さい.

負符号問題

CT-QMC法では，v農聞にしろ U展開にしろ，不純物 Anderson模型において負符号問題は現れな
い.ただし，多軌道系で交換栢互作用主ど密震-密裏型ではない桔互作舟がある場合には員特号が現れる.

クラスター不純物問題で辻，童子ー正孔対称、など特到な条件がない限り負符号が現れる.

3.2 

不純物問題において負の重みが現れないことを，v震関のセグメント・アルゴリズムを例にとって直
感的に理解してみよう.持号については 1つのスピン或分について考えれば十分である.式 (26)でv6

悼=3)の寄号を模式的に表したものが国 13である.国の配置では， c電子の平均 (detム)から Wickの

定理により 6つの寄号が現れる.備えば最初の国詰 (-V)6Qc(ァ{-71)Qc(7~ -T2)Qc(ァj-T3)を表し，そ

丹寄与はァ;一角 <0でQc>0より正であることが分かる.問様の解析をすると， 6つの寄号(J)うち最後

の図形のみ負であることが分かる.CT-QMC法では，これらをまと捨て detムとして評錨するので，全

体として負の寄与が表に現ねないのである.をお，厳密な証明は Hirsch-Fyeアルゴワズムの場合 [22]と

同様の方法で宗せることが指掃されている [23].

クラスター不純物開題では特関な場合を除き，負特号問題は選けられない.v展開をクラスター不純
物問題に適用する場合には，クラスターの富有状聾を基患に取ると効率がよい [24rV展開の方がU展

開に比べて負符号問題は少ないようで為る.しかし，V畏関ではクラスターのサイズに対して計糞コス

ヮ“A4
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国13:V展開の V6(k = 3)の寄与を表す図形‘左向きの矢印は Qc> 0，右両きの矢印は Qcく 0に対応する.

トが指数関数的に増大するため，大きなクラスターを扱うことは難しい.クラスターを大きくするという

巨的で辻， (負符号問題を別にして)U展開の方が遺していると言える.

図14Iま，各種U展需アルゴソズム (U展開，補動場CT-QMC法 (CT-AUX)[25]，五irsch-Fye)にお
ける符号の平均値を比較したもので毒る.負持号の程度は全ての U展開アルゴワズムでほ居間じで為る

ことがわかる (Trotter分割数無限大で厳密に一致する).このように Hirsch-Fyeと比較して負符号は軽

減されないが，間程度の計算詩需では，サンプル数の多い CT-QMC法が負脊号問題に最も強いと言って

よいだろう.
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歯 14:各種U展贋アルゴリズムにおける持号の平均鑑詫較 [25}.実線は次近議ホッピングのある系
のU/t設存性(下軸入破親は 8サイトのクラスター不純物系にお汁る t故存性(上車庫λ
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動的物理量のサンプリング3.3 

1粒子 Green関数

V畏関における 1粒子 Green関数の計算では，T サンプリング(式 (38))とωη サンプリング(式

(39))， 2通りの方法がある.援動数表示の Green関数G(ω心を求める場合であってもァサンプ1)ング

の方が効率よいので，この詳細について述べる.

3.3.1 

数値計算では式 (38)のデルタ関数を有課の轄の関数で置き換える，必要がある.最も単純なものは幅

ムァ =β/Nの箱型で忘る(国 15(a)).そして，T=η-T;の彊が豆関[Tnームァ/2ぅ九十ムァ/2)にある
なら，(M)j，iの櫨を G(Tn)に差是り分ける.

(c) 

1/2Aτ 
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τn τn 

国 15:T サンプリングにおけるデルタ関数の取号扱い椀.

デルタ関数の扱いi土地にも考えられる.国 15(めのように，区需[九ームT，九十ムァ)を G(九)に振与
分けてもよい.これは韓関士的区関で平均化することに対応する.あるいは，国 15(りのように，Tnか

らの距離IT-Tnlに定、じて重みを付けてもよい.これらの方法では，端の点T=+0ラグ-0の龍が求ま
らないので，式 (42)から求めた占有率の平均憧nを使って G(+0) = n -1， G(s -0) = -η とする，

分割数 N の大小辻計算時間にほとんど影響しないので，ムァを十分細かく取るのがよい.分割数を多

くすると各々の区間のサンプル数が少なくなる分，誤差棒は大きくなる.しかし，分説数を増やすことは

フーリエ変換して薄られる G(ωη)の高振動数割の点を増やすことに対志し，それらの点における誤差の

増大は興味あるエネルギー・スケールの物理量にほとんど影響しない.ムァが十分細かく取れているか

は， G(ァ)のァ=0あるいはァ=β村近の減衰畠議を見てチェックするのがよい.11丘j昆，強相関ほど減衰

が急に去るので，パラメーターを変化させる計算では注意が必要である.

函 16に1粒子 Green関数の計葬例を示す.式 (38)のデルタ関数は菌 15(b)の関数で量き換えてい

る.ムナはu=oでムァ=β/2048，U = 4でムァニβ/8192とした.点の間隔は十分縮かく，誤差棒及
び点は省略した.対称、条件 U= -2Efより G(ァ)= G(β-T)の関係がある.U=OのGreen関数註解

析的に求まるので，計算のチェックに科尼するとよい.ムァをァ=0， ，8付近の減衰曲親に合わせて調整

しているので，ァ=β/2潤辺ではメッシュが組かすぎ，高層波ノイズが現れていることが見て取れる.

なお，摂動次数分布p(めが抵次にピークを持つようなパラメーターでは極端にサンプル数が少まくな

この方法では精度が悪化する.特に，高j昆領域がこの場合にあたることに注意.
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盟16::不純物 Anderson摸型の V畏関における Gf(T)の計算吾n.パラメーターは T= 0.01で，
れ以外は国 11と再じ Uは下から類に 0，1， 2， 4. 
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2体相関境委主

2体相関関数の計算法には，行列M から求める方法{式 (40))とセグメント記置から求める方法(V裏
関のみ，式(43))がある.七グメントから求める方が精震がよいので，適用できる場合はその方法を痩っ

たiまうがよい.一方，行列島fによる方法辻汎用性がある.備えば，帯議率の縦或分辻どちらの方法でも

計葬できるが，横帯磁率lま行列 M による方法でのみ言十糞できる.
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国17:不純物Anderson摸型の V畏聞における 2体桔関関数の計葬例.(a)はセグメントの配置から

求めた縦帯磁率χsp(斗と電帯感受率χch(ァ).U=Oでχsp(T)=χch(T)を溝たし， Xsp(O) 2: 1/2， 
χch(O)三1/2.(b)は行持 M から求めたま黄帯議率 χ+一(科.).d.ずの意味辻式 (89)を参照.比較

のため，七グメント配置から求めた χsp(か托)もプロットした.パラメーターは{吋 T= 0.01， (b) 

T = 0.001で，それ以外は図 11と荷乙.
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図17(a)はV展開アルゴリズムでセグメント配置から
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上記2つの方法による帯磁率の計算概を示す.
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求めた f電子の帯礎率χSp(7)= 2[χn(ァ)-χ礼(γ)]と電帯感受率χch(ァ)= 2[X↑t(ァ)+χ↑ょ(ァ)]である.

Xσσ， (ァ)=χσfU(s-7)の関係が誤差まで含めて成り立つので， [0ぅβ/2}の区間だけ計算している.また，
T のメッシュはァ=of寸近で細かく，ァ=グ/2付近で荒く取り，計算時開を篇約している.セグメントに
よる 2棒担間関数のサンプソングでは，計算時間辻メッシュの分割数に比例する.最も細かい部分の開

請は u=oでβ/1024，U = 4でβ/256とした.U=Oの場合， Xsp(ァ)=χch(ァ)= G(ァ)G(β-7)が

成寺立つので，計尊の確認、に用いるとよい.

図17(b)は行列 M を用いて求めた横帯磁率χ+_(ivn)である.式(40)の7'-7→+0，ザーη→+0

の極限にはCの式(89)を用い， 7-η に対してはフーワエ変換をしてωRサンプリングを宥った.式(89)

のムァとして，s/512とβ/16384の2つ的場合を示している.スピン空間の等方性から 2X+ー =χspが

或母立つべきであるが，ムナ =β/512の場合には，ムァが十分小さくないために χ÷ー(ivn)の精度が悪

く，系統的なずれが見られる.一方，ムァ=β/16384では系統的会誤差;立法ぼ無くなっているが，サンプ

ル数が少なくなり統計誤差は大きくなっている.このように，行宛M による方法では，結果を見ながら

分割数を譲整する必要がある.なお， cs模型の行列 M をf吏う方法では橿限ザ -7→十Gが必要なく，
上記の開題は生じない.1粒子Green関数の場合と詞謙，行列 M を費う方法は低温沼どサンプル数が多

く靖度がよくなる.

3.3.3 2粒子 Green関数

DMFTで 2体梧関関数の波数抜害性を求める墜に辻，者効不純物開題の 2粒子 Green関数

χ(iwn， iωが iivm，)が必要になる [12].2粒子 Green関数はセグメント配置から求めることができず，

行列 M を用いて式 (40)かち計算するしかない.χ{アラザ;ηヲザ)，ま，各変数につき[R需 [0ぅβ)に2ヵ所不

連続'註があり， 7サンプワングでは取り扱いが難しい.したがって，Wnサンプワングの方が精度がよい.

実i禁には，2粒子Green関数あるいはパ)テックス関数は低振動数領域のみ必要となることが多く，必

要な振動数成分だけ選んでサンプリングすることで効率をあげることができるという剥点もある.また，

cs格子模型に対する 2粒子Green関数の取り扱いについては文献 [21]を参揺されたい.

3.4 解析接続

産時間 Green関数からスベクトルを存るには数鐘的に解析接続を行う必要が為る.その方法として

はPadる近似 [26]と最大エントロビー法 [27]iJ<f広く黒いられている.量子モンテカルロ誌のデータは

統計誤差を含むので，最大エント 2ピー法を居いるのがー穀的である.しかし，精度のよい車時間デー

タが得られるのであれば， Pade近1tlも有効な手段として科居できる.Pade近似で辻，車軸上の離散点

ωπ(n> 0)での関数値から近1tl的金有理関数を構成し，実軸上のf車を外挿によって求める.元のデータ
点、から近いほどよい近弘であち，低振動数預域のスペクトルほど精度のよい安定した結果が得られる.

Pade近叫によるスペクトルの計算例を示す.図 18辻SU(8)対称性を持つ CS模型の不純物T行列の

虚部で，各成分に対応する 8本の線が描いてある.これらは対称性から全て一致すべきものであり，互

いに一致しているかどうかによって統計誤差の影響による Pa必近似の良し悪しを判断できる.fyffで'i，

w=o近簿で迂ぼ 1本に重なっており，よい精度であることが分かる.一方，共鳴ピークよ母も高エネ

に一
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ルギー観 ωと0.05では，ずれが見られる.
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罰 18:Pade近似による SU(8)CS摸聖の不純物T宥列スベクトル [13J.J = 0.075で，長導バンド

のパラメータは盟 11と同じ.

国誌のような鯖単なスベクトルであればPa必近訟でも再現することができるが，複雑なスベクトル

帯造を持つ場合は，誤差の彰響から再現することは難しい.結局，低エネルギーに罷ればPade近1tJも有

効だが，スベクトル全体が知りたい場合はMEMを使うのが妥当であろう.

3.5 自己エネルギーの評価について

DMFTでは，有効不純物摸型の自己エネルギー

E(iωη) = g(iω'n)-l -G(ωn)-1? (54) 

が必要になる (A).CT-QMC法では 1粒子Green関数G(iwn)が得られるので，それから E(ωn)を計

算することになる.ところが，高掻動数では G(ω心と g(ωn)，おまとんど一致し，G(ω心は一定量の誤
差を含むので，式 (54)で誤差が拡大されてしまう.図 19にV展開により計算された自己エネルギーの

計算例を示す.E(ω斗の誤差は，高振動数領域で非常に探刻になることが分かる.なお，U畏聞の ωn

サンプワング(式(24))に誤り，高振動委主でも靖度のよい自己エネルギーが寄られる [14].

これに対する対処法はいくつかあるが，ひとつの手段辻気にしないということである.自己エネルギー

から Green関数を計算する場合，必ず仏)n-E(iwn) =叫n[l-E(ωn)/勾n]の形で現れる.したがっ

て， Green関数の計算で重要な量辻 :E(iwn)そのものではなく E(iwn)/山 η である.そして，この量辻誤

差の影響をあま与受けずに十分速く訳束する.つまり， Green関数から自己エネルギーを得る擦に誤差

が拡大されてしまうが， Green関数の計葬で再び誤差がマスクされるというわけである.ただし，自三

無撞着ループの途中で E(ωη)の解析性が破れたりすると計算が不安定になるので，なるべく E(iwn)が

表に現れをいよう方程式を変形する工夫が必要である.

もちろん靖度りよい自己エネルギーが簿られるのにこしたこと辻をい.高振動数のノイズを取り絵く

手段としては，モーメント浸揮による高振動数量痕の解析的表式を使うということが考えられる [28].国

19の倒でlえ ω伐と5において辻高振動数の表現を使うのがよさそうに見える.しかし実際には，誤差の

程度はサンプル数やパラメ}ターに張存し，低振動領域の言十葬データと高振動数頭域の解析的表式をどの
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思 19:V 展開による自己エネルギ~ ~(ωn) の許算時.パラメーター辻 U=l でそれ以外は函 11

と陪じ.実親は高振動数橿限の表式 Z語 ~(iωn) -̂' -U2/4叫い

ように接続するかという問題が残る.

3.6 その鵠のi主意点

3.6.1 Q(ァ)の扱い

宥列 M の行列要素の計算に，任意のァにおけるム(ァ)あるいは Qc(ァ)の値が必要になる(式 (11)).

一般に，模型として与えるの辻実援動数ωの関数としての状態密裏ρc(叫あるいはム(ω)=πv2ρc(吋
である.虚時間表手の関数辻，Qc(山η)= JdεPc(ε)/(ねπ一けの謹分を行った後で，高速フーワエ変換

(FFT)を建って計算するのがよい.なお，Qc( T)はァ =0ぅPで不連続を持つので， FFTを使う場合，

Qc(iwn) = 1/ωn + Q~(iwn) と分離して第 2 環に FFT を黒い，第 1 項は -sgn(ァ)/2 となることを利毘

するなどの工夫が必要である.

また，あらかじめ適当者間関で Qc(ァ〉を計算しておき，それを内挿して在意。〉ァでの植を求めると効

率がよい.区間 [0ぅs]の分割数は，多くしてもほとんど計葬時嵩に馨響しないので， 1粒子Green関数
のサンプワングの場合と関隷，十分紹かく取るのがよい.DMFTの不純物ソルパ}として捜用するとき

辻， 1粒子Green関数と同じ分割数が便利で、ある.

3.6.2 易在状態の揺らぎが大きいとき

関11の僻では，スピンごとの摂動次数王子布p(ん)は lピーク構造であった.ところが，スピンの揺ら

ぎが大きいときには，p(kcr)は2ピーク講造をとる.すなわち，ランダム盆ウオークの各ステップではス

ピン或分に舗りがあり，震勢なスピン或分のみ摂動次数が大きくなる.低温になると 2つのピークが誌

とんど分離してしまい，次数を 1つ変える単F績な局所更新過軽ではピーク関を移り変われずエルゴード

性が探証きれない.

この問題は全スピンを反転させる更新を行うことで解決できる.スピン哀転の対称性があるとき，この

更新は確率 1で採択され，単にスピンのラベルを入れ換えるだけでよい.対称、性がない場合は，分雪己関

ウ
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数め比を計算し，それに従って更新する.轄に Mσ にスピン抜存牲があるときは，行列式を定義式通号

。(k!)の計算量で計算する必要があり，頻繁にこ丹更新を行うことは避けた方がよい.

3.6.3 サンプん関の試行数

精度を上げるためには，サンプル数を増やすだけでなく，サンプルの独立性を高めることも重要であ

る.物理量の潤定にかかる時間が少ないとき辻，サンプルの独立性を気にせず類繁に灘定しても問題はま

い.しかし，灘定に時間がかかる場合，特に苦議率やパーテックスの計算では，なるべく独立なサンプル

を測定したほうが効率がよい.適重なサンプル間関は，更若にかかる時開と劃定にかかる時揮の兼ね合い

で決まる.サンプルの独立性を高めるには配置告が大きく変化していればよいので，サンプル間の試行

数を

Ntria1 rv (k) /更新率ヲ (55) 

の程更にとるとよい.実轄には， 1 @1の操作で配量がどれだけ変化するかにも依存する.到えiまγ震調

では，セグメントの追加・剖誌はセグメント 1つを変化させるが，シフトは七グメントの片方だけ変fとさ

せる.一般に，摂動次数の変北をともなう更新よりもシフトの方が更新率が高い.したがって，シフトの

試行類衰を多くすると，効率よく配量を変化させることができる.

4 いくつかの発展的試み

4.1 局在状態のトレースの評舘

セグメントによる方法では，f電子のトレース(式 (26))でゼロになるものを初めから排除し，効率よ

く計葬を行っている.セグメント法が適居できない場合辻，このトレースを評価する卦要があるが，その

ために必要な計算量はf電子の状態数を η として kポに比僻する.状慧数 η辻軌道数やサイト数ととも

に指数関数的に増加するので，多軌道系やクラスター不純物では，このトレース計算を効率よく行う工夫

が必要である.アルゴリズムとして誌，厳密に評価するものと，近{践的に評舗するものに分けられる.ま

ずは，厳脅に評価するアルゴリズムを紹介する.

言十葬量を減らす最も簡単な方法は，k個の演算子をいくつかのグループに分割し，グループごとに演

草子の覆を保存しておくアルゴリズムである [29].新たに漬算子を加えるときは，その演算子が加えら

れるグループの行列積のみを計算し車せばよい.分割数をぷk)の翠度にすると，更新に必要な計算量

をO(k)から O(Vk)に減らすことができる.こわ考え方を系統的な木帯造を用いた最良のものにすると

O(log k)まで計算量を減らすことができる.ただし，その実装はかをり譲雑になる.詳継は，文献 (29]

を参照、して廷しい.

以上はトレースを厳密に評価する方法であったが， トレースを這{民的に評髄することにより高速北

を国る方法も考案されている [15]. この方法は Lanczos法でよく知られた考え方に基礎を量くもの

で [30-33J，局所ハミルトニアン Hfや境或項Hhybが疎行列であることに注巨する.Hoが疎行持である

とき，時間発展exp(-THo)lv)辻制限された基底，いわゆる Krylov部分空間 {Iv)ラHolv)ラ・・・ラ Hol吟}
の中で評留することができる.上記の譲算誌 pに関して十分速く収束するので，少まい基底p<<η を用

。。ワμ
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いてトレースを評価することで計算量を減らすことができる.1Jま温になるほどより少ない基患数でよい

近叡となり，また，不純物問題では義道数が3以上の場合に蕩果的なことが示されている.

これらの方法により f電子トレースの計算コストはかごとり改善される.しかし，セグメント法が鏡え
まい場合には，更新率が極端に低いという問題が残っている.そのため，独立なサンプルを縛るためにサ

ンプル聞の試行数を増やす必要があり{式 (55))， トレースの計算コストを無視しでも，セグメント法と

比べ多くの計算時間を要するので並列計算が必須である，

4.2 Holstein-Hubbard模型 [34，35]

Holstein-Hubbard撞型は， Hubbard模型に加えて，名サイトで独立に振動する振動子 (Einsteinフオ

ノン)と電子との結合を取り入れた摸型である e ハミルトニアンは以下で与えられる

H=乞(Ep-μ)cbo-cpσ+ ULnijnit +入乞(bI+ bi)(町村it-1) +ωo L bIbi. (56) 
p 

ここでtbL biはEinsteinフォノンの生或，揖滅譲算子である.WoはEi郎総inフォノンの振動数を表
し，第3項が電子とフォノンの結合を表す.DMFT の枠組みで~;ì，不純物Anderson模型に f電子とボ、

ゾンとの結合を加えた有効不純物問題，すなわち，式 (7)の不純物 Anderson模型で Hf=HI十 Huを

Hf=一μ(η?十nJ_)十 Unin↓十入(ni十nJ_ー 1)(が十る)+ wobtるう (57) 

と量き換えた模型を解けばよい.

一般にポゾン系の数檀計算では無限次元Hilbert空間の援いが問題となる.最密対角化法では，示、ゾ

ンの粒子数を制限することで有援の Hilbert空間を取り扱う.ここで辻，V展開を基にして，ボゾンの

Hilbert空間を切断せず豆ubbard摸型と同意度の計算コストで実行できる方法を紹介する [34].

まず， Lang -Firsov変換と呼ばれる正準変換を行い，式 (57)の屠所ハミルトニアンから電子とフォノ

ンの結合項を泊去する.ブオノン変数として，X = (bt + b)/v'2とP= (bt一時/v'2iを用いると叫，式

(57)は

Hf=ーμ(ni十nt)+ Unin↓十三立 [(X 十 Xo? 十 p2J 一己主X~- Wo 2 L ¥.... 1 ....uJ 1 .L J 2 ....0 2う (58) 

と表せる.ここで，Xo =い/三λ/ωo)(nt十町一1)と定義した.Xoはフォノンの演算子X，Pと可換で
あるので，フォノン座標に関する並進操作X→ X-Xoを行うことにより，電子とフォノンを分離する

ことができる.この正準変換を行うと，局所ハミルトニアンは

主f= eiPXo宜je-iPXO

¥2 

= -{t(ni + nt) + Unint十ω。尚一千?
込'0

(59) 

となる.ここで， β=μ_)..2/ω0，[J = U -2)..2/wOである.電子関にフォノンを媒介とした有効的な引

力が働き Coulomb斥力 Uが小さく諌り込まれたのである.この正準変換辻電子の演算子として粒子数

時このようにPを定義すると，[X，PJ =-iとなってしまうが，文献 [34Jの定義に合わせる.

Q
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ねj，nj_のみを含み，これと可換な Hfのf電子部分は不変であった.一方，提成項はfJゃんを単独で
含み，正準変換によって

fJ→!! =ぷ入/叫が一的f!，ん→ fσ=e一{入/ωo)(btーめん?

のように変換される.

以上の正準変換によって新しい基底に移ると，V畏関における各配置 (qk，qk)の重み P(qk，qDは

P(守k，qk) = Pb( qk， qk)P1AM(qk， qk)ぅ (60) 

のようにフォノン蔀分と f電子部分に分離される.スピンの添え字辻省略した.ここで，HAM(qk，qk) 

は操り込まれたパラメーター U，長を用いた不純物Anderson模型の寄与である.フォノンの寄号は

Pb(qkぅqU= (eS2kA(T2k) . . . eS1A(Td)bぅ

と表される.Siは時麺 liの演算子が生成(泊滅)漬算子力とき +1(-1)を取るものとする.<一 ')bは自
由フォノンに関する統計平均を表し，A(ァ)= (入/ω'0)(げ OTbt-e一ωOTめである.

Pb(qk，qk)は解析的に求めることができ

I ¥ 21. .2 I I I 

Pb(qk，qD = exp {一二と~ In(e向。+1)+ 了間(eWOCβ-Ti十Tj)+♂山一η))I } 1 eβ4内 -1I ム""'" ~FJ\~ I ~ J I f 
l -I 2たさi>j?_l I J 

(61) 

となる.以上のようにフォノンの寄与 Pbは，Hilbert空間を窃断することなく評錨することができる.

また， Pbは解析的に祷られており HAMに詑べて計算時需は無視できることから，非常に効率のよい計

算方法であるといえる.

4.3 非平欝系 [36き37]

非平衡系の摂動展開では実時間表示の Keldysh彰式が広く用いられている [38-41]. この Keldysh形

式の摂動漫関に対して CT-Q主主C法を通用する試みが行われている.一言で非平脅ぎといっても状況は

謙々であるが，ここでは相互咋用 H1がt<Oでゼロ， t > 0で一定という状況を倒に取り，概略を説明

する.

時刻tにおける物理量Cの期待鐘は

(CJ(t)) = Tr [ρoeiHtCJe-iHt] ， (62) 

で与えられる.ここで，po はt<Oの定常状態における密度行列で po=e-βHojTre一βHoにより定義さ

れる.上式の e士iHtの部分を H1に関する摂動展開の形で表すと

問=苛(ペTexp(i l
t 

dt'H1寸
となる.ここで，T (7')は(逆)時間l慎阜漬算子，H1(t) = eiHot Hle-iHotは相互作用表示である.この

式でCJ= 1としたものが，虚時陪形式の分記関数の表式 (1)に対応する.したがって，式加3)の指数部

-430ー
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図20:Keldysh形式における配置の僻.

分を展開することにより， 2箆と同様の摂動畏関を行うことができる.ただし，指数が2箇所にあるの

で，国 20のような実時構軸上の閉経路を考える点が車時間形式とは異なる.U畏関，V畏開の両方につ

いて Keldysh形式での定式化がなされている.

以上のように，原理的に辻患時間形式と同じように重み付きサンプリングを行うことができる.ただ

し，この方法の最大の問題点は負符号問題が避けちれないことである.閉経路の右向き，左向きのそれぞ

れについて，摂動の k次では (:!:i)たの国子がかかるので(虚時間形式では (-1戸).負の寄号が必ず現れ

る，摂動次数試 tに比例して増加し，持号の平均値は張動次数の増加と共に指数関数的に減少する.した

がって，長時間の物理量の変化を見ること辻困難になる.この国難を軽減するために，摂動次数を減らす

工夫がなされている [37).

4.4 熱力学量

CT-Q話C法で熱力学量を計算する方法はいくつかある.ひとつは 1桂子 Green関数から求める方法

である.内部エネルギー辻 1詮子 Green関数に適当な因子をかけて松原援動数で和を取ることにより求

められる [17].比熱はそれを温震で徹分することによち拝られる.i昆度九と T1におけるエネルギーを

それぞれ Eo と Eb 統計誤差をムEo とムEl とすると，よと熱 C とその統計誤差ムc~ま

c-El二豆、-
T1-To} 

E
一
ム一(一
芸
十
了
島
一
色

ム一fv一C 
ム (64) 

により計算される.i量震間痛を小さくすると，差分の精度が上がる一方で統計誤差は大きくなる.適当な

温度間慣を選ぶのに苦労する方法で忘る.

熱力学量を求める加の方法は，式 (2)の分配関数Zを車譲計算する方法である.分配関数を Z=

E%二。Zkと表すとき，みの相対的な値民的 =Zk/Zは国 11のように簡単に求められる.Zoは解析的
に許葬できるので，京理的には.p(叫が求まればZは得られることになる.ところが，図 11のようごと分

布の場合.k=OfJコ記量l土問arkov連鎖にiまとんど現れごといので，p(めを精度よく求めることは難しい.
この開題は Wang-Land初法と呼iまれる方法によって解決することができる [42).Wang-Landau法の

基本的な考え方は，国子gkを用いて Z=E%こ。Zkgkと表し，Zk = Zk/gkに従って重み付きサンプワ
ングを行うということである，すなわち.gkの導入により，分自己関数への寄与が小さい配量をあえて訪

れるようにするわけである.Zkがkの低次で乎謹になるように併を調整すれば，k = 0のサンプル数

を増やすことができる.gkの調整法については文献 [42]を参賭されたい.
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5 おおりに

不純物 Anderson模型を中心iこダイアグラム畏関に基づく連続時間量子モンテカルロ法の定式化とア

ルゴリズムについて述べてきた.ここでは，頚雑な表記を避けるため最もシンプルな不純物模型の解説

に望めたが，特に，セグメント表示を用いた V展開アルゴワズムは，密度-密度相互作用のみがある多

軌道系やクラスター系へ比較的容易に拡張できる.よち一般的な交換相互作用を含む模型については，

Krylov龍分空開法に基づく f電子トレースの実用的ごとアルゴワズムが有望で、あち，ヨーロッパとアメリ

カで辻数値計算グループを中心とした蓮織的な計葬コードの開発が着実に進められている.

一方， CT拘 Q班C法i土，電子ー格子系，非平禽系など電子系だけに留まらまい発展を見せている [43].い

うまでもなく喪動展開の鞭念自体辻適用範囲が非常に誌く，同じ次数のダイアグラムをうまくまとめて正

の確率分布を構成できれば，さまざまな場面でち応用が可能であろう.もちろん，この正定値性というの

が難しいのではあるが.新しい系への果敢な応用に向けて，本稿がその一助となれば幸いである.

付録A DMF了の概略

吉典系の平均場理論が空間次元無謀大で厳密にまることに習って，動的金平均場を用いて量子系にー殻

イヒしたものがDMFTである種平均場理論と同じく DMFTもいろいろな導出法があるが [12]，ここでは

自己エネルギーの空間依存性を無視する近凱として紹介する [44].なお，ボソン系への拡張については

文献 [45]を参照されたい.

以下の耳ubbard模型を考えよう.

HHub =乞Ekふん十ULnii同-1-' (65) 
kσ 

Green関数は

Gσ(えWη)=- 円 1h/亨，

である.

まず，自己エネルギーの空間抜存性が無規できるとする.すなわち，'Eσ(kヲiwn)rv 'Eσ{ωn). この近

怯のもとで，式 (66)の空間平均は

Gσ(叫 )=J1 〉 (A〉=土)~A(k) ヲ (67)¥叫-'Ea(iwn) -Ek / kうた-jvbfプ

(66) 

である.Ga(ω寸と 2σ(叫n)から Dyson方程式を通じてキャピティ Gσ(ω心を導入する.すをわち

Gσ(ωn) = [Gσ(ω'n)一1十2σ(ωn)]-1 . (68) 

これは， 2.3箆で見たように荻想的ごと不純物 Anderson模型を考えることに等しい.与えられた Gσ(ωn)
に対して，有効不純物問題を適当金ソルパーで解いて

Gσ{ωn) =今 Eσ(ωη)う (69) 
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ダイアグラム展需に基づく連続時間量子モンテカルロ法

自己エネルギーを求める.ソルパーによっては，自己エネルギーではごとく G(iwn)のみが求められる.こ

の場合は Zσ(iwn)= cσ(iWn)-l -Gσ(ねη)-1を介して自己エネルギーを求めればよい.式 (67)，(68)， 
(69)を連立して解けぜ，平均場Gσ〈似n)またはEo-(iwn)が持られ，式 (66)を通じて棒子系の Green関
数が求時られる.

式 (67)と不純物 Anderson模型の Green関数

GI_AM  = 1 
σ 叫η一εfσ -V2 ((iwn一匂σ)-l)k-Eσ(山η)

ラ

において，Iwnl→∞の謹隈を考えると， Eo- (iω心ニ ET) 十 E~l)I山花十・・・として

127)÷(EK)EP斗 ((E(O)+ι)2) 
(67) =ナー+ k十 ¥ 刊 fk十・ 1

怖 が凶)2

1 E7)行 fσ EP)十V2+ (E~O) 十勺σ)2
(70)ヱァー十 + f. "¥"1 / +・・ 1

ωn (ωη)2 

を得る.両者が等しいから

Efσ= (Ek)た，V2 = (EUk -(Ek)%う

(70) 

(71) 

(72) 

の関係を得る.この関孫から， Hubbard模型の有効不純物問題におけるパラメータ勺σとV!ま元の模型

のバンド重心とバンド輔程度であることが分かる.また，動的な平均場の清報は{Epσ}で表現される.

同様の考え方を Coqblin -Schrieffer格子模型に適用しよう.

HCSL = LEkckmckm十LEfmXi，mm+ J L ιCim，Xi，mfm・ (73) 
km ~m imm' 

c電子昌己エネルギーの空間依存性を蕪課する近似で，局所 CGreen関数は

I 1 ¥ 
Gcm(むη)=(:. ~ ~:.\ T.1). (74) 

¥ iWn -Ecm(ωn) -Ek / k 

Dyson方在式Ccm(勾n)= [Gcm(叫η)-1十Ecm(iwn)]-lによってキャどティを導入し，これに対する害
効不純物問題を解いて自己エネルギ-Ecm(初心を求めればよい.

不読物 Coqblin-Schrie百台問題では，本議でも見たように， C電子の自己エネルギーよちも T奇声jを求

める方が直接的である.T行列と自己エネルギーの関係

Gcrn(叫η)= Ccrn(iwn) + Ccrn(iωn)Ecrn(ωη)Gcrn(叫η)
= Ccm(iwn) + Ccrn(iwn)tm(勾n)Ccrn(むη)，

より

trn(iωη) 
(iwn) = 

1十trn(山 η)Ccrn(iwn)
(75) 

この関係から，T行列を介して c電子の昌己エネルギーが得られる.自己エネルギーが分かれiえ慈子

系の Green関数も得られる.

つdqu
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付録B 高速更新アルゴリズム

kxkの行問を M=D-1とする.行列 D に苛と列を追加，離陸または行や到の霞換を背いたい.そ

の結果得られる行列 D'の行列式とその逆行列 M'をO(k2)で求める公式をまとめておく [9ぅ46].援数

行・列にわたる変更の場合，以下を繰ち返し用いれば必要な公式が得られる.

B‘1 m行と n到への追加

Dのm行に D(r)宥ベクトル， η列に D(C)列ベクトル，(m，叫に D(d)を追加する.すなわち

D1，1 D1，ぉ-1 Die) D1，η D1，k 

Dm-1ユ D悦D-211《1-1 DZL1 Dm-1，n Dm-1，k 
D(f)(m，n) = I D~r) D(d) Dど〉 Dir) 

Dm，l Dm，n-1 Dお〕 Dm.n Dm，k 

Dk，l Dk，n-1 DF  Dk，n Dk，Aも

行列式の比と追加する行と列を端に移動するときに生じる因子 (-l)n叶丸をあわせて

入…三(-1)…て77)立が)_土 Djr〕MMDjc)ぅ (76) 

である.また，次のベクトルと行列を導入すると

1 k ~ k 

Rj  =一戸hEDjr)MZJ?L4=一京尚喜M4jDF，叫=Mi，j +入防ねいの

D(f)(m，n)の逆行列辻次のように表される，

Mi，l Mi，m-1 L1 M i，m lぱ1，k

M~-l ， l M~-l ，m-l Lη-1 M~-l ，m M 託-l，k

M (f)(m，n) = I 1 
Rm  Rk (77) R1 Rrn-l λ(f)( rn，n) 

M~， l M~，m-l Ln M~.m M~，k 

M~ ， l Mk，rn-l Lk M~，rn M~，k 

(mぅη)ではなく(九m)に挿入されていることに注意.

44 
つd4& 



ダイアグラム展開に基づく連続時間量子モンテカルロ法

8.2 m 行と托到の観除

D のm行と η 列を部除する.すなわち

D1，1 D1ぅn-1 D1，n+1 D1，k 

D8(rn，n) = I ~m-1 ，1 Dm-l，n-1 Dm-1，n+1 Dm-1，k 

Drt叶 1，1 Dm十1，丸一1 Dm+1，n十1 Dm+1，k 

Dkム Dk，n-1 Dk，r汁 1 Dk，k 

行列式の比は

4etD8(m，n) 
入。(m，n)三 (_1)m刊 =M即 n (78) 

D8(mぅn)の逆行列は

MF九時'，j' 一句22J~， i' = i + O( i -n)， j' = j + 0 (j -m) 
ただし，O(吟=1 (x三0)，O(吟=0 (x < 0). 

(79) 

8.3 m 行の置換

D のm 行を行ベクトル D(r)で置き換えたものを D=争(m，=)とする.有列式の比は

detD司 (m，=)τと
x=>(m，=)三 =γD}r)M

iラm・detD ム.-1 't 

(80) 

~ k 

R 一一一二一γD~r)M・ 4
_""J - A=>(m，=)乞 z り

として， Dキ (m，=)の逆行列は

r)=#ずj，m+ Mi，mRj -Mi，jRr 

(Rm = -1)う

(81) 

8.4 n列の置換

Dのn列を列ベクトル D(C)で置き換えたものを D=争(=，n)とする.行列式命比は

戸 Z 川〉三点tD=>(=，n) すNJ...iD~c) 
ddDt: 川 J-J 

(82) 

~ k 

L，;=一一二一γμぷ C)禽
z 入時(=川会: hJ ラ

として， D=争(=，n)の逆行列は

MZMz長記長，n+ LiMn，jーん見j

(Ln = -1)ラ

(83) 

F
h
d
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8.5 m 行と η列の問時置換

Dのm 行を行ベクトル D(r)で， rる ~J を列ベクトル D(C) で置き換えたものを D=争(m，n) とする.ただ

し，D糾 =D~) = D~~?‘行列式の比は

円~相::γ) 主 D~r) (弘前払，j- Mi，jMn，m) D;c) + D(叫 m 間)

~ k 

L，，=一一 1τ---..M. <i D~c) 
も入=争(m，n)ム"'".T~~，) 

)=i 

として，D=今('r11"叫の逆行列は

MZW)=品川一Mn，m一山m+ Mn，mRj -Mn，jRm 

R 一一」-TD的.l¥!L;<i ""') - >.*<1n，n)合

(85) 

付録C T=土司のサンプリング

V畏曹のァサンプワングで辻，G(ァ=士0)の檀は到に求めた占存数を剥吊して講度よく求めることが

できた.しかし，物理量によっては到の方法を援用することができない場合もある.この付諒では， 7サ

ンブワングのみからァ=:::l:0の値を求める方法を説明する.

Fermi詮子の Green関数でァ=0でのとびの大きさが分かつており，さらに G(7)= G伊-7)の関採

がある場合には，精度よく求めることができる.とびの大きさを

α=G(ァ=十0)-G(ァ=-0)う (86) 

とする (1粒子Green関数ではα=-1). このとき， 7<0あるいは7>0のどちらかの G(ァ)を αだけ

シフトすれば， Green関数の不達読はごとくまり，また， 7=0での 1階額分は条件G(7)= G(βーァ)か

らゼロである. したがって，Gヤ=土0)は区間 [0ヲム7]と[-s.'T，O]におけるサンプリングかち

G(7 =土0)= ~ [G出ア仲G(ーム7/2)土α)， (87) 

のように求められる.実際の計算では，最初から 7=0を挟む区間 [-s.'T，s.7]でサンプリングしでも

よし三

G(ァ)= G(β-'T)の関採がなく，とびを取り除いてもまめらかな関数でないときは，上記の方法では
糟度が悪い.また， Fermi粒子G玄関n関数の非対角成分や Bose粒子 Green関数は，ァ =0の境界でカ

スプ状になっており，上記の方法は使えない.これらの場合，豆罰 [0ラムァ!のサンプワングからァェ+0
の値を求めなければをらない.そのためのひとつの方法として，註罰を [0ヲムァ/2]と[ムァ/2ラムァ}に分割
し，それぞれの亙聞で求めた値から車線外挿することが考えられる.これは図 21(a)の重み切(γ)でサン

プリングすることに杷当する.よ号靖震のよい方法は，重みを連続的に変化させるものである.重みとし

て叫7)=αア十bの彰を仮定し， ffTdT附)= 1とffTbア初(ァ)=0を課すと

切{←会[-6;7 +4]， (88) 

ρ
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ダイアグラム展開に基づく連続時間量子モンテカルロ法

となる(留 21(b)).これらの方法を捜うとき辻，求めている物理量が区間 [0ラムァ]で産親近叡できる寝度

にムァを小さくしなけれぜならない.あまり小さくしすぎると サンプル数が減り統計誤差が大きくな

るので注意が必要である.

(a) 

3/frτ 
(b) 
ヰIfrτ

τ 
τ 

-l/Aτ -2/Aτ 

図21:7 = +0のサンプワングにおける重み四(7)の剖.

以上の方法は， 2つの変数ア1. 72に対して再時に極限を取る場合にも拡張できる.この操作は V展

開で行声JMから 2体相関関数を計葬する際に必要になる(式 (40)).冨 21(a)の2変数への拡張は図

22(吋で表される.この重みによるサンプリングは， 71 = 72上の 2つの点から直韓外挿することに対
応する.式 (88)の方法も 2変数へ拡張できる.重みとしてw(アi，72)=α(ア1十ナ2)十 bの形を仮定し，
Jo.d.:r d71 d72 W( 71，72) = 1とfO.6..7 d71 d72 71昨日2)= 0を課すと

L I ~ 7]ートロ 1 

ぉ(71ぅア2)=一ι¥?1-6一一一+71う(ムァ)2L ~ s7 ，. J (89) 

が得られる(醤 22(b))ー 1変数の場合と再様に，ムァを小さくすれば宣線近似の轄度i立上がるが，一方で

サンプル数が減乃統計誤差が大きくなるので注意が必要である.

(a) 品
ザ

Aτ 

τ2 τ1 τ2 τ1 

図22:71二 72=十Oのサンブワングにおける重み ω(71，72)の部.
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