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1次元KPZ方程式の厳密解1

千葉大学大学校理学研究科 笹本智弘 2

KPZ方程式は界面成長を記述する方程式でよく知られているものだがう方程式的定義自弗に問

題があったこともあってかこれまで異体的な解は得ちれていなかった我々はCole-Hopf変換を用

いた KPZ方程式の正期化と非対称排他過程に関する揺らぎの結果をもとに， 1次元KPZ方程式の

解を得ることが出来た.今後種々の一殻生やtt用があるのではなし鴇瓦と期待している.

1 方程式

Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式はうよく知られた界面成長を記述する方程式である.その 1

次元版は

。Ith(X ぅ t〉 =jλ(δ~h(x ， t))2 十 νδ~h(xラ t) 十ゾ万可(x ， の

というものである [1].ここで xElRは空関の位置を表しう tさOは時間を表し，h(xぅt)ξ震は時期

t，位置zでの界面高さを表す.また可(xぅt)はガウシアンホワイトノイズでありう (ηい，t)η(x'， t')) = 

Sい-x')8(t -t').入ラジラD> 0立方程式のパラメータでう νは拡散的な緩和の強さう λは非繰型性う

Dはノイズの強さを表す.

KPZ自身によるラ動的繰り込み群の解析によるとう KPZん

;は土長時閤極隈 (t→∞)でO(宇t1ν/3勺)のようにスケ一/んレされる.この指数は非ガウス揺らぎを表して

おりう多くの界面成長で見られるものである (KPZ普遍性).

KPZ方程式iこ関してはラこれまで数多くの研究がなされてきていたがラ数学院に正当化出来るレ

ベルでの解新はこれまであまり多くはなかった.その珪由の一つはう KPZ方程式の定義そのもの

に問題があるからである.KPZ方程式の定書解はブラウン運動で与えられるがうその数分さらに

はその 2乗が方程式に表れていることに注意しよう.これはノイズの空間方向相関が6関数になっ

ていることに起因する.

2 スケーソング極額分布

統計力学的な観点からはう一番興味があるのは方程式の普遍的な性質でありうそれであれば間じ

普遍性クラスに属していてより取扱い易いモデルを謂べるというアプローチが考えられる.実捺ラ
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KPZ普通性クラスの理解は1次元非対祢持地過詫(部ymmetricsimple exclusion processうASEP)

等の格子モデルに関する研究により大いに進んできた ASEPはう 1次元名子上を多数の粒子が体

積排捧の相互作用の下で右へratepラ左ヘrateqで非対称ランダムウオークをする確率過程である

がう粒子のいるサイトを右あがりの slopeぅ粒子のいないサイトを右下がりの slopeと読み直すこと

により界面成長のモデルとみなすことができる.シミュレーションや間期系ASEPに対する Bethe

ansatzを用いたエネルギーギャップの解析からう界面揺らぎがO(t1j3)のように振る舞うことがわ

かりう KPZ普遍性クラスに麗すると考えられる.

さらにASEPに対してはラ揺らぎの指数にとどまらずうその分布まで再定された.結果は次のよ

うである.時刻9でJJ1{点より右側の巷子点が全て埋まっている step初期条弁においてう N(Oラt)を

原点での時男Utまでの粒子のカレントとするときう主→∞で

N(O，t/(qーが)己主-2-4j3tlj3ETW. (1) 

ただしここでおwはGUETracy-Widom(TW)分布 [2]に従う確率変数である.GUE T¥V分布は

Airy核 KAiを

KAi(X， y) = I dλAi(x +λ)Ai(y十λ)
JO 

とするとき Fredholm行列式

P[CTW三8]ニ det(l-PsKAil三)

で定義される.ただしここで九は[8，∞)への射彰演賞子であるーこの分布は最初GUE(Gaussian 

unitary ensemble)というランダム行列の最大富有殖の分布として得られたがラその援ランダム置

換やタイリングの問題にも現れることが分かつてきた。

この結果(1)は最初TASEPの場合に JohanssonによってYoungtableaxの組合せ論に帰着する

ことによって示され問うその後最近になってTracy，Widomによって Betheansatzを用いること

によって一般の場合に示された [4].界面成長の言葉ではう初期条件はwedge型となっておりう (1)は

スケーリング極践における界面の揺らぎに関する分布を与えていると読み邑すことが出来る.ユニ

パーサリティの長念からはラ由率のある界面揺らぎがGUET¥V分布で記述されるというのはKPZ

普遍性クラスに嵩する全ての系で成り立っと考えられるがう実探にそれが正しいことを確認するこ

とは全く自明では無¥しかし 2010年竹内・佐野辻液晶言慌を用いた実験においてこの TvV分布

が明確に見られることを示した [5].スケーワング指数の確認すら容易で、はなかった KPZ系の揺ら

ぎ分布まで観艶できたことは驚くべきことである.

3 KPZ方程式の解

KPZ方程式の解が得られたといってもうまだ詩殊な初期条件の場合に 1点における高さの分布

が計聾されたに過ぎない.我々が考えたのは次のような初期条件である.

h(xぅ0)ニ -Ixl/孔 d<<1 
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時刻tでのマク盟主界面の彰は

J-x2/2入t fo主Ixl三入t/8う
hいうの={ 白

I (λ/2(2)t -lxl/8 for Ixl >入t/8

のようになっておりラ wedge型の初期条件といってよい.

h(x，t) 

2A.1I品

関 1:狭いwedge型初期条件の界面

さてとtが次の確率密度を持つとしよう.

凶仰州S吟)=ι?官下付判t戸ρ川eρ刊役制(凡碍叶[卜一ρ(伊い川sト一
ここで P九A必i(いZ川う，y的)=A判i(x吟)Ai(ω宮ω)う九は[u仏う∞吋)ヘの射影演室子ラまた積分核兵は

Bt(民ドKAi(X，y)+ 100仙川-1)-1 (的十榊i(y+ Aト山一山一入))
我々の結果は次のようである [7ぅ6ラ8ヲ9].(同時期に Amirらも同じ問題を詩究していた [10J.)

定理.上記初期条件のもとで五PZ方程式で記述される界酉高さ h(xぅt)に討し

(入/2v)h(x，t/2ν) = -x2/2t -l2'Yt + 210gα+ 'Ytct 
ここで官=2-1/3α4/3tゆラ α=  (2ジ)-3/2λD1/2

右辺第一度はマクロな界面の形に対~しておりう次の 2J頁は位置によらない一様なシフトを表

す.最後のl頁がKPZ方程式で記述される界匿の非自明な揺らぎを表しておりうが/3に比挺してそ

の振幅は上で与えた確率密、度で与えられる.

このように一旦解が得られればうスケーリング極摂でどのような分布が得られるかは容易に

分かる. 上記の積分核Btでlimt→∞Bt(民的 =KAi(Xぅぎ)となることからも予想されるように

limt→ooct = CTWで島る.つまり極限において KPZ界面の揺らぎは Tracy-司Tidom分布が記述さ

れる，これはKPZ方程式がKPZ普遍性クラスに請していることを示しているといえる.この文

章は一晃矛居しているようにも思えるが、これまでKPZ方君式に喝しては指数以上の信報は得ら

れておらずヲ一方でASEP等のKPZ普遍性クラスに窮する離散界面成長模型に対しては揺らぎの

分布関数まで求まっていたことを考えるとう現在のところある諜型がKPZ普遍性クラスに属して

いるかどうかの判定法としてはう謡らぎの分布がスケーリング極限において ASEPのそれと一致

するか否かというものを採用することが顕当でありうその意味ではKPZ方程式がKPZ普遍性ク

ラスに属するかどうかというのは意味のある需できちったのだがうそれが今回の解析によって肯定的

に解決されたといえる.
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もちろんt→∞とするだけでなく， Fredholm行列式を数積的に評価することによりうスケーリ

ング極i哀を取るまえの有限の時穿Utにおける分奇を謂べることゃうさらに上記の積分核を l/tで展

関することによりう分布の Tracy-Widom分布からのずれを具尋問に評面することもできる.その

結果剖えば平均が0(t-1/3)の次数で誠少することがわかるが?これは理論的解析の前に竹内・佐

野の実験で見られていたものと一致していたのである.

ここでは結果の導出について述べる余諮が無かった詳細は文献を見ていただきたい.
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