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1 はじめに

ボース・アインシュタイン菱結捧(亘ose-EinsteIn .Qondensation， BEC)とは，ポース粒子の対者、

性によってE規的な数の栓子がある一粒子状態に疑結した状聾である.低温で、粒子は低エネルギー

状聾を占有するが，ボース粒子;まその統計性かち互いに同じ状態を占有したがり，有隈j昆度でE

梶的な数の粒子が最抵エネルギー状態に凝錯する.ここで，粒子が内龍自由度を持たない場合に

は単純に運動量がゼロの状態に粒子が凝縮するのに対し，粒子が内部自由度をもっ場合には，運

動量だけでなく内部昌由度についても一つの量子状態に疑縮が起こる.本稿ではこのような系で

為る内部岳由更をもった玲却原子気体のBECを考え，どのような内部状態に凝縮が起こるのかを

説明する.さらに，疑縮状態における対君、d註の譲れやそれに起因するトポロジカル励起について

解説する [1].

冷却嘉子気体BECとは，磁場やレーザ一光を清いて真空中に浮かせた約100万個の原子集団が

ボ、ース疑縮を起こしたもので，温麦が数100nK，密震が空気よりも 5若も毒薄という超低温・超

低密度の気非である [2，3ぅ4].従来の超伝導・超流動によとべ，相互作吊の強さを始めとした様々な

パラメータを何者7も変化させることができ，かつ精密に制御・観測ができるという特債をもっ.特

にレーザー光を利用した克トラップを用いると，スピン内部自由度にかかわらず原子を捕獲するこ

とができ，スピノルBECと呼ばれる内部自由度をもったBECが実現する [5ぅ6，7ラ8ぅ9].これと

対比させて，単一のスどン状慧からなり内部自由度をもたないBECはスカラーBECと呼;まれる.

京子気体BEC~i ，同己示、ース粒子系である超流動 4He とよと較されることが多いが，スピノ jレ

BEC辻内部自由度を持つという点で超流動3Heや異方的超{云導と類叡性があ均，実際にpr長やd
波のクーパー対と同じ対者J註をもった状態が基底状態で実現する.このように内部自由度を持った

系に共通する持教として，渦，モノボール，スカーミオンといった議々なトポロジカル励起が存在

するという点が挙げられる [10ゥ11ぅ12]. トポロジカル励起とは，連続変形で一様にできないよう

な秩序変数の空開講造を指す.例えば超流動4Heにおける量子渦は，秩序変数の位桔が絹糸のま

わりに2π変化し，凝縮体密度を存限に保ったままでは位相の空間変化を沼すことができない.こ

1 E-mail: yuki@cat.phys.s.u-tokyo.ac.jp 

っdA吐-hd
 



)110由紀

のため量子謁辻突然消えたり現れたりすることはない.超涜動4Heのように内部自由度を持たな

い系では奨縮体の位相が空間変化するだけであるが，内部自由度を持った系では内部岳由度が空

慎変化することで様々なトポロジカルに安定な構造をつくることができる.持に，スピノ jレBEC

では磁場やレーザー光を吊いて局所的に内部自由度を制御・観灘することが可能で [13ぅ14]，この

ようなトポロジカル励起の研究には理想的な系となっている.

以下では，まず第2箭でスピノルBECのー殻的な註賞を紹介し，第3節で、平均場近似について

説明する.第4節以詩は，様々なトポロジカ jレ励起の存在しうるゼ、ロ磁場下η凝縮体に限定して話

をすすめる.第4箆ではスピン 1，2のBECの基産状態とその対有、性の破れについて説明し，第

5蔀でこれらの基定状態におけるトポロジカル励起について具誌的な構造を紹介しつつ解説する.

2 ハミルトニアン

2.1 1悪子ハミルト二アン

まず原子の内部自由度について知るために， 1原子ハミルトニアンを考えよう.原子は電子のス

ピン角運動量Sぅ電子の軌道角運欝量L核スピン Iの内部自由度を持ち，これらの需にスピン軌

道結合，および超鍛組結合の相互作用が働く.ここでは基哀状態のアルカワ景子を考え，S = 1/2ヲ

L=Oとする.一様磁場B 中に長ける 1原子ハミルトニアン辻次式で与えられる.

Hsp = AS. 1 + B・(geJLBS-gNμNI) . 、‘き，，，，
T
1
4
 

J'as‘、、

ここで，Aは超鍛細結合エネlレギー， μBはボーア礁子， μNIま核磯子で，geぅgNはそれぞれ電子スピ

ン，核スピンに対する g因子である.ア}vカワの原子の超f隣国結合エネルギーほAとたBx100mK rv 

μB x 0.1 Tである.スピノルBECはこれより十分低謹，抵磁場で実現し，ハイパーファインスピ

ンF=S十Iとそのz成分ιがよい量子数となっている.s = 1/2なので原子はF=I土1/2の
2つの状態を車りうるが， BECの逼震が超敏幸田結合エネ}vギーよ母も十分低温であることから下
の準位から上の準位への勤匙辻無規でき，逆に上の準{立から下の準位へ遷移した原子は高い運動

エネルギーを得て熱諒子となり凝結体から抜け出す.したがって，F=I土1/2のうち一方の状態

の原子のみがポース議結しているとみなしてよい.本稿で扱う 23Na原子や 87Rb原子では核スピ

ンがfニ 3/2で，これらの系ではF=1および2のBECが実現されている [7ヲ8ぅ9ぅ15ぅ16，1可.

以下では景子のハイパーファインスピンがFの状態に摂定して考える.原子の取りうる状態は

磁気高準往mF=-F，-F+1，・・'，Fの2F+1舗で，ゼ、E磁場下ではこれらは全て縮退している.

外部磁場が十分弱い場合{μBB<<A)には， 1原子ハミルトニアン (1)の罰宥エネルギーを μBB/A

の2次まで震関することで，ゼーマン効果を次のように書くことができる(付録A参照). 

(gFμBB. F)2 
HZe = gFμBB・F平

ムEhf
(2) 

ここで，gF三土ge/(21+りはハイパーファインスピンに対するランデの g因子で，復号は F=

I士1/2に対応している.またムEhf= (1十 1/2)Aを超徴細分裂エネルギー，すなわち B=Oで
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内部自由度を持ったボース・アインシュタイン議結体

のF=I土1/2の関のエネルギー差とおいた.(2)の右辺第1項を 1次ゼーマン効果，第2項を 2

次ゼーマン効果と呼ぶ.2次ゼーマンエネルギーは 1次ゼーマンエネルギーの千分の一以下である

が，スピノ jレBECでは無視することができない.なぜなら，原子気体BECが真空中に浮いた孤

立した状態であ可，スピンが保存されるためである.i:疑結体全体の縦磁化が保存していると， 1次

ゼーマン項はエネルギーのゼ、ロ点を変えるだけである.ダイナミクスを考える場合でも， 1次ゼー

マン項の効果はスどンの議差運動を起こすだけなのでスピン回転系で考えることで 1次ゼーマン

の効果を取り除くことができる.従って，議場の効果の最低次は 2次となる.

以上より，原子の運動項およびトラップポテンシャルも含めてまとめると，ハイパーファイン

スピン Fの原子の 1原子ハミルトニアン辻第二量子生の記法で

r ~ ̂J. i 長2 ~ 01 
Hsp = / drア~1n(γ)!--V÷Eftrap(T)+Pm 十 qm2 1 川村 (3) ジ f ム_.J't'm¥"I I 21¥1[' I ~Ll ä，jJ \'1 '.t"'V' '1."" I 

と書ける.ここで ~m(γ) は惑気副準位m の状態に対する場の譲算子， 1¥1は原子の質量， Utrapケ〉

は光トラップのポテンシャルである.また，磁場の方向を量子化軸 zとし，p 9FμBBラq-

土(9FμBB)2/ムEhfとおいた(復号はF二 I土1/2に対応).ただし，qの値については z方向に直

結偏向したマイクロ波を照射することで調節することが可能で [18]，一般には払qは独立に操作で

きる外音Eパラメータとみをしてよい.

2.2 房子間相互作用:謹~ê離力

原子構桔互作用の主要な寄与は，ハードコア斥力とファンデアワールス引力で，遠方では原子

関距離の -6乗で減衰する等方的な力である.ボース凝縮を起こすようごと超低温では低エネルギ一

散乱となるため，このようなポテンシャル下での散乱は s波の散乱振幅で散乱を特徴付けること

ができる [19]. したがって，具体的な散乱ポテンシャルの代わりに(釘がα/1'111)引のという S関数

に置き換えても γ→∞での 2原子の梧対波動関数と散乱張揺を再現することができる.ここでα

はs波散乱長，r ~ま原子関距離である.このように S 関数で近似できる相互作用を短距離力と呼ぶ.

これに対して，次第で述べる双極子-双橿子相互作用は京子関距離の 1/γ3~こ比例し， s波散乱長で、

記述することができをいため 長距離力とよ;まれるー

さて，原子がスピン内部自由度を持つ場合iこは，相互作用ポテンシャルはスピン状態に依存し，

スピン依存した s披散乱長によ乃記述される.相互作用のスピン依存性の起源は最外殻電子の交

換桓互作用である.電子の反対幹性のために 2つの京子の最外殻電子のスピンが反対称であれば

引力ポテンシャルが深く，スピンが対称であれぜ浅くなる.このような相互作用ポテンシャルは

スピン空間で回転不変 つまり散乱する 2原子の合成ハイパーファインスピンFを保存するので，

Fごとに s波散乱長αFが定義できて，次のようなポテンシャルで相互作用を記述することができ

る[5ヲ6].
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ここでP:F= 2::r=-:F IλA1)(:FぅMIは2原子の合成ハイパーファインスピンを Fに射影する漬
算子である.また 示、ース粒子の対称性から s或散乱で辻散乱する 2原子のスピンの入れ替えに

対して対称でなくてはならないので，:Fが奇数になるような散乱チャンネルは存在しない.

より，ハミルトニアンの建距離相互作用部分を第二量子化の記法で書くと次のようにごとる.

私hort= ~ J dr L v~n~' ~1n叫r山内川
mnm'n' 

これ

(5a) 

三三 4浦 2
ニ γ 一一α:F(Fm;Fm'IP:FIFn'; Fn). 

nn ム.-1 .A1 
:F=O，even 

(5b) 

次に，具体的に F= 1，2の場合について (5)式を直惑的にわかりやすい物理量を用いて書き換

えよう.まず，射影演算子の完全詮かち 1=2:丈O.evenP:Fすなわち，

2F 

dmndm'n'二玄 (Fm;Fm'lち IFn';Fn) 
:F=O略even

、ミt，，
r

A
b
 

'''z'事‘、、

が導かれる.また，スピン演葬子の関採式

RR=iIF1÷F2)2-Ff-FJj (7) 

を(Fm;Fm'lとIFn';Fη)で挟むと，

与 F(:F十 1)-2F(F十1)
(F)mn' (F)m'n'ニラ: 円

(Fm; Fm'IP:FIFn'; Fn) (8) 

:F=O.even 

が得られる.ここで

(F)mn三 (FmIFIFn) (9) 

はスピン演葬子 F= (Fx，FyぅFz)の行列表示である(具体的な行列要素については付諒吾参毘).

これらを用いると，F= 1ぅ2の場合のポテンシャルはそれぞれ次のように書き直すことができる.

spin-1: V;:::~I = cOdmndm'n'十cl(F)mn'(F)m'n'ラ (10a)

47τ{i，22α2十 Go 41Th2α2一 α。
CQ=一-:;:- ~ ， Cl 一一一一一ぅ (10b) 
lv1 3

ヲ

M 3 

spin-2:uZ広!= cOðmnð的~，十 cl(F)mn' (F)m'n'十 c2(Fm;Fm'IPoIFn'; Fn)ラ (lla)

4π長23α4+4α2 41Th2向一α2 4πポ3(α4一 α2)-7(α2一α。)
Co二一 Cl=一一一一-C2=一一 円

. (llb) 
}'vf 7

ぅ
l::;'_
!v[ 7

ラ

M

(10a)式を (5)式に代入すると，相互作用ハミルトニアンは

S以:詑shoぺ/か:[吋t(r)十 CIt2ケ)] (12) 
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と書き車せる.ここで，はノーマルオーダーを表し，粒子数密度演算子科ot(r)，スピン密度漢

算子止(r)を

ntot (計三乞仏(r)九(r) (13) 
m 

あ)三乞〈F)mJL(TMJ) (14) 
mn 

と定義した.これよ司 Coの項は密麦-密慶相互作用， Clの項はスピン交換担互作用になっているこ

とがわかる.

スピン 20)場合は，(FmぅFm'lFゥ/vt)をクレプシュ・ゴルダン係数として

A副γ)三 γ(0，012m; 2n)九(r)弘(r)ニ土[2'1h(r泌が)-2~1(村長 l(r)+柏村1 (15) 
ム-::::\~'~I-"V;-'V/Y Jf"\' /yn¥' J -J5l-"-"'¥' J"--
η~n 

を定義すると，

spin-2:えshort=a Jヶ:[叫t(r)+ cIF2(r)十C4ケ)J: (16) 

と表すことができる.Aoo(r)は21本の合成スどンがそロ{スピン一重項〉となるペアの消滅演算子
となっている.

2.3 原子閏相互作用:長te離方

短距離方に加えて，原子関には双種子相互作君が働く.これは景子の持つ磁気モーメント間に

働く電磁気学的な力であり，次式で♀えられる.

え 1μO(gFμB)2r r drdr' : F~r) . F_ゲ) 3[(γ -r') . F(r)][ケ-r').Fゲ)1 . 
I Iαrdγ 一

dd 一E 4釘π J J urur .-，什T一 rザ刊Jつ'13 I廿γ一 γ l戸5 

二守lグf例ωγ〆f 工 Q山一T〆めfう):ιね(ケ附T
ラYニおうy，z

(17) 

(18) 

ここで， μ。は真空の透磁率でCdd三 μ。(gpμB)2/(釘)とおいた.また，Qf-Lv(r)はγ=Irlぅ長二 r/γ

として

A
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と定義した.これ辻 d波の対称性を持った相互作用で，実際に2階の諌面調和関数Y2m(めを患いて
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と書き室すことができる.

双種子相互作男の詩徴;土 異方的な長距離力であるという点である.散乱ポテンシャルが遠方

でl/rnという振る舞いをするとき， η>3で辻低エネルギ一極限で s波の部分波以外は敦乱振幅

がゼロになるのに対し，n=3で辻全ての蔀分波で散乱振幅が対数発散するため短距離方のよう

な単純金ポテンシャルに置き換えることができない [19]. このため短距離力と分けて取与扱う長

要がある.さらに相互作用がd波の対称性をもっていることから軌道角運動量が土2だけ異なる

部分波の関に結合が起こり 例えばs波で入射した部分波は s波と d波の重ねあわせとなって出て

いく [20].このような性質からから，双極子相互作用が支配的ごとBECは新しい凝縮体として注自

を集めている [21，22].

持に，スピン自由度に着冒すると，双極子相互作用には散乱する 2原子のスピンと軌道の角運

動量を結合させる役割がある. (17)式にケ-r').Fという内積が含まれるために冗ddはスピン

のみ，または軌道(実空間)のみの自転では不変に保たれず，これらを同時に居転させて姑めて不

変に保たれる.したがって スピンおよび軌道角運動量は独立には保存されず これらの合成角

運動量のみが探存される.短距離相互作用はスピンを保存するが 京極子相互作用が鶏く場合に

は孤立系であってもスピンが保害されず，例えば低磁場中にスピン儀極したBECを用意すると，

双極子相互作沼のためにスピン緩和が起こり自発的に回転を始めるという Einstein-deHaas鶏果

が予言されている [23ぅ24]. ただし，アルカワ京子の双撞子相互作用は非常に小さく，通常の実験

状況下ではスゼン;立法ぼ保存される e

2.4 工ネJレギーの階層構造

以上をまとめると Fニ 1ぅ2のスどノルBECのハミルトニアンは次のようになる.

r _ ~ ':'-1- ， ， rた2_" ')1 
il = I dr >. ;TtJ r) 1-ーが十Utrap(γ)+ pm + qm21 'om(γ) f ム-'T Ul'" / I 2J'1;f ，-.''''P ¥. J ' r'  ':Z'" I 

+ ~ 1 dr: [c品ケ)+ cIt2(r) +吋(め]
十手11ω¥，ZUZ:Qw(T一州問(r'): 

(21) 

ただし F=1に対しては C2= 0とおいた.

87Rbと23Na原子の場合について，特徴的ごと相互作君エネルギーの値を表 1にまとめた. (21) 

式のハミルトニアンは多くの項から成り非営に複雑であるが，表1からわかるように，各項のエネ

ルギースケーjレが大きく異なるため，議々を近似が存効となる.まずすでに述べたように，ムEhf

がj量度や他のエネルギーよりも十分大きいために異なるハイパーファ子ン需の相互作用は無視

し，一つのFに限定することができる.次に支配的なのは 1次ゼーマンエネルギーであるが，濃

縮体の磁化がイ呆存されるためこれ辻ラーモア歳差運動を引き起こすだけである.一方，短距離梧

互作用については，スピン依存する相互作用の係数IC1I，Ic21が密度ー密度棺関η係数Coに比べて十
分小さいので，スピン状態に関長なく粒子の密度分布やフォノンのエネルギーが決まる.逆に，ス

G
O
 

AムRU
 



内部自由度を持ったボース・アインシュタイン凝縮非

ピンの内部自由度について辻，売所的な向。tに対して qぅC2およびqの3つの項の和を最小化する

ようスピンの内部構造が決まる.これについて辻第壬節で詳しく説明する.双撞子程互作尾は最

も弱いため，密裏分布やスピンの内部講造を変えるほどの効果はないが，異方的長距離方である

ことからスピンの内部講造の空間変化を生むことがわかっている [25ラ26ぅ27ヲ28].

ato江1 F ムEhf Ipl I q I cOntot qntot C2ntot Cddntot 

87Rb 
1 
6.84 X 109 7.00 X 104 

1.56 X 103 -5.58 
0.65 3.01 

1.54 X 103 2 15.3 8 

23Na 
l 
1.77 X 109 7.00 X 104 

3.12 X 103 号9.3
0.65 11.1 

3.14 X 103 -169 2 156 

表 1:87Rb原子， 23Na原子における特鼓的な相互作用エネルギーの比較.単位辻 Hz.pぅqに
ついては外部磁場 B = 200 mG下での値を記した.原子間相互作用エネルギーは粒子数密度を

ntot = 2x102o m-3として評倍した.s法散乱長は 87Rbについては文献[29ぅ30]， 87Na については文

献[31，32)のデータを用いた.BECの温度を 100nKとして題技数に換算すると kBT/h~ 2xl03 Hz 
でCOntotと再桂度になっている.

3 平均場近似

原子気体BECは非常に希薄であるために，平均場近似により実験がよく記述できる.この節で

は，平均場近訟のもとでのBECを記述する方程式(Gross-Pitaevskii方程式)を導出する.

場の演算子手間を，ある車交関数ψmi(r)とそれに対応する消滅演算子amiを吊いて

九(r)= L amiIPmi(r) (22) 

と展開する.ここで，a聞は交換関係

iamhaLjj=6mR64jラ [&mh&nj]=144ALj]=8ぅ

を満たすとし，IPmiケ)は直交性および完全性から以下の式を満たすとする.

f川山j(r)= bij， 
L IP:ni(γ)IPmi(r') =的 -r') 

(23) 

(24a) 

(24b) 

平均場近似では，全ての粒子が需じ一粒子状態。=0)にJ疑縮していると仮定する.スピン状態

に関しては重色合わせ状態になるとして次のような N桂子状藍を考える.

/ ¥. lV 

i守)=市(I:ω!no) I耐
. - ¥. m / 

(25) 

n
Y
 
4
 
ro 
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ここで， Ivac)辻粒子の真空であり， (mはL::ml(ml2 = 1に規格化されたスピノルである.この状

態 j守)での場の演算子の期待糧法，巨視的波動関数(秩浮変数〉を

ψm(r) =ゾ万(mCPω(r) (26) 

として以下のように計算できる.

(1Jm(r)) = (1JJn(r)) = 0ぅ (27a吋) 

(ψJn(γ)ψηバ(ケT〆'))=ψ~(r)ψ仇η(γ') ， (ρ27b) 

叫叫仰仰刷;ド片加(ケ例γ列刑叫叫)凶叫G科仰Jれ(ケゲ川州γ〆的fう悦)同手孔m(r"川T〆〆内f刀勺fう)川1ftηff勺Fう)叶lト一 去劫か)~μψ域叫肘刷Zぶ汁(ケ例T刊)吋榊(ケゲ内γ〆f
これを用いて状態態、i巾曾)でのハミ jルレトニアンの期待値を取ると， }V>> 1で

E[ψ]三(冗)

=J咋伶叫川(ケ例γ刊叶)イ寸[-一£訟マ2+巳ιr悶時a呼刷p
十→~Jρdr 乞 υ仰伊r)ι山山ψ怜叫州Lぷ泊(ケ川γ

+E守~d11 dγ巾dr'〆右ノ， 2乞二 乞Qμ〆νバ(rト一T〆め/う引)(ι)んmm'バfべ(ι)ηJλ(例γ刊)ψ拡;京怜ν{ケゲγ〆')陥ψ仇れ岬f
mrη1，m η n μ ラグy 

となる.これがBECの平均場エネルギーである.これ辻ハミルトニアン中の場の演算子ψm(r)を

スカラー量ψm(γ)に置き換えたものに一致する.基底状態の波動関数を求める場合には，粒子数

保存を考嘉するために粒子数演算子広三fdr Em 1Jm(r)1Jm(r)に対するラグランジュ未定定数と
して化学ポテンシャルμを導入し，

により決定される.すまわち，

6(冗 -pN)ハ
Sψ~(γ) 

「主2 1 

J11/Jm( r) =卜お¥72十九時(γ)十pm+ qm21山 (r)

十 Z172ZJ;(T)ψ内 )ψm，(r)
，~， nm'n 

(29) 

十句 Idr' 2二LQ{-tv(r -r')(~μ)mm'(孔)nn'点(r')仇f川町I(γ). (30) 
nmημグ

また，E[到の汎関数俵分から系のダイナミクスを号える方在式が得られる.

i五笠m(r)_ OE[wJ 
一

δt Óψ~(γ) 
「ま2 1 

=ト二二ーマ2+ u，凶 p(r) + pm + qm 21 ψm(r) I 2Ji1 -u'~p ¥ / i -.L I 

十 ZuZM;(γ)ψn'(村山，(γ)
，~， n'ητ n 

十 CddI dr' L :乞Qμν(r-r')(F{-t)mm'(ι)nn'ψ~(r')ψ'n' (r')ψm，(r). (31) 
ηm'n' f.t，V 

-550ー



内部自由度を持ったボース・アインシュタイン疑結体

(30)式を Gross-Pi taevskii ( G P)方翠式， (31)式を時間抜存する GP方程式と呼ぶ 2

4 基底状態における対称性の破れ

前臨までで基本的な道具立てがそろったので，本節で辻これらを吊いて F=lヲ2のスピノ jレ

BECの基底状態について調べる.ここではスとン荻存する短距離相互作用に着巨し， トラップポ

テンシャルを無視して粒子数密度が一定の一様系における基底状態を求める.粒子数密、度の空間

変化が十分譲やかであれiえこれは長い近旬、となる.また，ここでは第 5節で述べるトポロジカ

ル励起に興味があるため，理想的に外部磁場ゼロ (p= q = 0)を考える.ゼロ磁場下では，系の対

称性が高いため様々なトポロジカル励詰が君子在しうる.京極子相互作用はエネルギーが小さくス

ピンの内部構造を変えることがないのでここでは無視する.

4.1 基底状態

4.1.1 スピン 1

双極子相互作用とトラップポテンシャルを蕪視すれば，基底状態、の秩序変数は明らかに空間変

化しない.そこで，粒子数密度を ntot= 2::m Iψml2として秩序変数を ψm ゾ五ot(mとおく.(m 
はノルムが1に規格化された3成分スピノルである.基底状態は一粒子あた与のエネルギー密夏

_ E[ψ1 
E[(J ==一一一 ~ntot 十三ntotIfl2 Vntot 2 --WC  ' 2 

を最小にする〈により与えられる.ここで，

(32) 

f = l:(:nFmnふ (33) 
mn 

は一粒子あたりのスピン期待鐘である.ntotが一定なので，基底状態辻 Cl> 0の時f= 0， Clく O

の時Ifl二 1となることがわかる.これらを満たす秩序変数の具手本的な形を求めると次のようにな

る[5ぅ6J.

[1] Cl < 0 :強蕗性相

Ifl = 1よち，全ての原子が同じ方向に需題した状惑が基産状態となる.この偏撞方向を z

方向にすれば，秩序変数は(= (1ぅOぅO)Tとなる，嬬極方向および秩序変数の位椙は任意に

とることができるため，一般的な秩序変数として (1ぅOぅ0戸にオイラ一回転と位程変換を作
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2双極子相互作用のような長距離相互作男の入った場合は，非局所 GP方程式と呼んで区別する場合もある.
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Z 

y 

x 

~ 1:スピン巨車三のオイラ一角.

と書ける.ここで，0:，βぅマは函 1に示すオ千ラ一角を表し， ε-iFzQ等はスピン自転のj寅算

子である(具体的会表式辻村録B参照).この状態に対してスピン期待値を計算すれば，j=

(sin scos仏 sinssinαぅcoss)となっていることが確認できる.

また，スピンの 2乗期待催を用いてネマティックテンソルを

~ IP'，.F"-P，，F，:， I 
ル =LG|μν2U1J7W=MZ

と定義すると，強磁性椙に対しては常に

(1/2 0 0¥ 

N = I 0 1/2 0 I (36) 

¥ 0 0 1/ 

と対角化でき，屈有憧1に対する毘有ベクトルがfとなる.このことからも，秩序変数は磁

(35) 

化が生じる方向に一軸異方性をもっていることがわかる.

[11] C1 > 0 :京一ラー梧

まず， l::m l(ml2ェ 1とfz= 1(112 - 1(_112 = 0より，秩!事変数を
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(37) 

とおくことができる.さらに，f十二 fx十ify= 0より，

〉宝((;(0刊誌-1)= sIn s cos s ( e -2χ1十e2χ-1)= 0 

=キ β=0ぅπ/2orχ1 + X-1 = (2n十 1)1L 

よって，X-1ニ仏Xl=一α十1fとおきなおすと，一般解は

白U山山iトいドい=訂ゴJεd戸川i坤勺φ汁iCCO; )トト=訂ゴ=eUTe♂〆《庁一tゆ均νφ~Vεe-iuu ド ε(~
(-lJ ¥ e

iα 日#-) ¥0 

つムにd
F
h
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内部自自度を持ったボース・アインシュタイン疑縮体

と書くことができる.(38)式の最右辺から，ポーラー相の一般解は， (0ぅ1，0)Tという状態に

オイラ~@転とゲージ変換を作用させたものであることがわかる.

ポーラー相ではスとン期待値がゼ、口であるが，スピン空間で等方なわけで;まない.実際に

(= (0ぅ1ぅO)Tに対してネマティックテンソルを計葬すると

寸::) (39) 

とな母，一軸異方牲をもっていることがわかる.(38)式で与えられるポーラー梧の一般的な

秩序変数に対しても，ネマティックテンソjレは対角化すると (39)式と一致し，富有{直0の

富有ベクトんがd二 (Si11βCOSα，Si11βSI11仏 cosβ)なっている.dが異方軸の方向を表して

いる.

表1より， 87RbはC1< 0で強磁性棺， 23NaはC1> 0でポーラー相である.これらの基底状態

はp波の超流動である超読動3Heと類似した講造に去っている.3Heクーパー対のもつ内部自由

度は軌道角運動量 L= 1，スピン角運動量 S=lで， A相では mL= l，ms = 0の状態に凝縮が

起こる.スピン F=1のスピノ jレBECでは強犠性栢は mF= 1，ポーラー桓は mF=Oに疑結が

起こるので，これらの秩浮変数は 3HeA相の秩序変数に対して，それぞれスピンおよび軌道の自

由震を燕視したものと一致している.

4.1.2 スピン2

スピン 2のBECの一粒子エネルギーは次のようになるー

ε[〈i=2271tot十三lmotifi2十 22mothooi22 V~V' 2 

ここで，1は(33)式で和を m川ニ -2，'" ，2にしたものであ母，

αoo=poi2m;2仙ふ=古畑一2-2(1(-1 + (3) 

(40) 

( 41) 

と定義した.スピン 1の場合と同議に考えると， Cl > 0では1= 0， C1く Oで辻 1I1ニ 2の状態が

好まれ， C2 > 0では α00ニ 0，C2 < 0では iα001が最大の状態が好まれる.しかし 1I1とα00は独

立には決められないため， tl下で辻具手本的に GP方程式を解くことで基底状態を求めることにす

る.GP方謹式はエネルギーの変分がゼロという式なので，得られた定常解の中から一粒子エネル

ギーを最小にするものが基底状態である.

今はゼロ議場下での基ま状患を考えているので，ここでは自発磁化の方向を z方向にしても一般

つd
F
h
u
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'1主は失われない.そこで，fx = fy = 0今fz三Gとおいて GP方程式を書き下すと次のようになる.

(μ-contot)(o -C2ηto告(~=。う
(μ-COntoも一山仏十 C2ntot告と1=。ラ
(μ一机0七十仇抗fz)C-1+仇 tE12G=。ラ

vδ 

{μ一例。t-2仇 otfz)(2 仇 ot空12C2=Gラ
vひ

(μ一山十2山 tfz)('!'_2一川和二O

(42a) 

(42b) 

(42c) 

(42d) 

(42e) 

(42a)式より，

C2ntotlα001 
(0斗 μ=cOntot土 または (O-ii)(0 = 0 

5 

(42b)ベ42c)式より，

/ 工 ¥ 11 {-sgn(C2)eiθゾ入1士c1ntotfz¥ 
(l-i)μ=帆 ot土入h l i=--1 1 

M:'1 J V2Xii 土v入l平C1ntotfz J 
(C2ntot)21α0012 

h三 ¥1(C1ηtoJJ2÷5 

または

(l-ii) (1 = (-1 = 0 

(42d)ぅ(42e)式より，

( (2 ¥ 12 (sgn(C2)ei8ゾλ2土2C1ntotfz¥ 
(2-i) f-1 = COntoも んう(;--: 1=一一 i l 

¥ (:'2 J Y2X; ¥土v入2平 2c内 otfz ) 
(C2ηtot)21α0012 

(2c1n凶 fz)2÷5入2三

または

(2-ii) (2 = (-2 = 0 

となる.ただし，寸1，2は在意の複素数，。三 Argα00とおいた.以下， )頓に場合分けして調べる.

[1]まず，fz =F 0のとき，約一i)ぅ(l-i)ぅ (2-i)で得ちれる μは一致しないので，これらのうちどれ

か一つのみが成立する.

[I-A] (O-ii)ベl-ii)，(2-i)が成り立つ時，規格北条件よりわ/21= 1.また，fz = 21(21
2-21(_212 = 

土4Clηtotfz/入2かつ fz > 立入2> 0よち入2- 4Clntoいこれを溝たす秩序変数辻， = 

(1ラOぅOぅO，O)Tで，このとき aoo 0となるのでんの定義と矛盾はない.このときの一粒

子あたりのエネルギーは

ε[(同川0)Tl=3mけ如tot (43) 

必
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内部自自度を持ったポースーアインシュタイン疑縮体

となる.

[I-B]同様にして (O-ii)，(l-i)ぅ(2-ii)が成り立つ持， ，= (0ラlぅGラOラ0)ぅfz二 1ぅα00= 0で

ε[(0ぅ1，0ぅOぅO)T]=227zzot十 fintot2 V~V' 2 (44) 

となる.

[I-CJ (O-i)ぅ(l-ii)ぅ(2-ii)が或り立つ持は，=(0ラOヲ1ぅOぅ0)でん =0となるので，fz手0の仮

定に反する.

[11] fzニOの時は， (O-i) ， (l-i)， (2斗が同時に満たされる.

[II-A]α00 # 0のとき α00が実数となるように全体の笠桔を決めることにすると， (O-i)ぅ(1せ)ラ

(2-i)から求まる秩序変数は

/ '" "''' T 
= (竺 -1sgn(的 JO12三}
¥ y'2'ゾ2 ぅy'2'y'2J (45) 

と会る.α00が実数なので 10は実数であり， (1-i)，(2-i)に現れる復号はん=ん =0を満た

すよう;こ決めた.規格化条件から1i212+ 1/112十ld二 1で，これを用いると α00= 1ん15な
る.また，一粒子エネルギーは

E[( 45)式]= ~ ntot十三則的2 V~V 10 (46) 

となる.

[II-B]α00 = 0のときは (42)式より，各(mは独立になる.したがって，

fz = 21(21
2
十 1(11
2
-1(_11
2 
-21(_21
2 
= 0， 

f+ ニ 2(~(1 十ゾ6(;(0 +ゾ6(~(-1 十 2(.":-1(-2 = 0ぅ

dα00 = 2(2(-2 -2(1(-1十(S= 0ぅ

(47a) 

(47b) 

(47c) 

を満たすように〈が決まる.到えば， '=(1/V3，0ぅOぅy273，O)Tや，=(1/2，0ラザゾ三ぅOぅ1/2)T

がこれを満たす.一粒子エネルギーは

E[( 47)式i=2ntot (48) 

となる.

(43)ぅ(44)，(46)ぅ(48)式を比較して，国2の相留が得られる.ここで， ，ニ (1ヲ8ぅOぅOヲO)Tで代表

される 1I1= 2ぅ向。 =0の状態を強磁性相， (45)式で代表される 1I1=0ぅ向。 =1jv言の状態をネ

マティック相， '=(1/V3，0，0，j27三点)Tで代表される 1I1=α00 = 0の状態をサイクリック相と

呼ぶ.代表される というのはスピン 1の場合と同様にこれらの秩序変数の全体の位桔は任意に

選べ，かつ，秩序変数をスピン空間で自転させても基哀状惑となるからである.函 2には表1に

従って 87Rbと23Naの相互作用孫数をプロットしておち 87Rb ~土ネマティック相とサイクリック

相の境界付近に， 23Naはネマティック相に位量することがわかる [32ぅ33]. また，ここで得られる

相は d波の超f云導体に対して求まるものと詞じである [341.

「。
に
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「
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ネマティック
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図 2:ゼロ議場中のスピン 2BECの相醤.各相の領域にはその相における代表院な秩序変数を記

した 23Naはネマティック相， 87Rbはネマティック棺とサイクリック相の境界に位量する.

4.2 対韓性の破れと秩序変数空需

前節でみたように，ある基底状撃の秩号変数が求まったときに，それをスピン空間で回転させ

たものはすべて基底状態となる.これはハミルトニアンがスピン回転とゲージ変換に対して不変

であるためである.具体的に，p=qニ Cddニ Oの場合に (21)式で場の漬算子にスピン回転とゲー

ジ変換を誰して

ザ→ εiφε iFzαe-i月九品γ争 (49) 

とおいてもハミルトニアンが不変であることが確認できる.ただし，ゅう仏β" は空間に依存しな

い定数とする.

一般にハミルトニアンは何らかの対者、性を持っており，高温ではハミルトニアンの対称性を持っ

た状態が実現するが，相転移が起きると対省、牲が譲れる.例えば，一成分BECの場合には場の演

算子長を♂φ長とおきかえてもハミルトニアン辻不変であるが，ボース読縮が起こると凝縮体の位

梧が一つに決まり， 1立相の異なる状態泣別の状態と見なされる.このとき，ハミルトニアンを不変

に保つ変換の集合は 1次元ユニタリ一変換群U(l)三 {εZ叶ゆ E1R'.}を成し， iボース疑縮により U(l)

対称性が破れた」と言える.

スピノルBECの場合，ハミルトニアンの相互作用部分を不変に保つ漬算は位指変換と 3次元ス

ピン回転で，これらの変換の集合は位相変換からくる 1次元ユニタリ一変換U(l)とスピン屈転か

らくる 3次元特殊亘交群 80(3)の亘穫

G = U(1)o x 80(3)F 

ニ {eiφe-iFzαε-iFyβε-iFzヴ10三;ct，αぅ守 <2久 O三β三三 π} 

(50) 

(51) 

で与えられる.ここで，添え字φヲFはそれぞれ註栢とスピンの自由度を意味している.議縮状態

ではこの対称性が破れるのだが，スカラーBECと異なりスピノルBECで辻凝縮状態、でもハミル
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内部自由震を持ったボース・アインシュタイン疑縮体

トニアンのもつ対材、性が部分的に残っており，その対柱、性の破れ方の違いにより様々な量子相が

出現する.これは超流動ヘワウム 3や異方的超伝導など内部自由度を持った系に共通した特徴で，

対称性の高い状態が基ま状惑として現れる傾向にある [11，35].

ある秩浮変数ψが与えられたときに，この状態の持っている対称性は次のように定義できる.

Hψ = {h E G 1 hψ=ψ}. (52) 

Hをψの等方部分群 (isotropygroup)また辻小群(li抗legroup)と呼ぶ.例えばスピン 1の秩序変

数(1，0ぅO)Tは強磁性桔であるが，この秩序変数辻次のようなゲージ変換の結合したスピンの2次

元富転に対して不変である (36ぅ6].
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(53) 

従って， (1ぅO，O)Tに対する等方部分群辻

Hferro = SO(2)Fz φ三 {e
iγε-iFzマ10三7く 2π} (54) 

と書ける.

Hが与えられたとき，閉じ相に属する秩序変数のとりうる空間{秩序変数空間)は高空間 (quoient

space) 

R=GjH (55) 

として定義できる."jH" ~ま G に対して， Igヲ g' E Gがg-lg'E Hを謁たせばこれらを同ーの要素

とみなす」という操作を表し，R二 {gHlgξ G}とも書ける3 具体的に GjHを求めるには秩序

変数に Gの元を作用させて秩浮変数の動きうる空間を考えれiまよい.万の元に対しては秩序変数

は不変ごとので，得られる秩序変数空間Gψ = {gψIgξ G}はGjHと同型になる e 強磁性栢の関で

考えると，Gψの元は (34)式，すなわち
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(56) 

で与えられる，この秩序変数はゆ-/を一定にすればゅう7の橿々の植には依存しない.これは，ス

ピンの匝転と位棺変換が等価であることを意味し， (54)式にあるスピン・ゲージ結合の 80(2)対

称性の帰結である.秩序変数は (αヲβ?γ -ct)というオイラ一角と同じ 3つの自由度で構成される

ので，秩序変数の取りうる空関は

Rferro = 80(3)F，φ (57) 

3G/Hは群になるとは践らないが，Hが G の正規部分群であるとき G/Hは群となる.在意の gε G，hεHに立す
して ghg-1εHをi蕎たす持，Hが Gの正規部分群という.
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である.任意の秩浮変数に対して Gの作用はエネルギーを不変に保つので，Rは秩序変数のとり

うる全空間(ノんムが1の複素2F十 1次元ベクトル)の中でエネルギーの縮退した空間を形成して

いる.凝弱状態ではこの縮退した空間の中から対称性が自発的に被れて R上の 1点が実現するの

で，Rtま f破れた対祢性jを表しているとも言える.

再禄にして，スピン 1のポーラー相についても考えてみよう.ポーラー桔の秩!事変数 (0ぅlぅO)T

は以下の変換に対して不変である.
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(58) 

(59) 

(58)式はスピンのみの 50(2)対和J性をもつことを示しており， (59)式はスピンとゲージの結合し

た離散対称性があることを表している.ここで， σニピ1fe-iPx1fとおくと ，(J2 = 1 (1 ，士恒等変換)

であることから {1，σ}は位数2の巡司群Z2をなす4 これらをあわせると，ポーラー梧のもつ対

称性は

Hpolarニ 50(2)pz鴻 (Z2)F，ふ 、、1
2ノ

Q
v
 

nhり

/
，

t
も
¥

となる.ここで σ と 50(2) の元島 =ε-iFz~f が非可換 (σ仏σ=gf チ gγ〉であるため半直積の記

号 xを用いた. (60)式の右涯をまとめて位数無謀次の二百体群(D∞)Fラφとも書く 5

Hがわかれば数学的に GjHを求めることができるが6，ここでは強磁性相の場合と同様に秩序

変数に Gの元を作用させて得られる空間を考えてみよう.秩!亨変数に Gの元を作用させると，

(ç~J = eiØe~iP~ae-iFyße-il'~~ m劫/←;β
Gナナナ)トトト=訂ゴ=eUTe一ε♂許凸i伶h令九ε(1 ¥ {O ¥ { 一吋ε 7言

ね いい泊三!ザ

となる. (61)式の最右辺がすに板存せず，また (αち丘中)→ (α 十hπ-えゆ十 π)わ変換によ

り不変になっていることからもポーラー梧の等方部分群が (60)式で記述されることが確認でき

る.ここでスピン告岳度に着Eすると，秩序変数は仏βの2変数，すなわち 3次元単位ベクト

ルd= (sinscos仏sinssin仏coss)で表すことができる.このような空間は 2次元球菌 52ニ

{(dX1 dyぅdz)I dx，y，zを喪?d3+号+d; = 1}と呼ばれる.これよりポーラー相の秩序変数空間は

Rpo1ar = [U(l)o X 5~]j(Z2)ムF (62) 

となる [37].

41立数nの巡国群とはgn= 1を、満たす生成元gによって生成される群でη閣の元からまる.1:n = {gk I 0 ~三 k~ η-1}.
特;こ gがある軸まわりの2π/η 回転を表す場合にはCn と書く [19].
5位数伐の二重百体群D刊は巡回群Cnに対称事告と垂亘軸まわりのτ冨転を生成元として加えたもので，Dn主主Cnメ1:2
である.
6今の場合は80(3)/80(2)竺 82から直ちに (62)式が導ける.
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内部岳由震を持ったポース・アインシュタイン凝縮体

4.3 球面謂和関数表示

前節で見たように得られた基定状態の秩早変数に対してハミルトニアンの対称、性Gの元を作用

させれば，考えている椙における対称性や秩序変数空間についての情報を出き出すことができる.

しかしもっと簡単に 球雷謂和関数を用いて秩早変数を図示することで直感的に対称性を理解す

ることができる，ボース粒子はスどンが整数値のみをとるので スピン Fの系に対して球面講和

関数YFを基底にとることで，次式のように多或分のスピノル秩序変数からスカラー波動関数曹

を樟成できる.

F 

w(8， '1') = 玄 (mY?(仰) (63) 
m=-F 

ここで， (8ぅψ)はスピン空関における方位角である.具手本的に，スピン 1の強磁性相，ポーラー梧

に対しては

丸山)二吋州=一長川6

古川

(64) 

(65) 

であり，これを図示すると国3のようにをる.色の護淡は曾の位桓を表しており，図3(a)から確

かに，強磁性オ告はz軸(自発議化の生じる方向)のまわりに冨転させると位指が変わることがわか

る.これは位桔とスピンの結合した 80(2)対称性を表している.一方，ポーラー相では z軸まわ

りに回転させても位相は変わらないが それと垂亘方向を軸としてπ自転させると位栢がπ変わ

ることがわかる.前者が80(2)対称性，後者がZ2対者、牲に対応する.なお， 4.1.1で定義したd

は80(2)対柱、軸の方向となっている.
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図 3:スピン 1BECの基底状態の調和関数表示.

スピン 2の場合についても同様に国示すると函4のようになる.この国から得られる対呑性を

表2にまとめた.まず，強磁性棺についてはスピン 1と同様に位相とスピンの結合した 80(2)対

称性を持つことがわかる.ただし，スピン 1の場合と異なり，スピン空間での回転γに対して位

相が針変北するため，Hferro = 80(2)Fz-2φと書く.
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函 4:スピン 2BECの基底状態の調和関数表示.

サイクリック相についても同様に図示すると，図4(b)， (c) ~こ示すように (l/ vÍ3， Oラ Oぅy'273， 0)

と(1/2ぅOぅi/V2， 0，1/2)という秩序変数がどちらも再じ形をし，回転させた関係にあることがわか

る.国4(c)を用いてサイクリック相の持つ対称牲を翼べてみよう.図壬(c)において，Xぅ払Z車産方向

の「腕]の泣きEはちょうど3π/2ずつ異なる.まず，言はz軸の周与に対する π匝転に対して不変

であるー一見すると z軸)寄りのπ/2回転に対して不変であるように見えるが， π/2@J転ではιν軸
方向の位相が変わるのに対しz韓方向では位椙は変北し会い.したがって 秩序変数全体の位相を

変えてももとに更すことはできない.一方， (1，1，1)韓方向島りの2π/3回転であれば民y，z斡方向

の位柁がそれぞれ-2π/3ずつ変化するので，スピン空需での自転と同時に秩序変数全体に ei2rr/3

を揖けてやれば秩序変数は不変に保たれる.弘吉軸，および(1，-1，-1)ぅ(-1，-1ぅ1)宅(-1，1ぅ-1)方

向まわりの毘転に対しでも再誌のことが言える.このような回転操作は正田面体を不変に保つ酉

転操作に一致し，xラあz軸周与のπ回転が正西富体の各辺の中点まわりのπ自転に (1ぅ1ラ1)車患な

どの!寄りの2π/3自転は正図面体の頂点の馬りの2タ/3自転に対忘する.従って，サイクリック栢

は正図面体群の対材、牲をもっ.

ネマティック椙については少し棲雑で，実i討す者、性の異なる 2つの状態が縮退している.性的式

で (γ1ヲヴ2)= (0ヲ0)ぅ(1，0)および(0ぅ1)の場合を毘4(d)-(f) ~こ示した.国 4(d) はスピン 1 のポー

ラ一指と同様に 1軸対者J註D∞を持つ‘ただし z軸周りのπ回転で位相が変わらないのでスピン

とゲージの結合はない.これを 1軸ネマティック (uniaxialnematic)状惑と呼ぶ.図4(e)(f)は対

称性は同じで互いに自転させた関係iこある.国4(ちについて対者、性をみると，秩序変数は z車皇居

-560-



内部自由震を持ったボース・アインシュタイン疑結体

幸吉 秩序変数C 豆 Hの生成冗

強議性 (1う0，0ラOう0) SO(2)Fz-2φ e
i2ψe-i凡φ

サイクワック (がう台。，~) Tct，F ei21f /3 exp [一戸土先FZTiヲ切(-iFzπ]

1軸ネマティック (0ラOう1ぅOラ0) (D∞)F exp[-iιφ]う♂exp[-i九時

2軸ネマティック {手言，0ぅ川左) (D4)久F e~1f exp[-i九~L exp[-iFx1f] 

表 2:スピン 2のゼロ磁場中における基定状態の秩序変数とその対称性.Tは正四匡体屈転群を

表す.

りのπ/2回転十{立相πの変換，およびz軸まわりのπ回転に対して不変である.このような対称

性は位数4の二百体群D4で表される.これを 2軸ネマティック (biaxialnematic)状態と呼ぶ.量

子揺らぎまで考毒するとこれらの縮退が破主， C2 > 0では 1軸ネマティック状議， C2 < 0では2軸

ネマティック状態が安定になることが知られている [38ラ39ラ40].

5 トポロジカル励起

第4箆では一様系の基底状態とその対者、性について調べた.ある基底状態の秩;亨変数が求まっ

たとき，この状態とエネルギー縮退した状態の集合として秩序変数空間丘が定義でき，自発的対

称性の破れによりこの縮退した秩序変数空関 Rのうち 1点に対応する状態が実現する.しかし，

系のサイズが十分大きければ， f~エネルギー状態として秩序変数がR上を援やかに空間変化する

ような状況が考えられる.なぜなら，このような秩序変数の空憧変化は凝縮エネルギー(相互作用

エネルギー)を最小に謀つためエネルギーの増分は運動エネルギーのみで，空間変化を緩やかにす

れば励起エネルギーを抑えることができる.このような内部自由度の空間構造をテクスチャーと

呼ぶ.本箆ではこのようなテクスチャーのうち，とくにトポロジカルに安定なものについて議論

する.

秩序変数の空間変化が生じる剖として， BEC棺転移のダイナミクスを考えてみよう.相転移点

を通過した直後は遠く離れた点ではコヒーレンスがなく実空間の各点で独立に対稔性が破れるの

で，R上の点が空間的にランダム ζ出現する.十分時間がたって，コとーレンスが十分に発達す

ると，凝縮状態はよりエネルギーの低い一様な講造に向かう.しかし，Rの幾荷学的な構造によっ

ては必ずしも一様な構造に移り変われるわけではなく，凝績体の中に欠陥が生じる.このように，

秩序変数の連続変形により一様な構造に移り変われないものを総じて「トポロジカル励起j と呼

ぶ.また上記の棺転移ダイナミクスによ乃トポロジカル励起が生じる機構は Kibble-Zurek機種と

して知られている [41，42].

トポロジカル励起としては，渦，モノポーjレ，スカーミオンなどが喜在する.これらは栢転移

ダイナミクス以外でも，外部回転や磁場操作などにより生或することができるし [43ぅ44ラ45ぅ46ぅ

47， 48]，双橿子相互作用によって基産状態としてこのような秩浮変数の空間講造が生じることも
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ある [25 、 26~ 27].以下では秩手変数の空間棲造に伴う粒子およびスピンの超流動流について定義

したあとに，具体的にスピン lのBECでどのようなトポロジカル励起が存在するかを説明する.

5.1 超流動，スピン超涜動

よく知られたトポロジカル励起として，スカラー BECにおける量子議が挙げられる.これi出品

の題りで超流動の速度場の楯環が量子化さましるというものである.スカラー BECの秩序変数は

ψ=1ψleiψ と書け，設序変数の一位性から実空悟上のある関経路に沿ったゅの変化は 2π の整数告

でなくてはまらない.一方，秩序変数の空間変化は超i定義の流れを生み，その速度場は位棺の勾

配によヒf到して

v
m剖
s 三てtず(マψ)一夕刊ψ]=互マφ
2J1v1 i 

で与えられる.これより， vmassの鑓環は

fvm槌 s.dR =討れ dR=もj←ヤ
となり，hjl¥;iを単位として量子化されることがわかる.

スピノルBECにおいても同様に，秩序変数の空間変先に辻超流動が伴う.ただし，スピン自由

度を反映して，粒子だ吋でなくスとンの超流動も生じる.これらの循環が常に量子化されるわけ

ではないが，ここで超流動とスピン超流動の佐賀を見ておくのは存意義であろう.

スピノルBECの超流動力レントは各スピン成分の速夏場の和として次式で定義される.

(66) 

(67) 

vmass三去工[伊 (68) 

実擦にGP方程式を清いて粒子数密度の時爵微分を計算すれば，匂医師stま粒子数に対する連続の方

程式

生E竺÷マ・ (ηtotVm翻)ニ8
8t 

(69) 

を満たすことが確認できる.ただし，ここで辻一般的に ntotは時間的，空間的に変化しでもよい

とした.同様にして，スピン密更の時間微分を計算することでスピンに関しての連続の方程式と

スピンカレントが次のように書けることがわかる [49].

2hotfμ)+マ川7?アI滋3乍 0

VS伊♂s印平P戸pin

符Ln

(70) 

(71) 

以下では具体的にスピン lの強磁性相，ポーラー相について超流動力レント，スピンカレントを

計算してみよう.

つム6
 

に
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内部吉虫震を持ったポース・アインシュタイン凝縮体

5.1.1 スピン 1強議性相

秩序変数の一殻形(56)式を (68)式に代入すると，超流動カレント辻

v
lllasS二三:マ宇一(マα)∞sffl (問
日4

と計算できる.ただし (56)式中の争ーすを φと置き草した.スカラー BECの場合と異なり，

vlll舗がスカラー関数の勾までは書けないため，超流動力レントの楯環は量子化されない.こ

こで，{晶度マ X VlllaSSを計算すると，一粒子あた切のスピン期待笹を表す単位ベクトル f= 

(sinβcos仏 sinssinα 今cosβ)を用いて

マ×り磁器S=fL(マα)x (マs)sins 
A1 

=三一 ). らν入fM(Vfv)x(V1.入)2A-f ム~ -fkVA" fk 

μジ入=久Y，z

(73) 

(74) 

と書くことができる，これよ母，スカラーBECの場合に辻凝縮体中で常に漏度がゼ、ロなのに対し，

強磁性桔では磁イヒの空間分布にともなって渦度が凝縮体中に分布していることがわかる.(74)式

のfをクーパー対の軌道角運動量互に置き換えれば，超流動3HeA栢における渦衰の式(ivIermin-

Ho関係式[50])となる.なお， (74)式のようにスゼン空間のベクトん(fラd)と実空間のベクトル
(マ?の血部Sラ匂sp町の両方が存在するときは，実空間のベクトルを太字でスピン空間のベクトルは添

え字μぅ只λ(二 Zうありをつけて書くことiこする.

スピンカレントについては (56)式を (71)式に代入してまとめると，

ufm=んの図師S-2-〉:EIノ入fv(V1.λ) 
が戸 2λfム.-1 -fk 

Eノ入

(75) 

となる.第 1項が粒子とー諸に運;まれるスピンの流れ，第2項がスピンの勾配により生じる涜れ

を表している.スピンの連続の方程式と (75)式から磁イヒの絶対値の時間微分を計算すると，

λ て 「長長(n;otlfI2)= -2工ntotfpV(ntotfMVlll締)十五乞い(れも叫ん)V. [ntotfv(V f入)] (間
μν入

二 -2IIfl2ntot V (ntotvill脳)n;ot ( I:んマん).vill引 (77) 
L ¥μ I J 

=1げ争-2n;ot(I:fMVf.μ)戸 内
¥μ/  

となる.初期状態が全空間で If(r)12= 1を満たすとすると εμんマfμ 二 Oなので (78)式の右辺

第二項はゼロとなる.これより，割引2/δtニ Oとをって 1粒子あたりのスピン期待龍が常に 1に

保たれることがわかる.

5.1.2 スピン 1ポーラー桓

在序変数の一般形 (61)式を (68)式に仕入すると，

匂現蹴=ヤφ (79) 

っdcu 
弓
U
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となり，渦の箔環が量子化されることがわかる.ただしポーラー相は Z2対称性を持つために位相

をπだけ変えても 同時にスピン空間でπ毘転させれぜ秩序変数は不変に課たれる.したがって，

実空間のある閉経路に沿って一屈したときにφの変化は πの整数倍であればよく，超流動カレン

トの種環はスカラー BECの半分のhj(2A1)を単位として量子化される.

スピンカレントについては (61)式を (71)式;こ代入し，異方軸の方向を去す単位ベクトルd二

(sin ，8 cos仏 sinβsin仏 coss)を用いて表すと

U7111=一五LEμ1ノル(Vd入) (80) 

となる.ここで注意すべき点は，ポーラー梧では磁化fがゼロであるが，スピンについての連続

の方程式を書きTすと

三(九七叫ん)= -V . (ηtotV明ロ) (81) 丘tμ

ニ会I(れ叫 lLヤ入dvV叶 +ntotLぃ dvV2d入I (回)
L ¥ν入 /νλj

とをるため，dの空間構造によってはfが時間発展で成長する.これは舞理やりスピンテクスチャー

をつくるとポーラー状態そのものがこわれてしまうことを意味する.粒子数密度引otが一定の凝

縮体を想定すると，スピンテクスチャーが安定であるためには

d x V2d = 0 (83) 

を講たす必要がある.

5.2 )1晶

j品を分類するには実空間で閉経路を考え，それに沿って秩浮変数がどのように変わるかを調べる

(図5).議の種類:え秩序変数空間におけるトポEジカルに異なる経路に対応する7 倒によって，ま

ず辻スカラ-BECについて説明しよう.秩序変数空間は位相の自岳度からくるRscalar= U(1)さが

である.ここでS川主η次元球菌でη+1次元空間における単位ベクト jレの戒す空罰であり， n=l

の場合辻図6(吋に示すような二次元平面上の単位円で記述できる.実空間における関経酪がこの

秩序変数空間Rscalarに射影された時， Rscalar空間での経路は単位円を何層まわるかで区別される，

例えば，国6(b)のような経路であれば，連続変患によりこの経路をRscalar上の一点に縮めること

7このように閉経路からある空間 Rへの写像を分類する手法としてホモトピー論がある.RI有における需経路の集
合に対して，連続変形で移れる経蕗をすべて司一捜したものを基本若手とよび7r1(R)と書く.スカラー BECおよび、スピ
ン1の強犠牲椙，ポーラ一語については，それぞれ，

πl(U(l)) = z、π1(SO(3))= Z2，πl([U(l) x S2jiZ2) = z 

となることが数学的に示せる.再様にして，閉経路 (1次元球面 Sl)の代わりに関曲直 (2次元球面 S2)や3次元球面
S3からの写像を分類するには第三ホモトぜ一群 7了2(R)，第三ホモトピー群 7r3(R)が用いられる.これらはそれぞれモ
ノポールとスカーミオンの分類に用いられる.本語では数学的な話は省略して室感的にトポロジカル励起の構造が理解

できるよう話を進めるので，ホモトピ一議については文献 f10ぅ51]や数学の教科書を参考にしていただきたい.
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内部自由疫を持ったボース・アインシュタイン凝縮体

ができるが，図6(c)のように単泣円を一国まわるような経路に対しては連続変形でRscalar上の一

点に縮めることはできないため，これらの 2つの経路辻区到さましる.同様に，単位円を二局まわ

る経路と一層まわる経路とは連続変形で移り変われない.このことから，掃はRsc品ぽ上を何回ま

わったかにより区別される.単位円上をまわる司数辻，秩序変数の位相が実空障の閉経路に沿っ

ておの何倍変わったか，ということに対応するので， トポヨジカル不変量辻循環の量子数そのも

のである.

写像学

実空間ま3 秩序変数空間 R

図5:実空関から装序変数空間への写像.実空間における閉経路に沿った秩序変数の空間変化は秩

序変数空間にお汁る関経路とみることができる. トポロジカルに異なる空間構造とは，秩序変数

空間での対応する経蕗が連続変形で移りかわれないことを意味する.

(尚子

図6:スカラーBECにおける掃の分類.(a)スカラーBECの秩;芋変数空間.(b)( c)実空間におけ
る閉経路に沿った秩号変数空間での経路. (b) (c)の経路は連続変形で移り変わることができない.

5.2.1 スピン 1強磁性相

強磁性程の秩序変数空間は Rferro= SO(3)Fぅφであった.SO(3)の元はある轄nまわりのω回
転により記述できる.これは，原点から nの方向に毘離ωの点として表現すれ立，半径πの中身

の詰まった球体で表すことができる[図 7(a)].ただし，nまわりのπ回転と -nまわりの π回転

は同じことなので，球体表面の点は罪点に関して反対到にある点と同一視される.このような空

間において，連続変形できない関経路がいくつあるか克てよう.まず，明らかに図 7(b)のような

経路は一点に縮めることができる.一方，国 7(c)のように球体の表面を通る経諾は一点に縮める

ことができないため，図7(b)の経路とは区民される.国7(d)のように，表面を 2司通る経路につ

いては，連続変形により菌 7(b)に移せるので1点に縮めることができる.結局，表面を偶数百通

5
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るもの辻一点、に縮めることができ，表面を奇数回通るものは圏7(c)の経路まで変形することがで

きるので，経路の種類としては 2撞類あることがわかる.
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国 7:スピン 1強磁性BECにおける渦の分類.(a)秩早変数空間は中身のつまった球体で表現され

る.(b)( c)実空間における閉経路に沿った秩序変数空間での経蕗.(d)球体表面を偶数回通る経路

は連続変形で (b)と等しくなる.

それぞれの場合ζついて具体的な秩序変数の空間分亮を考えてみよう.国7(b)の経路として自

転角が一定で自転軸の方向が変わるようなものをとると，秩序変数は

(1 ¥ (COS2 * ¥ 
や)=叫[一明cosψ十九sinrp)β] 101ニト句評 ! 

¥ 0/ ¥ e2匂凶2~J 
(84) 

と書ける.ただしここではある半径γの閉経路を考え ψを方位角とした./3辻適当な定数である.

β=π/2の場合について図示したのが罰き(a)の一番外劉の円周である.Rferro上で一点に縮める

ことができることからこれ辻トポロジカルに安定な構造ではなく，実際に 8(a)で様化の方向を上

に向けると[すなわち (84)式で，8=0にすると]一様な講遣になることがわかる.β を空間変化さ

せてγ=0でβ=0となるようにとったのが図 8(a)で，中心部分でも強磁性相の状態が保たれて

いることがわかる.このような構造は(トポロジカルに安定で辻ないが)Mermin匂Ho渦とよiまれる

[50]. Mermin-Ho i晶状態は，渦の中心付近では速度場の循環がゼロであるが， γが大きくなるにつ

れて楯環が連続的に増加する.また， βを空間的に一様として β=0からォへと時題変化させる

と一誌な状態から量子数2の渦が生己る.超流動力レントの循環は量子化されていないのでこれ

も矛盾iまない.具体的に自重謹磁場を沼いてスピンの方位を操作することが可龍で [52ヲ53]，この

方法により渦が生成される様子が実験で観謝されている [43ヲ44ぅ5壬ぅ 55].
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内部自由度を持ったボース・アインシュタイン凝縮体

図7(c)に対応する秩序変数としては，回転軸が一定で屈転角が変わるように変化させれ江よく，

(85) 
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、
という形が得られる.ここで，e-iFxβは(84)式と比較しやすいように覆宜上いれた.これを図示す

ると函8(めのようになる.毘8(a)の場合と異なり，図8(b)では磁化の方向を上にむけても各点で

位桔がそろわず，一隷な構造に誌なれない.また， f_立桔の特異点を除くためにはアニ Oでm 二土l

の成分がゼロにならなくてはいけないが， (85)式の形を保ったまま m=土1の成分を同時にゼロ

にすることはできない.これは謁芯部分で強磁性状態、ではなくまっていることを意味する.ただ

し，スカラーBECでば揖芯部分で凝縮体がゼロとなり密震分布に穴があくのに対して，今の場合

は渦芯部分にm=Oの状態がつまっているのでポーラー状態とごとる.このことから，国民b)に示

される渦はポーラーコア渦とよばれる.渦芯のサイズはポーラー状態と強磁性状態のエネルギー

差，すなわち IC11ntotで決まる.

強磁性BECを自転させると1¥rlermin-Ho 識やポーラーコア溺が生じ，屈転の角速度に依存して

濡の種類や品格子の形状が変わることが数積計算によ与示されている [45].

(b) Polar-むorevortex (a) Mern邸主ovortex 

図 8:スピン 1強磁性豆ECにおけるjι 実空間η各点に その点における秩序変数の状態を主主面
調和関数表示で図示した盆 (a)(b)の構造はぞれぞれ菌7(b)(c)の経路に対応する.

スピン 1ポーラー相

ポーラー梧の秩序変数空間は Rpolar= [U(l)φxSお/(Z2)tt，Fであった.これはφの邑由度を表
す単位円 Slとdの自由震を表す単位球菌S2によって表現される[図9(刈.ただし， Z2対者、性が

あるために，がおよびS2上の点は原点に対して長対の点と同一視される.S2上の閉経路はある

点から始まって，同じ点で終わるか，反対点で終わるかの二通りしかない.同じ立で終わる場合は

Sl上でも同じ点で終わら会くてはいけないので，経路はがをまわった回数N(NE Z)で区別さ

れる.計上で反対点で終わる場合は Sl上でも反対点で終わらごとくてはいけないのでがをまわっ

た百数N+ 1/2で区関される.これらをまとめると π回転を単位としてが上をまわった回数N
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(b) 1/2 vo市 X

Id 
d 
〆

留任スピン1ポ)ラーBECにお吋る謁の分類.(a)秩序変数空間はφを表すSlとdの方向を表
すS2によって表現される. (b)半整数量子掲の例.

によりすべての議がラベル討けされる.Nが舗数のときは d辻連続的に一様な構造に変形でき，

Nが奇数のときは dは経路;こ治って方向が反転する.超克動力レントの鍾環はhj(21VI) 1Vとな乃，

先に述べたように循環の単位がスカラーBECの半分になっている.このことからポーラー棺にお

ける謁は半整数量子渦と呼ばれる [56ぅ57，37， 58]. N = 1の場合に秩序変数の具体例を書くと，

{O¥ {一方¥ 1 (-1¥ 
((y) = ep/2e内/'2ε iFy7r/211 Iニグ/2e-iFz<p/2I 0 ト古い I (86) 

¥01 ¥古/ y ~ ¥ ei<p / 

となる.ただし， i'晶玉から十分離れたある半径γの閉経路上の秩序変数のみを考えている.これを

図示したのが国9(めである .γ → 8では位相の腎異点を除くためにm=-1成分がゼロにならな

くてはいけない.この場合，-香単純な構造は渦芯上でぶγ=0)二 (1ぅO，O)Tとなればよく， i品五;

は強議性状態になる，渦芯の大きさは強磁性桔におけるポーラーコア謁と同様に ICllntoもで決まる.

なお， (86)式で与えられる秩序変数に対して dは
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(87) 

となるため (83)式は濡たされ，半整数量子渦は安定に存在できる.実緊に，ポーラーBECを自

転させると半整数量子調の謁格子が形成されることが数値計算により示されている [471.

5.2.3 スピン 2のBECにおける溝

スピン 1で見たように トポロジカルに安定な渦の種類は秩序変数の持つ対称性により決まる.

秩序変数の一面性から実空関で関経路を一周すると秩淳変数は元に戻らないといけないが，秩序

変数が離散対称、牲を持つ場合にはこの対称性を初用して fほどけないj識をつくることができる.

たとえば，図 4(c)のサイクリック桔は (1ぅ1，1)軸の濁りにスピンを 2介/3回転させ同時に位桔を

2π/3変えるともとに戻るという対者、性をもつが，この対称J性に対応、する渦として，i晶の層りにー

毘まわるとスピンと泣相が荷時に 2π/3lill転するような 1/3量子議が存在する [58ぅ59，60].スピ
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内部自由震を持ったボース・アインシュタイン疑縮体

ン10)ポーラー椙と同誌にサイク 1)ック栢の超流動カレントは秩序変数全体の位相の勾記に比例

し， 1/3量子渦のまわちでは超流動力レントの循環がh/(31i1)を単位として量子化される.このよ

うにして，秩号変数の対称性を調べることで存在可能を渦を数えあげることができる [58，61ぅ1]. 

特にスどン 2のサイクワック桓や2軸ネマティック椙では等方部分群が非可換群で£るため(表2)，

対応する渦も非可換となる.非可換量子渦の性賞については文献 [62]に詳しい解説が為るのでこ

ちらを参照されたい.

5.3 モノポール・ 2次元スカーミオン

j晶は凝縮体における親状の欠格であったが モノポールは点状の欠陥である.したがってモノ

ポールを分類するiこは欠揺を囲むような関曲菌から秩序変数空間への写像を考える必要がある.

スピン 1の強議性栢の場合，国7(a)で示される秩序変数空間九の関曲面は常に一点、に縮めるこ

とができる.したがってトポロジカルに安定なモノポールは存在しごとい.ただし， Diracモノポー

ルとよばれる惑気単撞子とトポロジカルに同じ講造を作ることは可能である [63].

一方，ポーラー相ではトポロジカルに安定なモノポールが存在する [64].冨史的で示される秩

序変数空間において，関曲面が82をちょうど1回覆うような場合には一点、に縮めることができず，

非自明な帯造となる[図 10伊)].このとき， 81部分における関畠酉は常に一点にすることができ

るので，81の岳由度，つまり位相の自由度は点欠路の構造に影響しない.また，一般に Z2など

の離散対称性は渦以外のトポロジカjレ励起には影響しない [51]. このようなモノポールは，スカ

ラー BECにおける量子渦の議論と同様に，需由匡が82を覆う屈数N2(E Z)により，モノポーん

の種類を区間することができる.N2は巻きっき数 (windingnumber)とばれ， dの空間分布が与

えられたとき以下のよう;こして求めることができる.まず 実空間における跨曲面2として単位

壕を考え，球面上の産課を極産標 (8ぅ伊)で去す.秩序変数を d= (sinscos仏 sinssin仏 cosβ〉と

おき，~がd空間における領域 ~d に写されたとすると，巻きっき数は

{ _，__ n _1 n _1 _ 1 ( _111 _7 _ _，__ 0/  fl _ ¥ Iδ(α，s) I 
= -i-I sin sdsdα=  -i-I d8dc.p sin ，s( 8 叫 i 一一~~I (88) ぉ JL.d~~~~ {，-，~f-/~~ - 4πJL. ~v~y~~~~ ，~\V'YJ Iδ(8ぅψ)I 

で与えられる.最宅近の被積分関数はいうβ)から (8ラめへの座標変換のヤコビ行列式である.こ

こで，

aid = (δ'is)d1 + sin ，6( aiα)d2 

ベ二信).d2 = (中)
(89) 

d = d1 X d2 (90) 

を用いると，

d. (θ'id xθ~d) = sinβ[(aiβ)(δ3α) -(aiα)(ちβ)] (91) 

Q
d
 
6
 

汽
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となるので， (88)式は

見=UdOM(宗×完) (92) 

と書きかえることができる.さらに，実空間における在意の関畠酉主として(e，討を謀介変数と

して X=(Xl(e，的ぅX2(eぅ'P)，X3(eヲψ))を考えると，

巧 =4~h d的芸主εμv>..d{t(話芸)(安芸)
1 r AiLJ一千 (aXiaXj aXj均'¥'" ~ A adv紘一一ーん司. .一一一一--.‘晶、打一-
Sπんwvwy J台~¥ ae a'P ae a'P)合しμωμδXiaXj 

=U4fumE川主主
=Um[子入川xVd入J]

となる.ここでぬは関曲面2の法椋ベクトル，dSはEの面要素で，それぞれ次式で表される.

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 

八 /βzδX¥ ，1δzδxl Iδx axl 
= ( -~ ~ xー.:.::_I / I一一×一ーし dS二 i一一×一一Idedo 
¥δ0δψ) II ae δ'PI' ~- Iδe .. a'P I ~~-， 

ポーラー椙の場合， (80)式で定義さま工るスざンカレントを用いると巻きっき数は

M r __. Iτ一「ー I 1Yl r _ _.. Iτー"".__ __!._ I Nz=-jtλdSn'ILdμ(マ×ザ勺=五λdSn'IL(Vdμ)xザllll
日~ LμJι~ Lμ 」

と書くことができる.

具体的なモノポールの講造として N2=1の場合を国 10(叫に示した.ここでは球対称な構造を

仮定して，d=γ/γ とおいた.原点では秩序変数が定義できないので欠陥となる.ただし， (品の場

合と異なり，詩異点土で秩序変数を連続的に強議性状態にはできず¥特異点上は秩序変数の密喪

主fゼロとごとる.

モノポールは3次元空間における点欠陥であるが，同じトポロジカル不変量により， 2次元空間

における欠陥のをい構造を分類することができる.2次元平面で境界条件として境界で秩序変数が

一定だとすると，境界上の点を同一視することができ， 2次元の関曲酉になる[境界が無限遠にあ

る場合の球面から平面への写像を図 10(b)に示した]. したがってこれまでと全く同じ議論により

トポロジカル不変量を定義することができる.ただし，平面を考えているので

(97) 

(98) 

品ニ去叫ρ万.叫芸話1玉芸向匂》山山山j〆h印山E{tヤいμμ凶Uバ入dd
=去11ωpuλι立与

(99) 
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内部自由度を持ったボース・アインシュタインJ疑結体

( a) monopole (b) 

審議

議議

図 10:(a)スピン 1ポーラー相における J.̂l2= 1のモノポール講造. (b)球1m82から平面JP!.2への

写像.球面と南極で接する平面を考え， 82上の点を，北撞とこの点を繋ぐ直穣と平面の交点に対

応させる.(c)2次元スカーミオンー (b)の写像により (a)のモノポーんを2次元平面に展開すると
(c)の2次元スカーミオンとなる.

という需単な形に書き換えることができる.ここでeijk...~ま LevÍ-Civita記号で ijk.. .が(1，2，3γ・・)

の偶置換で島れば十1，奇置換であれば-1，それ以外では 0となる.積分範囲は考えている 2次

元空間の全領域である.具体的な秩序変数の空間構造を図 10(c)に示した.このような構造は 2次

元スカーミオン，または単にスカーミオンとよ;まれ，境界条件を固定している限ちトポロジカル

に安定である.

5.4 スカーミオン

2次元スカーミオンの議論と同様にして， 3次元空間においても境界条拝として境界で秩序変数

が一定だとするとトポロジカ jレに安定な講造をつくることができる [65ぅ66]. この場合，実空調JP!.3

は境界条件を加えると 3次元球面 83と同椙となり，写f象83→ Rの分類がトポロジカル励起の分

類となる.スピン 1のスピノル BECの場合，強磁性相，ポーラー相ともに，このような 3次元の

安定な構造を作ることができる.ただし，ポーラー相の場合はトポロジカル不変量の意味が異な

るので区間してノット (knot)と呼び次箆で説明する.
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図 11:スピン 1強磁性椙におけるスカーミすン.矢印が議化fの方位を表し円盤とその上の 2重
糠が球語調和関数表示[函3(a)Jの円盤と位相ゼロの方向を表している.無誤遠方で

ているが，京点に向かう簡に場所ごとに異なる方向に回転し，原点ではまた同じ方向を向く.

スピン 1の強礎性椙の秩宗変数空間は SO(3)で，密 7(a)のように単位ベクト jレnとωで秩序

変数を表現することができる.これよ乃， 4次元単位ベクトル

、1
2
ノ

1
1ム
A
V
 
-E-
/
'
i
‘、

午7 仏人

rn = (nx cos~ ， ny cos~) nz cos~) sin ~) 
グ 2' w 2う 2ノラ

nE  S2、0<ω<2if (102) 

Z2対を導入すると，rnの取りうる空曹は S3/Z2となり，SO(3)さ S3/Z2であることがわかる.

称性はωの範富を 2π まで広げたため，(n，ω)と(-nぅ2π 一ω)が詞じ司転になることからくる.

かし離散対称性辻高次のトポヨジカノレ勃起を考える際には効かないので，実費S3→ S3の写像を

考えることになる.こま工は，前節の S2→ S2と全く同議にしてトポロジカル不変量を定義できる.

(103) 
4 δmv丸一、 8mσ
工早川ν川327327327
2J"=1μZノλσ=1

N3 =辛口Jdxdyd 
具体的にn(刊=r/γ とした時の構造を図1l~二図示した.秩序変数辻無限遠でψ= イ耳石(1 ， 0 ぅ O)T

となるとし， ωは無醍遠でいJ(∞)土 0， 原点でω(0)= 2π とした.これは，実空間全体が秩序変

数空間S3を1回覆っているので不変量 N3ニ 1のスカーミオンである.

ノット5.5 

スカーミオンの一韓で， トポロジカルに安定な欠揺をもたない講造がポーラー椙においても生

トポロジカル不変量の定義が通常のスカーミオンとは異なる.ポーラー栢

ワ
ω
ウ
dFO
 

ただし，成できる [48].



内部自由度を持ったボース・アインシュタイン疑縮体

の秩;亨変数空間のうち，高次元のトポロジカル励起に関与するのは dの自由度である 52で， 53 

から 52への写像によりノットがつくられる.ここで，秩!予変数空間 (S2)の次元が実空間 (S3)の

次元より一つ抵い点が前節のスカーミオンとの重要な違いである.実空間の次元の方が大きいた

め，秩序変数空間のある一点dに対する逆復辻実空需では閉曲線となる[国 12(a)トノットとは，

P上の任意の2点に対する逆橡がどのように絡んでいるかにより分類されるトポロジカル励超で

ある [67].

トポロジカル不変量辻52上の冨要素

Fij = d. (δ~d x ajd) (104) 

に立すして，

Fij二 aiAj- 叫ん (105) 

とをる Aを求め，これらの覆の覆芳として

n 3 

Q=十 Idr ) :匂kFijAk (106) 
釜7r IIDJ3 ... ・--
ザ出 ijたニエ

と定義される.これは絡み数(linkingnumber)または Hopfチャージと呼ばれる.

具枠的にはトポロジカル不変量は次のようにして計算できる.まず，S3→ S3の写像として 4

次元単位ベクト Jレrn(r)，またはこれと等価な 2次元の援素単位ベクトル
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(107) 

を考える[図 12(b)].ただし， IZl12 + IZ212 = Li m; = 1である.Zから dの写イ象として， Hopf 
写{象

d= ztσZ (108) 

を考える.σ ニ (σx，句グz)はパウ 1)行列で，具体的;こ或分を書くと次のようになる.
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(109a) 

(109b) 

(109c) 

IZl12十 IZ212ニ 1なのでIdl2= 1となっていることが確誌できる. (108)式を (104)式に代入して
整理すると

五j二 i[( aiZt) (ajZ)一(ザ)(8iZ)] 

となり， (105)式を溝たすように Aiを決めると

Ai = ~ [zt ( ai Z) -(ai zt) 

(110) 
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秩序変数の

空調講造~ dξS2 

↑-
rn，Z E S3 

逆像γξS3 

(b) 

γεS3 

(a) 

函 12:(a)ノットの絡み数の抹念宮.(b)トポロジカjレ不変量の計算.(c)ポーラー相における Q= 1 

のノットー矢印は dの方向を表している.

と求まる.ここで，dが与えられたとき Zのとり方にはむ(1)の任意牲があり，実際に Z→ ε打Z

という変換に対して d~ま不変であるという点に注意されたい.これは Hopf写f象が S3 → S2 と次

元を一つ下げる写橡であるためである.この Zの変換に対して :Fijは不変に探たれるが，Aiは

ん→ム十&寸と変換されγ法存牲が残る.しかしながら， (106)式に代入すると i，j，たについて

和をとることでγは諮えるので，Qt土d(刊のみで決まる，すなわち員約の空間構造を分類する

不変量となっている.また， (107)式を用いてQをm で書き宣すと

¥もを，，，
J

内
F
4

4
g
i
 ---

〆
2
1
、、

4 δm子ηLlνノえ一).81ミ元mη 工乞向匂叩j片μ川kがE
り花=1μνλσ=1

Q=古L3dT

となり，S3→ S3の写像を特故村けるトポロジカ jレ不変量に一致する.

具体的な構造としては，例えば無程遠方で(=(0ぅl，O)T(すなわち d=斗として強礎性相にお

けるスカーミオンと同様に，原点にむかつて T方向のまわりに 27TひねればQニ 1のノットとな

このときの秩序変数は

(113) 

ハ 1-V2 叩・ ρ11i{sinギ cos() + 'I cos wt) i ¥ 10¥ t-YL σλi メス }¥ 

((r) = e-ir.Fw(r) 11 I = I 1 -2sin2ギ sin2() I 
¥ 0 ) ¥ V2ep sin ()山手 (sin王子2cos () --i cosギ)) 

る.

これより dの空需変イとは，

(114) C:) = (作ア引) C〕 ギh山S討由叫…i恒
in2

dy ニ 〉i = (トト討釘卸山〕註勾m山川ψ戸凶S泣i
dιz 白 1 一-2由凶2どヰキ与乎よsin2 () ) 

ここで (γヲ。ぅ伊)は極産課でω(∞)ニ Oぅw(O)=おとした.

4i 

門

i只U

となる.



内部自由度を持ったボース・アインシュタイン濃縮体

となる.これを図示すると国 12(c)のようになる.図 12(c)ではd=xとなる点を実報， d=一三

となる点を破親で示した.これらは関曲線をなし，絡み数1の結び目となっている8 このような

結び自構造は d= 三で一様にそろったポーラ ~BEC に晋重極磁場をかけることによりつくること

ができる. しかしこの講造では (83)式が満たされないために高所的に磁イとが生じポーラー状態が

壊れてノットが不安定となる [48].

6 おわりに

本稿では，スピン内部吉白震を持ったボース・アインシュタイン凝縮体{スピノルBEC)におけ

るトポロジカル励起について解説した.スピノルBECでは，超流動 3Heや異方的超伝導と同様

に，内部自由度を持った系の特設として，相互作沼パラメータに依存して様々な基底状態が実現

する.得られる疑縮相はスピン 1のBECではp波，スピン2のBECでは d波の超伝導・超流動

と類似した対称性を持つ. トポロジカル励詔はこれらの相における「破れた対者、性Jを表す秩序

変数空間のトポロジーで決まり，スカラー BECに比べ，分数量子渦，モノポール，スカーミオン

など様々なトポロジカル勃起が出現しうる.

最後に，本稿で無視した外部磁場のもたらす効果について捕是しておく.本稿では理想的に外

部磁場がゼロといっ状況を考えたが，実擦の実験では外部磁場の効果を無視することができない.

しかし，真空中で孤立した BECでは(双橿子相互作用の効果を蕪視すれ迂)スピンを保存するの

で， 1次ゼーマン効果辻ラーモア歳差運動を起こすだけである.具体的に GP方程式中で秩序変

数を ψm→ ψme-imptj九と変換すれば1次ゼーマン効果を取ち除くことができる.スピンを保存

するために全体で一様に礎化すること辻できず 自発磁化が生じる場合はかならずスピンテクス

チャーが生じる.一方， 2次ぞーマン蕩果は，凝結状態の舟部自由度を変える.たとえば，スピン

1のBECで相互作用が強磁性的 (Cl< 0)であっても，qが正で十分大きければ， m 二 Oの状態，

すなわちポーラー状態が基底状態と去る.qの値を下げれば自発磁化が生とるが， 2次ゼーマン椙

互作用と強磁性椙互作用の競合によ乃告発議fとは外部磁場と垂亘方向に生じる [7ぅ68].磁化の方

向の自岳度のみに着目すれば，この系はXYスとンモデルに対忘する.秩序変数空間は位桓の自

由度と磁化の方位の自由度から R= U(l) X U(l)とを乃，位相の渦とスピンの渦が独立に存在す

る.qの笹を変えることでスピンについてU(l)の破れる相転移を起こすことができ，実験で言発

礎化が生じるダイナミクスが観却されている [14].実験ではスピン渦が形成される様子も観潟さ

れ， KZ機構との関連が議論されている [69ヲ70ぅ71].

また，本稿ではトポロジカ jレな安定笠についてのみ議論したが，これらのトポロジカル励起が

実現するかどうかを謂べるにはエネんギー的な安定性の議論も必要である.実際に，ノットばトポ

ロジカルには安定であるが， GP方程式で時開発畏を調べると麗壊することがわかっている [48].

また，漏やそノポールの欠路内部の構造は，これらの欠描のエネルギーが最小になるように決ま

る[72]. このようをエネルギ一的な安定J性の議論やトポロジカル励起のダイナミクスについては，

今後の課題となっている.

8絡み数が 1の結び呂とは，平冨にループを投影したときにループの上下を 1匝入れ替えて詰どける結びヨを指す.
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付録

一粒子ハミルトニアン (1)の対角化

[HspヲFz]= 0よりハミルトニアン HspはFzを保存し，その畠有f直m が良い量子数である.

11ぅ'm[iSゥms)の基底で書いたとき， ιの酉有f直がm となるような状態は
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し7こiPっの2つだけなので，Hspの行列要素のうち m手rn'となるような非対角項は現れない.

て.1m， 1'1)を基底とした 2x2行列を対角化すれiまよい.具体的にこの行列要素を計算すると，
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以下のように求まる.

Em土ニ-i-g山 mB土入
1m，土)=戸手1m，1)土「子Im，l)

国有エネルギーと対正、する冨害状態は，となるので，

(121b) 

(121c) 1+ づ(I÷pm÷[ge:tfl
fて一ーで A(1 +わ

λEμ1十A2=¥24ノ

ただし rrt=士(1+ 1/2)の場合については1mニ 1+十件および1m= -1 -~， 1) が富有状態で，

居者エネルギーはそれぞれ

(122a) 
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μBB/A 

函 13:1 = 3/2の場合の 1粒子スペクトル

となっている.1 = 3/2の場合について，国有エネルギーを磁場の関数として図 13に示す.

B=Oの時は，

日)-主計0) A(1十 1)
m，+ - 2' ~m，~ - 2 (123) 

となり，それぞれF=1十 1/2およびF= 1 -1/2の冒有エネルギーに一致する.このことか

ら，Bヂ0では Fは良い量子数ではないが， 1s:議場(μBB<<A)で辻近1tJ.的に E民+のブランチ

をF= 1 + 1/2， Em，ーのブランチを F= 1 -1/2と呼ぶことにする.μBB/A<<1として (121a)

式を Bの2次まで展開すると

A1 ， geμBB 2(geμBB)2 ~ 2， (geμBB)2 
十=-_+一一-m- m÷  (124) 
2 '21+1"'v A(21+1)3"V ， 2A(21+1) 

A(I十1) geμBB 2(geμBB)22(geμBB)2 
=一 一一-m十 完m- (125) 
2 21十 1"V ， A(21 + 1);) ，.v 2A(21十時

となる.ただし， 9NμN<< geμBなのでgNμN/geμBは無視した.F=1土1/2で各々m，=Oを基

準としてエネルギーを取り査すと， (122)式まで含めて

geμBB 2(geμBB)2 .~2 ... n (9FμBB)2 
Em，十 -Eo，十=一一-mー ヌm

2
=9FμBmB- (126) 

2I十 1"'" A (2I + 1) 3 ムEhf

geμBB 2 (geμBB)2~__2 .__D ， (gFμBB)2 
E丸一Eo，ー=一一一-m十 3m2 = gFμBmB十 (127) 21十l"V， A(21 + 1)3"'v J1.' rJJ"V~' sEhf 

と書ける.ここで，ムEhfは超鍛細分裂エネルギー

ムE〓三 E!5!)， -E拘) A(2I +1) 
一 …一 一一 .-

9Fはハイパーファインスピンに対するランデのg因子で，
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for F = 1 + ~ 

for F = Iーさ
(129) 
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と定義した.F = I -1/2では電子スピンとハイパーファ千ンスどンが反平行になっているために

g国子が負で，議場に対する応答が電子と逆になっている(図 13参照). 

スピン行列B 
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これを用いてスぜンのオイラ-@転に対する行列は次のように計算できる.となる.
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これを用いてスピンのオイラ一面転に対する行列は次のように計算できる.
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C=cosgぅS二 siE2とおいた.ただし，
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