
｢複雑な多谷ポテンシャルエネルギー面上で生起する動力学的諸問題｣

ハミルトン系のリアプノフ解析1

京都大学大学院 情報学研究科 山口義幸 2

1 はじめに

ハミルトン力学系は､天体力学･化学反応 ･加速器中の粒子などさまざまな現

象を記述することができる一方で､シンプレクティツク性という共通の特徴を持っ

ているoこのため､相互作用の形といった系の詳細に依存しない性質がいろいろ

存在するoこのような､系を横断すると言う意味で普遍的な性質を明らかにする

ことにより､多様な系を統一的に理解することができる｡実際､2自由度系の場

合には､KAMの定理･poincare-Birkhoffの定理【LL921といった理論的な成果や､
相空間の次元を落すpoincar6断面といった手法により､相空間に自己相似的階層

構造が形成されることが知られているOまたこの構造が1/fゆらぎというダイナ
ミクスの特徴を生み出していることも示唆されているtAiz84,AKH+89]o

しかし､多自由度(3自由度以上)系に対してはいまだ不明な点が多く､ハミル

トン力学系の大きな問題として残されている｡多自由度系の理解が難しい理由は､

相空間が高次元になることであり､例えばpoincar6断面を取ったとしても4次元

以上になってしまう｡この困難に対するアプローチ法の一つにリアプノフ解析が

ある｡リアプノフ解析は､相空間のすべての次元の情報をシンプレクティツク性を

反映した状態で拾い出せるため､多自由度系にアプローチする有力な手法の一つ

と言える｡リアプノフ解析とは､軌道の不安定性を元に力学系の性質を調べるこ

とを言い､大きく2種矧 こ分けられる:(i)大域的な性質として無限時間の平均値

を扱うリアプノフスペクトルと､(ii)局所的な性質として短時間の情報を与えるリ

アプノフベクトルである(この他に､局所リアプノフスペクトルという量も存在す

るが本稿では触れない)｡本稿では､これらの道具立てを用いて多自由度ハミルト

ン力学系を理解する試みを紹介する｡

まず第2節で､リアプノフ解析の道具立てについて簡単に復習する｡次に第3節

で力学系の相互作用の詳細によらない普遍的なリアプノフスペクトルが存在する

ことを示し､その普遍性を生み出す原因について考察する｡第4節ではリアプノ

フベクトルを扱う際の問題点を指摘し､その問題点を解決する幾何学的方法を捉

1この研究の一部(第4節)は､京都大学大学院情報学研究科 ･岩井敏洋氏との共同研究である｡
2E-mail:yyama◎amp･i･kyoto-u･ac･Jp
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案する｡第5節では､前節で提案した幾何学的方法と従来の方法を､数値計算を

用いて比較する｡最後の第6節でまとめを述べる｡

2 リアプノフ解析の道具立て

リアプノフ解析とは､力学系の軌道が初期値のわずかなずれに対してどれくらい

敏感かを調べる手法である｡Rn上の力学系da3/dt-I(I)とその解x(i)を考えよ
う｡この解は任意の時間で有界領域に留まっていると仮定する:Hx(i)lI<∞,t∈
(-∞,∞).この解の初期値をわずかにずらすと解はx(i)+ex(i)と書ける｡eX(i)

が微小量とすると､x(i)が従う式はfのヤコビ行列Dfを用いて

埜 =Df(a(i))･X
dt

(1)

と書けるo式(1)は線形方程式であるため､n 個の独立解 x l(i),･-,Xn(i)を持

ち､これらは Gram-Schmidtの方法で Vl(i),･･･,Vn(i)に直交化することがで
きる: i-1

vi(i)-Xi(i)-∑

このとき､Vi(i)を

間平均

(Xi(i),Vj(i))

害(Vj(i),Vj(i))
V j(i), i-1,･･･,n･

第iリアプノフベクトル と青い､vi(i)の指数的伸び率の時

入i-tli-J 描 諾 , i-1,- ,n

を第 iリアプノフ数 という｡これらn 個のリアプノフ数 (Al,･･･,An)をまとめ

て リアプノフスペクトル という｡リアプノフスペクトルの値は､式(1)の初期値

空間(x l(0),･･･,Xn(0))のルベーグ測度ゼロの集合を除いて初期値に依存せず

lOse68,BGS76ト このときAl≧入2≧･･･≧入n となるo

N自由度ハミルトン系の場合､n=2N となり､シンプレクティツク性から

右-一人2N_i+1, i- 1,- ･,2N (2)

なる対称性が成り立っ｡そのため､独立なリアプノフ数の数は､相空間の次元2Ⅳ

の半分のⅣ個となる｡よって､第3節でリアプノフスペクトルについて考察する

ときには､AlからAN までのみ観察することにするOまた､解の進行方向よ(i)は

式(1)の一つの解であるが､この方向には指数的不安定性は存在しない｡したがっ

て､この解に対応するリアプノフ数はゼロとなる‥入N-0.さらに､対称性(2)か

らN+1番目のリアプノフ数が 入N+1- -人N - 0とゼロであることも得られる

が､これはgradガ の方向に対応する｡
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3 リアプノフスペクトルの普遍性

ハミルトン系の場合､KAMの定理や poincar6-Birkhoffの定理 (2自由度系)

lLL92]に見られるように､系の詳細によらない普遍的な性質があるCしかし､多

自由度系における普遍性の理解はいまだ不十分であると言える｡そこでここでは

リアプノフスペクトルL(i/N)-liの普遍性から､多自由度ハミルトン系が持っ

普遍性について考察する｡

これまで知られていた曹遍性は､

Stochasticとみなせるほどカオスが発

達した系における直線形 項/〟)-

a(N-i)であった[LPRV87]｡しかし､

それより弱いカオスの場合にも普遍

性が存在することが報告されている

【Yam98】｡図1は4つの系におけるリ

アプノフスペクトルを示している｡横

軸は正規化されたリアプノフ数の番号

i/Nで､縦軸はスケールされたリアプ

ノフ数TAiを表している｡リアプノフ

スペクトルを一様にスケールすること

は､時間tを軌 にスケールすること

と同等であり､特別な換作ではない｡4

つの系は3次元単純立方格子上の非線

形素子からなるポテンシャル系で､ハ

ミルトニアンは

×Y .
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図 1:カオスが Stochasticほど強くは

ない系におけるリアプノフスペクトル

の普遍性｡自由度 Ⅳ=43=64.領域

i/N>0.4では系によらない同じ形が
得られるo直線は､発達したカオス系で

得られる直線スペクトルを示している｡

H(q,p)-三豊pt,･V(q)i=1
であり､それぞれ系のポテンシャルは

vxy-∑ [1-cos(ql-qj)],
<13>

〟
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であるoここに､∑<ii,は最近接格子間のみの和を表す｡図1によると､i/N>0･4
の領域では4本のスペクトルがよく重なっていることと､その形が従来の直線形

では近似できないことが分かる｡

エネルギー億が低い場合(系XYとLOは高い場合も)､系は可積分系でよく近

似されるが､このようなエネルギー領域では図1に見られるリアプノフスベクト

- 75 -



研究会報告

ルとは違う形となる.つまり相空間の構造として､KAM トーラスが支配的な場

合はここで述べた普遍性は現れないと考えられる｡しかし一方でこの普遍性が現

れるときはポテンシャルの2次項が高次項に比べて優勢であり[Yam98ト発達し
たカオスのように構造がなくなっているわけでもない｡これらのことから､〃次

元K旦M トーラスの部分的な次元が崩壊したウイスカートーラスが､ここで得ら

れた普遍性を生み出しているのではないかと考えられる｡この傍証として､さま

ざまな次元のウイスカートーラスを組合せ論的に数え上げ､それぞれが相空間で

の運動に与える影響を考えた簡単なモデルでは､ウイスカートーラスが作る階層

構造が1/J揺らぎという力学系の特徴を再現することが示されている【YK98】｡

4 リアプノフベクトルと幾何学的方法

大域的な指数であるリアプノフスペクトルでは､系の分類と相空間の構造の特

徴を示唆することができた｡これより詳しい情報､とくにダイナミクスに関する

情報を得るためには局所的な不安定性を解析することが必要になる｡例えば､シ

ンプレクティツク写像系においてリアプノフベクトルを解析することにより､最も

小さい正のリアプノフ数がクラスター運動に対する不安定性を示している､とい

う議論が行われている[KK92ト

リアブノフベクトルを考える時に問題になるのが､それらが従う線形化微分方程

式(1)である0時間tを､ds-¢(3')dtと変数a:に依存するように変換すると運動

方程式はdx/ds-I(I)/4,(x)となる｡当然ながら､この式は元の式dc/dt-I(I)

と完全に同一であるOしかし､変換した運動方程式を線形化してから時間をtに

戻すと

些 -Df･X 一語 (grad梱 ･X)di

となり式 (1)とは異なる形の式が得られる｡すなわち､運動方程式の書き方によっ

てリアプノフ数やリアプノフベクトルは変化しうるものと言える｡

では ｢よい｣運動方程式とはどのようなものだろうか?ハミルトン系の場合､軌

道の進行方向とハミルトニアンの勾配方向には指数的不安定性は発生せず､それ

に伴って入N-入N+1-0となるoよって､第 N,N+1以外のリアプノフベクト

ルはこれらの方向と常に垂直であって欲しい｡この要請を満たせば､リアプノフ

ベクトルからゼロリアプノフ数に対応する方向を排除でき､純粋に安症/不安定

性方向を得ることができる｡rよい｣運動方程式の条件を定式化すると次の3つに

なる:

(i)第 Ⅳ リアプノフベクトルは常に軌道の進行方向を向いている｡

(ii)第N+1リアプノフベクトルは常にハミルトニアンの勾配方向を向いている0

(iii)これら2つ以外のリアプノフベクトルは､常に上記2方向に垂直である｡
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しかしながら､普通に正準方程式を線形化しただけではこの要請は一般には満た

されない｡

そこで､幾何学的な方法を用いて運動方程式を書き換える｡まず､対象とする

系を式(3)の形の自然ハミルトン系とする｡幾何学的方法では､配位空間〟 上に

適当な計量 gを導入することにより運動方程式

望 .芸 -0

を測地線方程式

∇ee-0

(4)

(5)

として表す｡ただし､∇は接続､Eは測地線接ベクトルであり､

dEi∂

E-揺 - -dsaqi

と書けるo"時間"Sは計量9-gij(q)dqi㊥dqjを用いてds2-gij(q)dqidq''で決定

される｡ここでは､gi,.(q)が配位空間上の関数であることに注意されたいOまた､

アインシュタインの縮約規則を用いており､同一項に同じ添字が出て来る場合に

は和を取ることとする｡式(4)と(5)とは同じ解を持つが､測地線方程式を与える

ハミルトニアンは

H'geo'(q,p)三 g ij(q)piP j (6)
と書かれる｡

式(4)と(5)との線形化方程式は､それぞれ

d2xi

粛 +蒜 xj-0,
(7)

∇(∇iX+A(X,i)i-0, (8)

となり､これらは S とtとの"時間"の変換では移り合えない｡ここに､Rは曲

率テンソルである｡後者はヤコビ方程式と呼ばれており､これを用いることによっ

て先の3つの要請を満たすようにできるQ

ヤコビ方程式によって軌道不安定性を考察する方法は､第1リアプノフ数を解

析的に見積もるために導入された[pet93,CPC99]｡しかしここでは ｢よい｣ リア

プノフベクトルを得るための手段として用いる｡ただし､ヤコビ方程式が2階の

微分方程式であることからも分かる通り配位空間M(座標 :(qi))で軌道不安定性
の議論をしているので､これを相空間rM (座標 :(qi,pl))にリフトしなければ

ならない｡

ベクトル､計量､接続を配位空間から相空間にリフトした結果､ヤコビ方程式

のリフトとして次の方程式が得られる｡

dXi
- --r;･たEkxj+gi3'xj,dβ

dXf
- --RikeiEkEeXJl+r言kEkx'T.ds
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r3kとRjkeiは配位空間上の計量gから導かれたクリストッフェル記号と曲率テン

ソルの成分であり､相空間上にリフトされたベクトル貢 はadaptedframeと呼ば

れる

Di-孟 +pkrt%･芸, Di-芸 ,
を用いてX -XiDi+XiDfと書き､言-i+N としたo
相空間におけるベクトルの直交性は､リフトした計量否

9-gi3･0乞㊥OJ+gり0%㊤0J

を用いて議論するoここに､

02-dqt, 01-dpi-P鵡 dq且

はfDi,Dt)の双対基底である.線形化運動方程式(9)を用いると､

去9-(夏,盲)-dH'geo'(吾)
孟dH'geo'(貢)-0

が示せるOしたがって､リアプノフベクトルを初期に進行方向Eとハミルトニア

ンの勾配方向dH(geO)の双方に垂直に取っておけば､自動的に両方の直交性が保

たれる｡

一方､盲と(dH(geo))*+S盲はリフトしたヤコビ方程式(9)の解である.ただし､
(dH(geO))*は1形式dH(geO)の双対ベクトルである｡このことから､初期ベクトル

の集合として

xN(0)-i(0), XN+1(0)-(dH(9eO))*(o),

Xi(0)-(XN(0)とxN+1(0)が張る平面に垂直なベクトル)

(i-1,･･･,N-1,N+2,･･･,2N)

としておけば､先の3つの要請が満たされていることがわかるQ

5 モデル系による幾何学的方法の実行

前節で理論的に示された結果を､モデル系を使って数値的に確認するCモデル

としては､H6non-Heiles型の相互作用をする3自由度系を用いるD自由度が3で

あるのは､それがリアプノフスペクトルが意味を持っ最小自由度という理由によ

る｡モデル系のハミルトニアンは､

1., __,1
H(q,p)-妄p2+V(q)-妄p2+∑ vHH(qi,q2'1), (q4-ql)EI-il
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と書かれるo配位空間上の計量としてはヤコビ計量9-2(E-V)dqi㊥dq3'を用

いる｡

相空間上の軌道 (qi(i),pi(i))と線形化方程式 (7)は4次のSymplecticIntegrator

を用いて計算した｡また､リフトしたヤコビ方程式(9)は陽なsymplecticlntegrator

で書けないため､6次の陰的Runge-Kutta法によって数値計算した〔HNW93]｡双

方とも､時間の刻幅は実時間 tにして △t= 2.5×10-6 としたo初期条件は､

qi(o)-0,pi(0)- αTiとした｡ただし､7iは[0,1]区間の一様分布に従う乱数であ

り､αは初期エネルギーの条件E-∑?=1Pi(0)2/2から決定したCまた､ベクト
ルの初期条件は､

x ｡(o)-i(o), x 4(0)-(dH(geo))*(0)

とし､x l(0),x 2(0),X5(0),X6(0)をx ｡(o),x｡(o)の双方に垂直になるように取っ
た｡今回はさらに､Xai-xi-0,(a-1,2;b-5,6)となるように選んだ｡
まず.自然ハミルトン系(3)の正準運動方程式を線形化して得られる

dqt ∂H dpi ∂H

dt ∂pi' dt aqi'
(1 0 )

と式(9)から得られるリアプノフスペクトルを比較する｡図2は､E-0.04にお

けるリアプノフ数の収束の様子を示している｡縦軸は､

Ai(i)-言Inm

なる量を示し､定義から明らかにli恥 →∞Ai(i)-liであるOまた､右肩に(geo)

という添字が付いている量は式(9)から､何も付いていない量は式 (10)から得ら

れた量である｡図2によると､双方の方法で得られたリアプノフ数は収束し､かつ

収束値が一致することがわかるO次に､リアプノフ数のエネルギー依存性を図3に

観るQこれによると､リアプノフ数の一致はエネルギーに依らないことが分かる｡

以上の観測によって､リアプノフ数については､(少なくとも今考えているモデ

ルにおいては)従来の方法と幾何学的方法は同じ結果を与えることが分かった｡そ

こで次に､リアプノフベクトルの差異について観測をしてみよう｡

図4と5は､正規化された各リアプノフベクトルとE(i),(dH(geo))*(i)との内積の

時間発展をそれぞれ示している.エネルギーはE=0.04である｡これら2つの図

から､幾何学的方法は3つの要請を満たしていることがわかる｡やや揺らぎが見え

るのは､計算誤差のためであるoJacobi計量を用いた幾何学的方法では1/(E-V)

なる因子が現れるため､ポテンシャルエネルギーの高い場所で誤差が生じやすい｡

一方､従来の方法ではすべてのリアプノフベクトルが､いずれかの要請を満たさ

ないことが観て取れる｡図5で第 1,2,3リアプノフベクトルは(dH(geo))*(i)との

直交性を保っているのは､従来の方法でも

孟dH(X)-0
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図2:リアプノフ数の収束性｡E=0.04.従来の方法と幾何学的方法を用いたリア
プノフ数は同じ値に収束する｡
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図3:lリアプノフ数のエネルギー依存性｡エネルギーによらず､従来の方法と幾何

学的方法とで得られたリアプノフ数は一致する｡
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図4･.正規化されたリアプノフベクトルと軌道の進行方向E(i)との内積の時間変
化｡β-0.04.濃い直線が幾何学的方法の結果で､薄い曲線が従来の方法の結果｡

従来の方法では第1,2リアプノフベクトルがEとの直交性を保てず.第3リアプ

ノフベクトルがEの方向からずれてしまうことがわかる｡直交性を保てないこと

がわかる｡(d),(e),(f)では薄い直線は濃い直線の蔭に隠れてしまっている｡
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との内積の時間変化.E=0.04.濃い直線が幾何学的方法の結果で､薄い曲線が従

来の方法の結晃 従来の方法では第 5,6リアプノフベクトルが (dH(geo))*(i)との

直交性を保て1.,第 4リアプノフベクトルが(dH(geo))*(i)の方向からずれてしま

うことがわかる｡(a),(b),(C)では薄い直線は濃い直線の蔭に隠れてしまっている｡
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が成り立っているからである｡

6 まとめ

本稿では､ハミルトン系におけるリアプノフ解析の方法と結果を､リアプノフ

スペクトルとリアプノフベクトルのそれぞれについて紹介した｡

平均的な軌道不安定性を表すリアプノフスペクトルについては､相互作用の詳

細によらない普遍的な形が二つ知られていることを述べた｡一つは直線的なスペ

クトルであり､これは発達したカオス系で見られる｡もう一つは曲がったスペク

トルであり､近可積分と発達したカオスの中間的な強さのカオス系で現れる｡後

者の系では､ウイスカートーラスが重要な働きをしていると考えられる｡

リアプノフスペクトルより詳細な情報を含むリアプノフベクトルについては､時

間パラメータの選び方によってリアプノフスペクトルおよびリアプノフベクトル

が変化しうることを指摘したQそこで､望ましい時間パラメータの選び方､つま

り運動方程式の記述の仕方とは何かを明確にするため､自由度 Ⅳ の系では第Ⅳ,

〟+1リアプノフベクトルがそれぞれ軌道の進行方向とハミルトニアンの勾配方

向に常に向いていること､という要請を導入した｡ここで､二つのリアプノフ数

人N と入N+1は上記の二つの方向に対応してゼロになることに注意されたい｡この

妻帯を満たすことによって､安定/不安定性に関係のない上記二方向を区別し､純

粋に安定/不安定な方向を得ることができる｡本稿では相空間における幾何学的

方法を構築し､この方法が先の要請を満たすことを理論的および数値的に示した｡

また､幾何学的方法と従来の方法は､リアプノフスペクトルに関しては同じ億を

与えることも数値的に観測した｡

課題としては､化学反応を表すようなモデル､例えばDoubleWell系において

鞍点を乗り越えていく運動がどのようなリアプノフベクトルを持っているかを詳

細に粛べていくことや､多自由度のときは曲率テンソルの計算が煩雑になること

から簡約化する方法の考案などが挙げられる｡
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