
145

C1-stable intersection of Cantor sets 

同志社大学・理工学部浅岡正幸

Masayuki Asaoka 

Faculty of Science and Engineering, 

Doshisha University 

1 数直線上の Cantor集合の交わり

孤立点を持たず，各連結成分が1点からなるような空でないコンパクト位相空間 k をCantor

集合という．よく知られているようにすべての Cantor集合は互いに同相である．

例 1.1.0 < μ < 1/2に対して，単位区間 [O,1]の中央 1/2を中心とする長さμの開区間

（号，翌）を除いたものを I1とし， hの連結成分である 2つの区間について，その中央を中心と

する長さ μ2の開区間を hから取り除いたものを I2とし・・・と繰り返し， 2n-l個の長さ μnの開

区間までを取り除いたものを Inとする． このとき， Aμ=nn>l Inは中央μ-Cantor集合と呼ば

れる Cantor集合となる．

力学系理論に硯れる重要な Cantor集合の多くは反復写像系の不変集合として書くことができ

る． 1|叫を VE配のユークリッドノルムとする． d次元ユークリッド空間股d上で定義された写

像f：配→配が縮小写像であるとは， SUPp,qE股dIIJ(p) -f(q)II < 1であることを言い，有限個の

酎上の縮小写像からなる族F= (!1,...,fk)を戦d上の反復関数系 (iteratedfunction system, 

IFS) と呼ぶ． ~(k) を自然数全体の集合 N= {1,2,．．．｝から {1,...,k}への写像の全体とすると，

この集合は離散集合{1,...,k}の無限直積としての眉積位相により Cantor集合となる．縮小写像

定理により， XE配と sE ~(k) に対して，極限

妬 (s,x)= nl鷹 fs(l)0 fs(2) 0 ・ ・ ・ 0 fs(n) (x) 

がxの取り方によらずに定まり，写像s→ hF(s, x) は ~(k) から股d への連続写像となることが

証明できる．この写像の像

n(F) =｛加(s,x) I s E ~(k)} 

を反復関数系 Fの極限集合 (limitset) と言う． ~(k) がコンパクトで hパ・， x) が連続であること

から， n(F)は配のコンパクト部分集合である．罠1の反復関数系F=U1,...,fk)が強分離条件

(strong separation condition, SSC)をみたすとは，股dの空でないコンパクト部分集合Kで，す

べての i= 1,...,kに対して fi(K)CK,かつ， i/jならばf;(K)n fi(J) = 0となるものがあ
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ることを言う． このとき， S1(F)はCantor集合で

叫）＝口（ぃ，且，，K｝fぃ°ム(K))
をみたす．

例 1.2.0 < μ < 1に対して， f1,μ,J2,μ ：股→股を

1-μ 
f叫 x)= yx,  f叫 x)= 

μ'1  +μ 

2 
x+ 
2 

で定めると， Fμ = U1,μ, h,μ)は強分離条件をみたす罠上の反復写像系である (K= [O, 1]とすれ

ばよい）．その極限集合飢恥）は中央μ-Cantor集合Aμ となる．

力学系の分岐理論においては，強分離条件をみたす反復関数系の極限集合として書ける Cantor

集合たちが交わりを持つときに，反復関数系を構成する写像たちの摂動に対してもその交わりが

保たれるかどうかが問題となる場面が度々現れる．そこで「摂動に対して極限集合の交わりが保

たれる」ということを次のように定式化する： 1さr三(X),k2 1に対して， C［（股りで， K個の

ぴ級縮小写像からなる股dの反復関数系で強分離条件をみたすもの全体を表す．この集合は，屈d

からそれ自身へのび級写像の全体Cパ股叫野りにコンパクト開 er位相をいれたものの K個の直

積び（配，野ザの部分空間として定まる C汀立相を持つ． FEq（野り， GEC[（野りについて，組

(F,G)がer-stable intersection property（以下， CにISPと書く）を持つとは， Ci（配）にお

ける FのC亡近傍UとC[（配）における GのCに近傍 Vで，すべての FEu, GE Vに対して
Qば）と n(c)が交わるものが存在することを言う．

er-SIPに関する括本的な問題は次のものである．

問題 1.3.与えられた d>l, 1 < r < (X)に対して， K＞ 1 2 1, £ 2 1とFEq（配）， GEC[（配）で，

(F,G)がer-SIPを持つものの存在（または非存在）を示せ．

問題 1.4.与えられた FEq（配）， GEC[（配）に対して，（F,G)がer-SIPを持つかどうかを判

定する方法を見つけよ．

これらの問題に関して 1次元の場合に知られている結果を概観し， 2次元以上において最近筆者

が発見した C1-SIPを持つ反復関数系の組の構成法を述べるのが本稿の目的である．次節では 1次

元の場合を， 3節以降では 2次元以上の場合を扱う．

2 1次元の場合

1次元の場合の議論の出発点となるのは Newhouseによる thicknessを用いた判定法である．

ここでは Newhouseの原論文 [9]のものではなく， Moreiraの論文 [6]にある改良されたものにつ

いて説明する．以下，区間Jc良に対して |IIでその長さを表す．



147

k を艮の Cantor部分集合とする．その補集合股＼Kの連結成分の全体を Gap(K)，その中で

有界なもの全体のなす集合を Gapb(K)と書く． I=(a, b) E Gapb(K)に対して，

.e（K,I) = inf{c < a I J E Gap(K), IJI 2'. III⇒ Jn [c,a] = 0}, 
r(K,I) = sup{c > b I J E Gap(K), IJI 2'. III⇒ Jn [b,c] = 0} 

と定める．すなわち， £(K,I)とr(K,I)はそれぞれIの左端点，または右端点を含み，かつ,|II

以上の長さを持つ股＼Kの連結成分と交わらない区間で最大のものの長さである．これらの量を

用いて， left-thicknessTe(K)とright-thickness冗(K)は次のように定義される．

.e（K,I) r(K,I) 
叫K)＝ inf ，冗(K)= __ inf 
IEGapb(K) |I| IEGapb(K) |I| 

例 2.1.0 < μ < 1に対して，心を中央μ-Cantor集合とすると，長さ炉のである IEGapb(A,,,) 

に対して， £(A,,,,I) = r(A,,,, I)＝号和nとなるので， T［（Aμ)＝冗(Aμ)＝号『•

これらの thicknessを用いて，股の二つの Cantor部分集合が交わりを持っための十分条件を得

ることができる．

定理 2.2.(Neowhouse [9], Moreira [6]）股の Cantor部分集合Kぃ応が，

Te(K1) ・ Tr(K2) 2'. 1, 冗（K1)・Te(K2)2'. 1 

をみたすならば＊1, 次のいずれかが成り立つ．

(a) K1 n K2 =J 0. 

(b)K2C/iとなる IiE Gap(Kリが存在する．

(c)K1Chとなる I2E Gap(K2)が存在する．

定狸の (b)(c)はK1とK2が自明に交わりを持たない場合であり，それらを除けばthicknessが

十分に大きい二つの Cantor集合は交わることを定理は主張している． Palis-Takensの本 [10]の

Section 4.3, Theorem 2の議論を用いると次を示すこともできる．

定理 2.3.Te(O(・)),Tr(O(・)): c~（股）→良は下半連続＊2 ．

この定理と， FECl（戦）に対してコンパクト集合O(F)を与える写像がHausdorff距離に関し

て連続となることを用いると次がわかる．

系 2.4.FE C肛股）， GEC}（股）が

Te(O(F)) ・ Tr(O(G)) > 1, Tr(O(F)) ・ T.叩 (G))> 1 

*1 Moreiraの論文ではthicknessに関する等号のない不等式を仮定しているが，証明は等号がある場合も機能する．
*2実際には，cl＋に位相(e> 0)について下半連続であることを証明できる．また， Newhouse[9]やPalis-Takens[lO]
では， Gapb(K) の「順番」を固定して thickness を定義しており，その定義では C1十€＿位相に対する連続性が証明

できるが，ここで与えたMoreiraによる定義では下半連続性しか成り立たない．
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をみたし，すべての IiE Gap(O(F)), h E Gap(O(G)）に対して 0(G)<t-万， O(F)</-万である

とき＊3, (F,G)はc2-s1Pを持つ．

例 2.5.Fμ, = U1,μ,, h,μ,)を例 1.2の中央 μ-Cantor集合を極限集合とする反復関数系とする．

刀(O(Fμ,)）＝冗(O(Fμ,))＝攣ょり，μ，入 E(0, 1/3)に対して，（Fμ,，凡）は c2-s1Pを持つ．

反復関数系の C1位相に関して，極限集合の thicknessは連続ではない．

定理 2.6(Ures [11]). C1-genericなci（良）の元Fに対して， Tt(O(F))＝Tr(O(F))= 0. 

この定理は Newhouseのthicknessを用いた判定法がC1-SIPに関しては役に立たないことを意

味している．実際， Moreiraは次の結果を得ている．

定理 2.7 (Moreira [7]）．すべての k,£ に対して， C1-SIPを持つ (F,G)E ci（股） xC}（股）は存在
しない．

Cantor集合の大きさを測る量としてよく用いられる Hausdorff次元と stableintersection 

propertyの関係についても Moreiraらによる結果がある． 1次元の反復関数系の極限集合の

Hausdorff次元は upperbox dimensionと等しいことが知られている．まず， er-SIPを持つ

配の反復凋数系の組がみたすべき極限集合の upperbox dimensionに関する不等式について見て

おこう．配のコンパクト部分集合Kのupperbox dimension <limBは，座標に平行な一辺の長

さが€の d 次元立方体で K を覆うのに必要となる立方体の数の最小値を N(K,E) として，

dim訊＝ lim-
logN(K,E) 

€• o log€ 

で定義される． コンパクト集合K1,K2E匝打こ対して， K1-K2 = {x-y E戦dlxEK1,yEK叶

と置いたとき， K1,K2 を覆う一辺が€の立方体の中心たちをそれぞれ xい ...,X£, YI,...,Ykとす

ると粕ー応は X;-yj たちを中心とする一辺が 2€ の立方体で覆うことができることから，

dimB(K1 -K2)::; dimB粕＋dimB応

が成り立つ． VEK1 -K2であることと， K1とK2+vが交わりを持つことは同値なので，股dの

反復関数系の糾(F,G)がC00-SIPを持つならば， 0に近い VE罠1に対して coo位相でGに近い

反復関数系でO(G)+vを極限集合として持つものがあることから， O(F)-O(G)が0の近傍を含

まなければならず， dim叫O(F)-O(G)) = dである．従って，（F,G)がC00-SIPを持つならば，

upper box dimensionに関する不等式

而函O(F)＋而函O(G)2'. d 

が成り立たなければならない． c2-s1Pに関しては，この条件が十分条件にほぼ等しいことを主張

するのが次の結果である．

*3閲1の部分集合Aに対して万でAの閉包を表す．
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定理 2.8(Moreira-Yoccoz [8]). k,f ~ 2に対して，

五，e= {(F, G) EC訊） XC;（股） 1而函!:t(F)＋而函!:t(G)> 1} 

と置くと， 1k,£ の開，かつ，桐密な部分集合0で， n(F)nn(G)ヂ0をみたすすべての (F,G) E('.) 

がc2-s1Pを持つものが存在する．

3 2次元以上の場合

次の問題は 1次元の場合の結果から自然に提起されるものである．

問題 3.1.d：：：： 2, r 2 1に対し℃ k,fミ2,(F（り Eq(罠り xCパ賊りでC賃,IPをみたすものは

存在するか．特に r=lの場合はどうか．

裔次元であるが 1次元に近い場合として，複素 1次元の正則反復関数系のカテゴリーでは

Buzzard[5], Araujo-Moreira[!], Biebler[3]らによって， Newuhouseのthicknessを用いた議論の

類似が得られている．

筆者は最近， d：：：： 2に対して C1-SIPを持つ股d上の反復関数系例を構成した．

定理 3.2（浅岡 [2]).d1，必：：：： 2 と€ ＞ 0に対して， k：：：： 2, R,：：：： 2とFEC以匝d丘 d2),G E 
C}（記＋d2)で． dimBQ(F)＜d1 +€, dim臼 (G)< d2 + E，かつ，（F,G)がC1-SIPを持つもの

が存在する．

前節で注意したように， dimBn(F)+dimB n(G) < d叶必ならば(F,G)はすべての 1：：：：：： r：：：：：： oo 

に対して er-SIPを持たないことに注意しよう．

以下，本稿では d1= d2 = 1,すなわち，配上の反復関数系の場合に C1-SIPを持つ組を構成

し，それがなぜC1-SIPを持つのかについてのおおよその説明を与える．この例は Bonatti-Diaz

が発見した blenderと呼ばれる機構を用いて構成されるので，まず次節では blenderについて説明

する．そして，最後の節でblenderを用いて例を構成し，それがC1-SIPを持つ理由の核心部分を

説明する．

4 Blender 

BonattiとDiazは論文 [4]でblenderと呼ばれる Cantor集合でありながらあたかも高次元の

多様体のように振る舞う双曲集合を導入し，それによって構造安定でないにもかかわらず摂動して

も位相推移性を保ちつづける微分IEJ相写像の例を構成した． この節では彼らの blenderを股2の反

復関数系の言業で表硯した例を与え，その「高次元多様体のような振舞い」がどのようなものであ

るかを述べる．
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3/5 
I'(h1) Cf戸(I'(h))
r(h) 

図1反復関数系F=(fぃf2)

0 < μ < /I/8を固定して， fぃf2：配→配を

Ji(x,y) = (μx + i, ~y-n, h(x,y) = (μx + ~, ~y+ >
で定める． h，J2は縮小写像で， K= [0, 1] x [-2,3]とすると， fぃf2は縮小写像で，

fi(K) C [i, ~] X[―[，閑］， h(K)c [~,i] x [-~，誓］
となることから， fi(K)c h(K) c K, fi(K) n h(K) = 0が成り立つ．よって，反復関数系

F = (!1ふ）は強分離条件をみたし， D(F)c K となる C'{'（配）の元である． D(F)は次のような

意味で「垂直方向の 1次元多様体」のように振る舞う．

命題 4.1.0 < a < 1/5とする． a-Lipschitz関数 h: [O, 1]→(0, I)に対して，そのグラフ

r(h) = {(x, h(x)) Ix E [O, 1]}はD(F)と交わる．

Proof.縮小写像 f/，冗：良→股を f;(x,y) = (f;-(x)，刀(y)）で定め， J1= ft([O, 1]) = 

[-1/5, 2/5], J2 = ft([O, I]) = [2/5, 6/5]と置く． h: [O, 1]→(0, 1)をa-Lipschitz関数とする

と， I= {h(x) I x E [O, 1]｝は (0,1)に含まれる長さがa以下の区間である．（0,1) C J1 uh, 

ふnh = [2/5, 3/5]であることから，釘 E{1,2}でICInt J;1となるものが存在する．関数

h1 : [O, 1]→戦を
h1(x) = (f;)—l(h(fi~ (x))) 

で定めると，柘は (0,1)に値を持つ (5/4)μa-Lipschitz関数で， Ji,(x, h1(x)) = (fi~(x), h(f;~(x))) 

となるので，

f;, (r(h1)) = r(h) n f;, ([O, 1] x [O, 1]) 

をみたす．（5/4)μa< aより， h1に対しても同様に砂 E{l, 2}とa-Lipschitz関数 h2: 

[O, 1]→(0, 1)を構成でき，以下繰り返すことで，（0,1)に値を持つ [O,1]上の a-Lipschitz関数

の列 (hn)n:C:Oと{1,2}に値を持つ数列（％）立1で， ho=h,かつ， n= 1,2,．．．に対して

Jdr(hn)) = r(hn-1) n几([O,1門）

をみたすものが構成でき，

nf;,o•• ．ム（r(加）） cr(h)n n f;, O••·lin([0,1門）
n~l n>l 
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となる．左辺は空でないコンパクト集合で，右辺は r(h)n n(F)に含まれるのでr(h)と!t(F)は

交わりを持つ． 口

命題の証明のアイデアは FをC1ー摂動したものにも適用でき，それを用いて次が証明される＊4．

命題 4.2.0 < a < 1/5とする． FのCJ（良りにおける近傍Uで， FE uとa-Lipschitz関数
h: [O, 1]→(0, 1)に対して r(h)とQば）がつねに交わるようなものが存在する．

5 定理 3.2の証明のアイデア

命題 4.2は，極限集合 O(F)があたかも [O,1ドの垂直方向の 1次元部分多様体のように C1

摂動をしてもすべての a-Lipschitz関数 h:[O, 1]→(0, 1)のグラフと交わると解釈することがで
きる．それならば，前節の blenderを持つ反復関数系 F= (!1,f分の縦横を人れ換えたものを

G = (91,92)とすればそれぞれの極限集合が [O,1]2の乖直方向，水平方向の 1次元部分多様体の

ように振る舞うので，それらの C1摂動もつねに交わりを持つのではないか， というのがC1-SIP

を持つ反復関数系の組の構成の基本的なアイデアである．すなわち， F=(f1,h)を前節のものと

し， fi(x,Y) = (Ji―(x), f汽y)）と置き， G= (91,92) E Cf'（配）を 9i(x,y) = (f汽x),f,―(y)）で定
めたときに次が成り立つ．

定理 5.1.(F,G)はC1-SIPを持つ．

ここでは，問題の単純化として， VE股2によって 9i,v(x,y) = 9i(x, y) + vで定められる簡単な
Gの摂動Gv= (91,v,92,v)に対して極限集合の交わりが保たれること，すなわち，次が成り立つこ

とを示す．

定理 s.2.llvll < 1/sに対して， O(F)とO(Gv)は交わる．

Proof. fi(x, y) = (Ji―(x)，刀(y)),9j,v(x,y) = (9人(x),9応(x)）と置く．良2の長方形R= [a,b]x 
[c, d], R'= [a', b'] x [c', d']が [a,b]c (a',b'), [c',d'] c (c,d)をみたすとき，組 (R,R'）は横断的

であると言うことにする.||vii<1/8のとき， i= 1, 2に対して (/i([O,1『)，9i,v([O,1]2))は横断的

である．

n 2'. 1, i1,..., in,JI,...,j五E{l, 2}に対して，長方形の組

(Ji, 0 • • • 0 fin ([O, 1]2), 9j,,v O • • • 0 9jれ，v([O,1門））

が横断的であるとする．このとき，

R, = Ji, o... o几([O,1ド） n9j,,v0・・・09恥 v([O,1ド）

*4実際の証明については [2,Proposition 2.12]などを参照せよ
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J
 

J' 
ー`'
91 

図2 定理5.2の証明

と置くと，閉区間J,J'C (0, 1)で

(fi1 0 • • • 0 fd-1(R*) = [O, 1] X J, (9j1,v O ・ • • 0 9Jn,v)-1(R*) = J'X [O, 1] 

となるものがある．実際，横断性から

R* = (Ji~ o ・ ・ ・ o fi~)([O, 1]) x (g;,_,v o.. ・ o g;;,v)([O, 1]) 

となるので，

J = (Ji; O • • • O J;!)-l O (9j,_,v O • • ・ O 9~,v)([O, 1]), 

J'= (9j,,v O ・ ・ • O 9j<,v) —1o (Ji~ o ・ ・ ・ o fi~)([O, 1]) 

となる．特に (f,―)'=（g五）＇＝ μ，（f,+）'＝ （g:J = 4/5より， J,J'の長さは(μ ・ 5/4)nであ

り， 0< μ < 1/8より 1/5より短い. ||vii < 1/8ならば (0,1) Cg丘([O,1]) U gふ([O,1]），かつ，
9i,v([O, 1]) n gむ（［0,1]）は長さが 1/5の区間であることから，前節の命題4.1の証明と同様に，

in+l, jn+l E {1, 2}で

Jcfこ([O,1]), J'C g_t+,,v([O, 1]) 

となるものを取ることができ，長方形の組

(fり． O • • • O Jin O fin+l ([O, 1門）， 9J,,vo•••og恥vog五＋1,v([O,1門））

は横断的となる．

横断的な組，（Ji([0,1]2),gい([O,1ド）），または，（h([O,1]2),92,v([O, 1]り）から始めて上の手順を

繰り返すと，｛1,2}に値を持つ数列 (in)立 1,(jり）立1で，すべての n2: 1に対して長方形の組

(Ji, 0 • • • 0ム([O,1]2),g11,v O • • • O 9in,v([O, 1]2)) 

が横断的となるものがある． Ji,gj,vの形から， Ji―([O,1]) C (0, 1)，町([O,1]) C (0, 1)，かつ，

k O... 0 fin ([O, 1]2) n 9i,,v O... 0 9Jれ，v([O,1]2) = Ji~ O • • • O Ji~ ([O, 1]) X 9h,v O • ・ ・ O 9~,v([O, 1]) 
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となることに注意すると，

n fi1 0... 0几([O,1]2) n 9h,v o ・ ・ ・ o 9jn,v([O, 1]り
n>l 

が空でない O(F)n O(G』の部分集合であることがわかる． 口

前節の命題4.1と同様に，上の定理の証明のアイデアを F,GをC1摂動したものに適用するこ

とで，（F,G)がC1-SIPを持つことが証明できる．

最後に !1(F),!1(G)のupperbox dimensionを上から評価しておこう． !1(G)は!1(F)の縦

横を入れ替えたものなので， !1(F)について計算すれば十分である． F+= (!{, fi)と置くと，
!1(F) C !1(F+) x [-2,3]である． n::::0: 1に対して !1(F+）は勿個の長さ μnの区間たちで，［0,1] 

はl5μ-n」+1個の長さ μnの区間たちで覆うことができることから，

dim印 (F):S li 
log 2n(5 lμ-n」+1),, log(2) 

im -~ = 1 + 
n→oo log加 log(l/μ) 

となる．従って，μが0に十分近ければ， dimB!1(F)も1に十分近くなる．
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