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序

Feynma-nがボナ ラロ･ン降霜にJ於ゆで,経絡帝分法に､塞ず (変分法-を適用 し

て以来,同様の取 b扱い･に よる多 く,の研究瀕 を､されている｡ 経路積分法は,演

ー ラロン問箆に於いて,その繁雑 夜数学形式匠かかわ らず,結合定数 aのすべ

ての領域にわたって,同一の数学形式､セ与え られる長所 を持 ってい る ｡ 又,蘇

合定数のすべてノの領域終一於恥で,結合定数 の適用範囲を持った理論-と比較 して

基底状態のエネルギーに よい-敦を示すか,あるいは まb低い億を与え ろ ｡

Feynman理論.は,trial を作用 として, 1つのバネで結びつけ られた two

-coupled.particlemod,elを用いるO 我 も々は図 1に示 されるように

three>-C'oupled;partic子emOdel を用いて, Feynman理論 を拡張 した｡

我 々の形式では,変分 パ ラメーターが 4個であb,'その極限状欝 として Fey-n一

man理論 を含んでいる｡

我々が 野eyn,mla･nJ理論 を拡張 した理 由は次の とお力である. ポーラロン問題

に於いて,正確希作用 は二,♂-- ロン型のポテンシャルエネルギーを持つ o 図2

にみ られるように Feynfnan.理論は,クー ロン塑 ポテンシャルの束縛状態を親

和振動子のポテンシャルエネルギーで coveT LようとしているO-従 って探い

束縛状態に'対 してへ,･この近似は十分では夜ho残念 夜が ら,経路積分法で正確托

計算できるのは,ポテンシャルエネルギーが 2次形式忙 限 られているo従って

-鮫に Feynman理論 を拡張 した manycoupled_particlemodelの trial

action

s--::tT(若 ,2且- in塁.cn,ttldtas(--もー富S)2e~WnTt~87

T T
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を用いるのが自然 を拡張で, Feynman理論 よb低い基底状態を与える, よい

trial action と考え られる｡ 我 々は簡単のためN- 2の場合を考え , 4つ

のパ ラメーターで変分を行 食 うことに よ b , Fey･nman理論 よb低い基底状態

エネルギーを.結合定数 αが十分小さい時 (α≪ 1)及び中間領域のα-5

の場合に得たO しか し基底状態のエネルギーの下が bは,期待 した程では夜 (

(せいぜい Feynman理論の0.1qo程度の補正) あらためて Feynman理論の

よい ことを確認 した｡ ポー ラロン質量の方は.基底状態のエネルギーの時 よb

も大 きい0.4% 程度の補正 を示 した｡ §1に於いて簡単に Feynman理論 を

review した｡ §2に於いて,基底状態のエネルギー及び,ポー ラロン質量の

計賃が示されたo 図 1,2は定性的を図であるo

図 1 strialの物理的意味 ;three-coupled-particlemod･el
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§1 Feynman理論について

- ミル トニアンを無次元化す ふため,五｣ヶ1,Q'- 1,孤- 1の単位 を取 るo

a1は光学的 フォノンの周波数 ,皿 はバ ン ド質量である｡ ポー ラロンの- ミル ト

=アニ/

p2 ･k a X -a立e･ik5HH- す + ∑ ar+a 川 等 )1'2竜三 (a妄e~ i.kX
(1.1)

を経路積分の形式に書 き表をす ｡ シュレディンガ一万番式のかわ b
二チ エ

- H,少 をる時間を純虚数に取 った方程式を考えると,Lこの方程式に対応す る確

率振幅Kは,

T

K-Iexp-scD一軍 七㌢0

S-弓 fT(2 ,2d七･2-'Siα ITfTL完 了 完 了 e- T t -87a tdB
(1.2)

で与え られるo こ こに -i)意t は経路積分の意味ですべての経路について和 を取
-EfoT

るることを意味 していや o Tが十分大 きい時, T--で, 夏は漸近的に:1卜占

と覆るo こ一こに Eoは基底状態の土ネルギーであるo 変分原理の出発は･次 の

不等式である｡

< exや f> ≧ exp< f> ' ここにく･･････> は

IT(-････) exp S･1-DX も
<:･∴ -> ≡

fTexpst.が も

で定義され る｡ (1.5)

■■

sl は,任意の trialを作用であるo

Fey･n皿anは sl として

s.-一 言 tT(A ,2d- 描 (xtTX｡,2e-W7t~S}ata- い たo
(1･4)

上の不等式に従 って
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fexp s-Z)E t - f exp (S-sl) exp sIcZ)Ⅹ七

- く exT,(S-S.)> -fexps.』Ⅹ七≧ expく S-S.>fexps.eZ)jet (1･5)

T- が十分大きh時exp<S-sl>-eSt,/exps.動 ～e-ET,fexpqAxt

～ 8-EIT と- て e-耶 2 √(El-S)Tが成立す る. 従ってE≦Fl-S

よb変分原理が成立するo El-Sは2変数, CとWの関数であるo Fey-nma＼n

は以上の原短 よb弱い相互作用の時,基底状態のエネルギーEに対 して,

Eニ ー α-1･25(i )2+ --･, ポーラロン質量 m米に対 して m米-.+言+
α

0.025α2十･･････を得た｡叉,強い相互作用の時 丑ニー0.106a2-2.85,

m米 - 202(i )4を得たo 叉 Shultzは ぎeynmanの式を数値計算 して,結

合定数 αのい くつかの値について, 丑 とm米 を求めた｡ 特に α-5の時 丑ニ

ー5.1555Im米.= 1.89であるo

§2 基底状態エネルギーとポーラロン質量の計算

我々は.trial a･ction Slとして

S.ニーitT(等 2dt- Cf tTtTdtdS(Xt一意S,2{0.7t~87

-;2tTlTdtas(Rt-3{8,2e-W 21七~8- (2.･日

を用いる〇 ･wl> Q'2>D,C l >0,C2> 0 と仮定する｡ 我々の求めるエ
ネルギー丑は

丑 - E1 - 8

1

日 =す く S ~ S > =A+B+C1
(2.2a)

A -‡義 持 tds e竹 sl<町 ㌔ rl- (2･2b,

ご1各ヨー
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B-言cf ･.,Tdt且s e-W.7七~8--町 濫B)2- (2･2C,

C-言;2fTdtdB a-W21七~sl- tEt一夏｡-2 - (2･2且)

で与えられる｡
･ヽ

Feyr-an同様 町 道81-1-f2% exp ( iK(諾 了 諾 S,)杏- て A は ･

A -言還 [Tdtdse~ 7t-87f蓑 - exp〔- 七骨 〕- I;I
(′2.51

で与え られる｡

iii< exp〔勘 iT一意q)〕> -fexpsleXP〔轍 貰T一題o)〕A 屋七/

･√exp s】』 Ⅹ七 (2･4)

分母 を工とお くと,

CI T T

I- f exp 〔-i orT(票 )2dt一汀 ., (早 産8,28一打 t-~S7dtas

-;2iT･orT(鼠了 芸S)2a-W 27七~slatds+拝 七一卑 t〕』 濫七
(2.5)

と浸る○ ここに f(七)-i監(8(モーで)-8(もー6))である｡(2.5)にお いて
5つの座標成分にわけ,特に,Ⅹ成分だけ考える｡ 叉,積分に最 も効 く経路 Ⅹ ′

か らの寄与のみ取 b出す と,=は重要で貴い定数項 を除いて,

I- exp ト LorT(立;,2dt- CfllT(Ⅹ摘 )2;a,7t-slatd8

-;2lT(Ⅹ摘 )2e~a'27七㌦ 七郎 LorTf(t)Ⅹ回 (2･6,

と怒るo こ こに Ⅹ芸妓次の微分方程式を満た し境界条件 Ⅹ′(o)〒Ⅹ′(T)-a
を満足す る｡
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生 芸Ⅹ三一20.Ixs, a
T

d_t2

一切11七一sl

- 2C2√ⅩS'O

_I_三一一三 =:I_,I
a)2

T-_, -a)2日:一房7
dIS-I(t) (2.7)ーO ～

･2･7,'の解を用いて I-exp弓 .rTf(t,Ⅹ′(t,且t〕.t怒る｡ 上の方程式は

yt-筈torTxs,e-W17t-S-ds,Zt-;2tT'xs,;W21t-S7dSと変形し･

d2xi

dlt2

且2y t

d_t2

且2z t

a_t2

一望 (Ⅹt′- Y t , . 隻 (xt-ztト f (t)
Wl α )2

-司 (y t-Ⅹ壬)

-W22(Z t-Ⅹt,)

(2~.8a)

(2･.81〕)

(2.8e)

1
に効 か ない項 を無視 して (2.4)紘,

二-exp 〔iE(XT一芸q)〕-- eXP ト 誓G(恒 o") ､(2･9a)

G(巨-on

. ,(Ⅴ三一和 Ⅴ三-≡),/.-VJT-07
(Ⅴ三一vf)＼ Ⅴ三

(Ⅴ三一W22)(W守一Ⅴ三)

･±-‡〔Ⅴ号･V… ±

2
-v 7T-ql
(1-e

22

)〕+笠 巨叫 (2･9b-
Ⅴ+Ⅴ-

∫

I ( : - ≡, 2 +諾

-185-
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2
V.-･一也弓 '+

4C2
璃 - a･22 + - (2･凋

Q32

で与えられるO-我々は,a'1>W2> 0と仮定したo又 Cl,C2> 0より Ⅴ+>

wl>W2,-Wl> Ⅴ->W2が成立するo Cl,C2は Ⅴ士,wl,a'2を用いて

4CI Tl

a'. (a･卜 W… )

4C2 1

02 (a主 な,≡)

(Ⅴ三一可 )(Ⅴ三一可 )

(Ⅴ三一a･…)巨三一W22)

(2.10a)

(2.101))

とあらしゎされる｡ (2･9a)の結果は,K- 0で正確ゆえ,正しく規格化されて

いる｡ 従 って Aは

-y2 nCO e-y
A- a7r'-I

O√古市
d･yで与えられる｡ (2･1て)

く (ⅩT-Ⅹぴ)2> は, (2･9a)の両辺を K2のオーダーまで展開することにより

得 られる｡

1

すく(芸T凋-a)2>

1･ ,(Ⅴ三一和 v2.-W…)′.-V.7て叫
(Ⅴ三-vf)＼ Ⅴ.5

(Ⅴ三一a,22)(co午Ⅴ三)
Ⅴ

-v IT-Ol
(卜e

Bについての積分は簡単に実行され,

･B-芸tTdtfase
T -a)1lt-87

0

+

22

)〕+崇 巨- (2･.2)
Ⅴ+Ⅴ-

〔毒 寺 前 ,(V三4 (1:eV+7t-87,

1 (Ⅴ三-a,22)(隼 Ⅴ三), -V一七一8-､u弓W22
(卜 o )+

(v2{vf) vS

-184-
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5C1ノ(Ⅴ+-a,1)(v2ru:) (Ⅴ三一W…)(a,.-Ⅴ_) wZ(Ⅴ三一Ⅴ三)
(v2.-Ⅴ三)ia,.Ⅴ三
5C.(互vI+夷 )

α1 V.Ⅴ_(Ⅴ++㌔)

Cも同様にして

5C2 (Ⅴ.Ⅴ_+可 )

B+ C-÷1-

2 2 2
Q71V- Ⅴ+Ⅴ-

(2.15)

W2 V+V_｣(Ⅴ.+Ⅴ_1

5_(wf+Ⅴ.Ⅴ_)(W22+Ⅴ+Ⅴ_)
4I v+Ⅴ_(Ⅴ.+Ⅴ_

(2.14)

+ (Ⅴ++Ⅴ_)i (2･15)

勘 を求めるために cl,C2を γ倍したあらたた trial-action Slを考え
る ｡

S1-寸 描 ,2dt-2C,γfTfTdt- t一芸8,2-Owllt-S-00
TT

- 2C2γ.√fd･td-S
0 0

-EITに注意して,′expsl』Ⅹ- 令
∂E1
- -⊥ (B+Cう･
.ar r

(Ⅹ了濫S)2 0-W27･七~87

(2.16)

ここに B+ Cは cl,C2 を clr,C2rにおきかえたことにより, (2･9C)
(2･9d_)を通して (2,17a) (2･171〕)にみ られるようにTに依存する｡ γ-

0の時 E1- 0に注意するo

Ⅴ++Ⅴ_=

(2.17a)

4c ぅ 4c2

w U - ≡+可 r'忘㌻ r.2

-185ー｣
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七-Ⅴ+Ⅴ_とお く〇

五.-it1aTr言十
(司 +Ⅴ+Ⅴ_)(a,22+Ⅴ.vJ

Ⅴ+㌔ (Ⅴ++㌔ )

2
nH

,:).I,ハ了+
2
2山
一i
二

Ⅴ+Ⅴ-

×fd_t〔
(LJ1{<)2

+ (Ⅴ+十Ⅴ_)〕

4Cl

･- +4g ,t'+(4;lw22･岩 綿CtJ1

･4; .環 ,_t2･2(豊 中 222頼 ･(B w42･芸 W?,ah --一一一一Wl

5 1

22 22
V+v--a)1a)2

･三+Ⅴ三一W号-a,22')t2+2(V三Ⅴ三一 W号W 22 )t

+Ⅴ三Ⅴ三(W;+.a,:)-車 重(Ⅴ三+Ⅴ三)

÷(Ⅴ++Ⅴ- む1-W2)

以上より求めるエネルギーの表式は,

5 1
丑--
4V+V_(V++V_)

( 2.18)

〔Ⅴ.V_(Ⅴ.+V:a,red.)2+(Ⅴ+vja,.W2)2〕- A

二y2 i-aye-y 〔Gry )〕-y2と怒る. ･(2･1ー9)A- a ZC
8

c2→ 0の極限の時 Ⅴ+- vl,Ⅴ一一 Q'2と在り (2･19)紘,

丑→三 ユ (Ⅴ.-W.'2-Gly2a v./伸 +型 '(.㌔ ,杏 TaT

Oく⊃

4vl 0 Vl

になりFeynmanの表式と一致する.

準にα<こ 1の弱い相互作用の時 Ⅴ+-Q,.(1+8.),Ⅴ_-W2(1+E2)I

-186-
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81> 0･E2> 0 とおいて

EE-T w.車 T P2822･若鶏 C.82-･al,巧+S2-- 6292'

5 5

(2.20a)

pl-孟(JT元 一1-
器 -0, aaeE2-O よわ

(wl+W2)2
81=

(,,,,- ,I,2)ご

(wl+a,2)2

p2- ヱ (W2

〔孟 (,-pl) -

1+a,2-1) (2･20bl

5(a,1+W2)

5(W.+a･2)

(1-P2)〕α (2･21al

(卜 P.)〕α (2･21b)

(2.21a),(2.21b)杏 (2120a)に代入してエネルギー 丑は

丑ニーa一誓 (豊 2 〔岩 詫 望 〕 (2'22)

q1- 1- PI Q,2- 1- P2 となるo

wl,也,2を変分パラメ-クーとして数値計算することにより･ wl= 12･9

±0･05,a'2-2･0±0･05, Ⅴ +- 12･9+0･141α,･Ⅴ_- 2ID+0･141α が

得 られ･.丑ニーα-且0125畠518α2十 ･･.･･とをり Feynman より低い値と怒

る〇 五･Hagaによる L-L-P流の波動関数のおつりの項を摂動であつか う方

法に･よると 丑--α二 ‡ (‡ -,lq)α2--α-oLO125978α2 となり-
によい一致を示す｡ Hohler-Mullensiefenによる 4次摂動の計算では

丑=-α-0.015920a2である｡表 1は,各々の比較を示している｡

a-3･Dの時 4つのパラメータで変分を行った時 Ⅴ+- 15･4 a'1= 15･O

v_-2･65 8'2-2･0に対して,丑--5･1557となる｡表2で他の理論 と

の比較を行なう｡
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表 1 weak couplingの場合の各理論の比軒 (a2の係数)

Feynm甲 拡張された･p-F(.eoyunrTSa)n Haga 4次琴勤

表 2 α-5.0の時の各理論の比賛

F,eynman-Schtlltz 拡張されたFeynman(ourSー Lars.en-

ポーラロン質量は,Feynman同様,始点と終点の座標をず らせた経路にそ って

の経路横分で求める｡

く ex,〔iK'ⅩT-Xo']- - ex,ト誓 a(… )+ 掛 町 - 〕
(2.25)

A -訪 ‡f atfasf選 exp〔二 争 (-ltr叫

a T T

o 2打2.KF
×e印 〔i笈･ぴ(モーS)〕×0-7t~sl (2.24)

exp〔LiKIV(七一S)〕ニ ト Kj u2(七一S12+ ･･････ と展虹 て,6

A-嘉 ∞dy e-y〔G(yj,-y2一芸 静 ye-yy2〔G(汀 5'2+ ･-･･･
(2.25)

と夜る｡

<(芸t-ⅩS)2ク エ 58(It-sl)+ U2(t-8-2

-188.-
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B - 箸‡.tTa七･lTdt ;a.Tt~8-(Ⅹ了 諾8,2
5C1(Ⅴ.Ⅴ_+a,≡) .｡2(Ⅴ三一可 )(Ⅴ三一可 )

wl (㌔+Ⅴ-)Ⅴ+V- 2W.2 (W仁u22)

同様にして Cも

5C2(Ⅴ+Ⅴ_+a.21 . ｡2(章w≦)(Ⅴ三一W…)
C= +

W2(Ⅴ++Ⅴ-)Ⅴ.Ⅴ- 2a,22 (W卜GOZ)

El もェネルギーを求めた時と同様に

E.-,Drly(B･C) ･

一号(Ⅴ.+Ⅴ- W.-(D2)+ U12

+
U2 1

2 (W弓-a,22)

(Ⅴ三-W22)(Ⅴ三一翼).(Ⅴ三司)(a･号-vf)

E･- El- (B+C)- A

2■J言 占ta

従って

(2.26)

(2.27)

〉 (2･28)

u2 米

= 飢 い +T+茎 掌.鎧 y20-ylG'y-rJ/2=.E'Dh mTU22
(2.29)

m米 = ..｣≒ f d.y e-yy2la(y)〕~%
∞

5 /ヽ7r 0

が得られる｡

weak-C'ouplingの時

米 一.α α
m =1+丁~78.i

Fl

(wl+1)y2

(2.21a),(2.21t))を代入して

-.)一号 C2i
l

-189-
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α a2,wl+a)2､2/ 2 _

m米 - .+‡-‡ (01-a )2'＼Swl
)たた く1-Pl)

(1-P2)][
Pl

5(a)1+W2)､--2一八 (-a)1+1)y2

-a12(諾 )2境 (吋 -

- 1〕

4 _＼/ P2
(卜Pl)〕〔

5(wl+吋 ､'+l'八(W2+.)%
-1]

(2.5日

栄 α

と怒り,上で求めたパラメーターを用いて,m - 1+言+0･0544a2と夜る｡
米 α

Feynman理論は,m - 1+言+0･025α2であるo α- 5･0の蒔上で得 られ
たパラメータ-を周いて m米 - 1･8965と在る○ α-3･0の時 Feynnan-

S〇hultzと比較して表 うに示す .

表 5 Feynmah-LqChulも雲との比戟 (a-5.0)

,Feynman-Sch11ユ七Z 0.ur_S _補正の割合.

且. -5.155-5 -5.1~55.7 0.077%

§5 DIscu.ss土on

我々は 4つのパラメーターを用いて経路積分法により Feynman理論を拡張

したoその結果,Feynma招翌論より低いボーアロン′の/基底状態のエネルギーの)

上限が得られた'｡しかし補正は,期待した程大きいものでなく,Feダnman理

論のよいことが再確認された｡我々は,結合定数 αの他のい くつかの値に対 し

て数値計算を実行し,ポーラロン質量の補間式を作る予定であ-る｡ 又 ,得 られ

た変分パラメーターを用いて,最近 J.T.Marshall et alのやって-いる よう

ニ190-
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に,弱い磁場のベキ級数展開を行ない,磁場の 1次の項にポーラロン質量が逆

比例することを利用して同様夜質量の補間式を求め,Fey･nman-Schu.ltz流

の方法で得 られた質量の禅間式と比戟できるだろうO又,Osaka理論の T-

ooKの移動度の結合定数aに対して プロットしたグラフもい くらか修正される
であろう｡ 我々は tria,1actionとして,我々が用いたものと異なり,計算

可能夜より真の作用に近いもの,.及び経路積分法を用いたポーラロンの分散関

係の形式を持している｡ 最後に数値計算は東京大学計算センターの HITAC

50皇oEを用いた｡数億計算を実行するにあた り,有益な助言を与えて下さっ

た,東大理学部有馬所の鈴木宜之氏に謝意を表します｡
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