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強極小構造は「次元」が定義でき，モデル理論的に扱いやすい構造である．典

型的な例として

1.無限集合の構造，（Z,S),

2. ((Z/2Z)竺＋），（(Ql,+), 
3.代数閉体

などがある． 1,2では次元公式がなりたつが， 3では成り立たない．次元公式が成

り立つ強極小構造は完全に分類されているが，次元公式が成り立たない強極小構造

は代数閉体以外の例が存在するかどうかは知られていなかった．そこで Zilberは，

次元公式が成り立たない強極小構造は代数閉体になるという予想をたてた．この

予想に反例を与えたのがHrushovskiである． Hrushovskiは，モデルの新しい構成

法を開発し，次元公式が成り立たたず無限群も定義できない強極小構造を作った．

以下，このHrushovskiの結果を解説したい．

1 強極小構造

M,N,• ・・は構造， A,B,·· ．は構造の部分集合， a,b，・・・は構造の元， a,b,..．は

構造の元の有限列を表す．同様に x,y,•, ．は変数，孟 0, ．．．は変数の有限列を表す．

AUEをAB,{a} UAをaAなどで表す． AcwBは， AがBの有限部分集合で

あることを表す．論理式¢（歪）がAにパラメータをもつとき<p(元） EL(A)と書き，

ゃ（元）のBにおける解集合を<p(B)と書く．

定義 1.1（強極小構造） M を無限構造とする．
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1. Mが極小 (minimal)とは．任意の論理式r.p(x)E L(M)に対して． r.p(M)あ

るいはマ(M)が有限になること．

2. Mが強極小 (stronglyminimal)とは，任意のN三 Mが極小であること．

例 1.2同値関係Eをもつ構造M を，各自然数nに対して濃度nのクラスをちょ

うど lつもつ構造とする．このM は極小であるが強極小でない．なぜならば，コ

ンパクト性定理より，無限濃度のクラスをもつM の初等拡大Nが存在し，無限濃

度をもつクラスから元aを取ってきたとき，論理式E(x,a)はNを2つの無限集

合に分割できてしまう．

定義 1.3（代数的） M を構造． AcMとし， r.p（元） EL(A)を解をもつ論理式と

する．

1. r.p（元）が代数的であるとは． r.p(M)が有限であること．

2. aがA上代数的であるとは， Fr.p(a)となる¢（元） EL(A)が存在すること．

3. A上代数的な元全体を代数閉包といい． aclM(A)．あるいは省略してacl(A)

と書く．

注意 1.4acl(acl(A)) = acl(A). 

補題 1.5（交換原理） M を極小構造とし， a,bE M,A c M とする．このとき，

a E acl(bA) -acl(A)ならばbE acl(aA). 

証明． a E acl(bA)より， aを解にもつ代数的なr.p(x,b)E L(bA)が存在． r.p(x,b)の

解の個数をmとすると

ヨxr.p(x,y)を涸たす任意のb'EMに対して， r.p(x,b')の解の個数はm

と仮定できる． r.p(a,y)が非代数的であるとして矛盾を導く．極小性より

ヨyr.p(x,y)を満たす任意のa'EMに対して． r.p(a',y)は非代数的

と仮定できる． a(/_ acl(A)より，ヨyr.p(x,y)は非代数的なので，（m+ 1)個の解
aぃ•.， am+1 E Mを取ることができる． r.p(ai,y)たちは非代数的なので，極小性

より． Ar.p(ai, y)の解が存在．そのひとつをb*EMとする．このときゃ(x,b*）は
(m+ 1)個以上の解をもってしまい矛盾

定義 1.6（次元） Mを極小構造， I,AcMとする．

l. Iが独立であるとは，任意のaEIに対してa(/_acl(I-{a}）が成り立つこと．
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2. Aの極大独立集合をAの基底という．交換性より， Aの基底の濃度は取り方

によらず一定である．その濃度をAの次元dim(A)という．

定義 1.7（局所モジュラー） M を極小構造とする．

1. Mがモジュラー (modular)であるとは，任意の代数的閉なA,BcMに対

して，次元公式dim(AU B) + dim(A n B) = dim(A) + dim(B)が成り立つ

こと．

2. M が局所モジュラー (locallymodular)であるとは， dim(An B) > 0を満

たす任意の代数的閉なA,BcMに対して，次元公式が成り立つこと．

以下では強極小構造の分類について考える．

定義 1.8(set-like, group-like, field-like)強極小構造M に対して， M がset-

likeであるとは，任意のAcMに対して acl(A)= Un.e=A acl(a)が成り立つこと．aEA 

M がgroup-likeであるとは，局所モジュラーであるがset-likeでないこと． M が

field-likeであるとは，局所モジュラーでないこと．強極小構造の例は以下のよう

に分類される．

I 
可算範疇的

可算範疇的でない

|| set-like | group-like | field-like | 

丁竺／I(（誓:)，＋） 1 代数:体

可算範疇的でfield-likeな強極小構造は存在しないことが知られている (Cherlin-

Harrington-Lachlan [2]). 

注意 1.9代数閉体はfield-like.

証明 Mを超越次元が無限である代数閉体とする．モジュラーでないことを示せ

ば十分．（局所モジュラーでないことを示すには， 1点を付け加えてからその点上で

以下の同じ議論をすればよい．） ｛a,b,x}をMの中の独立集合とし， y= ax+bと

する． A=acl(a, b), B = acl(x, y)とするとき， dim(A)= 2, dim(AUB) = 3はあき

らか．｛a,b,x}が独立なので， dim(B)= 2もほぼあきらか．あとはdim(AnB)= 0 

を示せば十分． dim(AnB)> 0とすると， dE acl(a, b) n acl(x, y)-ac1(0)となるd

が存在．再び{a,b,x}の独立性より dtJ acl(x)．よって交換原理より yE acl(x, d). 

局所モジュラーな強極小構造は，本質的に上の表の例のいずれかになることが

知られている．一方，局所モジュラーでない強極小構造は，代数閉体以外は知ら

れていなかった．そこで次の予想があった．

予想 1.10(Zilber)局所モジュラーでない強極小構造の理論は，代数閉体の理論

と互いに翻訳可能
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2 ジェネリック構造

Hrushovskiは1980年代後半に，モデル理論における 2つの有名な予想 (Zilber

予想と Lachlan予想）を，反例を作ることで否定的に解決した [4,5]．そのとき用

いた無限構造を作る方法は，現在ではジェネリック構成法（あるいはHrushovski

構成法）と呼ばれ，様々な例が作られている [1,3, 6]．ここではそのジネリック構

成法について解説する．

定義 2.1（超グラフ） Rを3項関係とする． R-構造Mが

•対称性：任意の閥換 a に対して， Mp=V元[R（元）→R(a元）］

•非反射性： MF VxVyVz[R(x, y, z)→(x -1-y I¥ yヂZAzヂx)]

を満たすとき， Mは超グラフ (hypergraph)という．

表記 2.2超グラフ全体のクラスをK*，有限超グラフ全体のクラスをKfinで表す．

定義 2.3（局所次元） A,BE Kfinとする．

l. Aの頂点の数を IAI,Aの超辺全体をRAで表し, |R門をr(A)と書く．

2. Aの局所次元 (predimension)を5(A)= IAI -r(A)で定義する．

3. 5(B/A) = 5(B U A) -5(A)とする．

注意 2.4A, B, CE Kfinとする．

l. 5(B UC/A)= 5(C/B U A)+ 5(B/A). 

2. CnA = 0のとき， 5(C/A)= 5(C) -r(C,A)．ここでr(C,A)はXとAの

間の超辺の数

3.単調性： AcBかつBnC=0のとき， 5(C/A)2: 5(C/B) 

1,2は局所次元の定義からあきらか． 3は2から求まる．

定義 2.5（閉部分集合） ACBEK*とする．

l. A,Bが有限のとき， AがBの中で閉 (closed)であるとは，任意のXcB-A

に対して5(X/A)2:0 が成り立つことである．記号で A~B と書く．

2. A,Bが有限とは限らない場合，任意のCcfinBに対しAncさCが成り立

つとき， AさBであると定義する．この定義が1と整合的であるためには下

の注意が必要である．
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注意 2.6A,B,C E Kfinに対し． A::;BかつCcBならばAnc::;cである．

この性質は単調性から導かれる．

定義 2.7（閉包） AcMEK＊に対して， Aを含むM での最小閃集合をAのM

における閉包 (closure)といい， clM(A)，あるいは省略してcl(A)と書く．

注意 2.8閉包の存在は，注意2.6から尊かれる性質「A,B::;MならばAnB::;M」

で保証される．

表記 2.9K。=｛A E Kfin:任意のA'cAに対して8(A'）ミ 0}とする．

仮定 2.10Kc  K。を部分構造に関して閉じているクラスとする．

定義 2.11（融合性） Kは融合性 (amalgamationproperty)をもつとは， A::;BE

K,A::; CE KならばB',C'さB'UC'EKを満たすB'竺ABとC'号 Cが存在

すること．このときB'UC'をBとCのA上の融合 (amalgam) という．

定義 2.12（ジェネリック構造）可算構造M がK ジェネリック構造であるとは

l. A Cfin M ならばAEK.

2. A::; BEKかつAさM ならば， B＇::;Mを満たすBのA上のコピーB'が
存在．

3. A C!in M ならば|clM(A)Iが有限

補題 2.13（存在） Kが融合性をもつとき， K ジェネリック構造が存在．

証明． A::;BEKを満たす対(B,A)をすべて並べたものを{(Bj,Aj)}jEwとする．

このときKの要素の列(MふEwを

•各 i に対し， Mi ::; Mi+l ::;・・・

•各j ::; iに対し， AJ竺 A::;Miならば， AB竺 AJ凡を満たすBはA上Mi+l
の中に閉集合として埋め込める．

を満たすように構成する． M まで作られたとする． A。と同型でM の中で閉なも
のをすべて並べてそれらをAg,...,A合とし， B。に対応するものをBg,...,B合と

する．このときB8とMのAg上融合が存在．さらにBJとその融合のAJ上の融合
が存在．この操作を続けてゆき，最後にできた融合をMi,。とする．次にA1,・・-Ai 

に対しても同じ操作を行い，できた融合をMi,1,・ ・ ・, Mi,iとする．融合の作り方か

らMi::; Mi,o ::; Mi,1 ::;・・・::;Mi,iはあきらか． このとき Mi+l= Mi,iとすれば上
の2つの条件を満たす．
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このとき M = LJi1wMiはK ジェネリック構造である．実際，定義2.12の1と

3はあきらか． 2については， A,BEKをAさMかつA::;Bを満たすように取

る．このとき A]~A となる j が存在． M の作り方より A::; Miを満たすiが存

在． i~j と仮定してもよい．このとき B は A 上 Mi+l の中に閉集合として埋め込

める． Mi十1::; M であるので，そのコピーはMでも閉集合．

補題 2.14（一意性） M,NをK ジェネリック構造とする． A,BをそれぞれM,N

の有限閉部分集合でA竺 Bとするならばtp(A)= tp(B)．特に，ジェネリック構

造M は同型を除いてただひとつ．

証明． 往復論法で示す． M -A=  (ai)iEw, N -B = (bi)iEwとする．このとき

•A=A。= dom（びo)かつB=B。=ran（びo)
• Ai= dom(ai)は有限，かつ， Bi=ran（叫は有限

• Ai::; MかつBiさN

•aiEAi かつ bi E Bi 

を満たす M から Nへの部分同型写像の拡大列（びi)iEwを帰納的に構成する． ai

まで作られたとする． iが奇数ならば， M-Aiから一番順番の小さいakを選び，

Ai+l = cl(｛叫uAi)とする．定義2.12の3より Ai+lは有限 AtAt+1竺 B心を満た

すBはBil:Nに閉集合として埋め込める．それをBi十1とし， ai+l: Ai+l→Bi十1と
する． iが偶数ならば， N-Biから一番順番の小さいbkを選び， Bi+l= cl({bk}UB』

とする． BiBi+l竺 AiAを満たすAはAil:Nに閉集合として埋め込める．それを

Ai十1とし，叩1: Ai十1→Bi+lとする． a=LJぶとすれば， aはMから Nへの同
型写像．よってtp(A)= tp(B)．また，仮定2.10より cl叫0)= c1N(0) = 0. よっ

てA=B=0とすればM 竺 Nを得る．

3 Hrushovskiの例

ジェネリック構成法を用いて，局所モジュラーでない強極小構造を構成する．

定義 3.1（極小拡大） As;;BE Kfinとする．

l. BがAの極小拡大（記号でA:Smin B)であるとは， A:SB,かつ， As;; C s;; 

Bを満たす閉なCが存在しないこと．

2. BがAの0極小拡大（記号でA :So—min B)であるとは， A:Smin Bかつ
8(B/A) = 0であること．
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3. BがAの 1極小拡大（記号でA三1-minB）であるとは， A:Srnin Bかつ

8(B/A) = 1であること．

注意 3.2 1.極小拡大は， 0-極小拡大か L極小拡大のいずれか．

2. A :Si-min Bのとき，｛b}= B -Aかつr(b,A)= 0. 

証明． （1)はあきらか．

(2). b E B -Aとする． Bの極小性より 8(b/A）ヂ 0. よって 8(b/A)= 1.注意

2.4より 8(b/A)= 8(b) -r(b, A) = 1であるのでr(b,A) = 0. A :Si-min Bより，

B-A = {b}. 

定義 3.3（極小対） X C D E K*, X U Y E Kfin, X n Y = 0とする．このとき
(Y,X)がDの極小対 (minimalpair)であるとは

l. X :So-min XU  Y, 

2. X'<;; Xに対して， r(Y,X -X') =J 0. 

を満たすこと．

定義 3.4X c Aを満たす極小対(Y,X)に対して， Aにおける YのX上のコピー

で互いに素なものの最大数をい(Y/X)で表す．極小対に対して自然数を対応させ

る関数μをμ(Y,X)> 8(X)を満たすように取る．

補題 3.5A全YIBE Kfinとし，（Y,X)をBの極小対で輝(Y/X)> 8(X)を満た
すとする．このとき次のいずれかが成り立つ．

l. X c A 

2. Y'c B-Aを満たすY'竺xYが存在．

証明 X (/_ Aとする．ふ＝XnA，心＝ X-Aとすると， XBヂ0.XB(Y/X) = 
mとし，その証拠として， BにおけるYのX上のコピー全体をY1，・・・，にとする．
さらにその中で， Aに入っているものをYi,・・・,Y;.,Aにも B-Aにも入っていな

いものをYr+1,・ ・ ・, Yr+sとする． Xの極小性より， i::::; rに対しr(XBぷ） ＞ 0であ

るので， 8(X/A)= 8(X叶ふ）一r(XB,A-X心::::;8(X叶ふ）一r::::;8(X)-r. Yの
極小性より， 8(Y;.・ ・ ・ Yr+s/AX)さーs.以上のことより， 0::::;8(Y;. ・ ・ ・ Yr+sX/A) = 
8(X/A) + 8(Ys ・ ・ ・ Yr+s/AX)'.S 8(X) -(r + s)．よってr+s::::;8(X)となり， Y'c

B-Aを満たすX上のYのコピーが存在することになる．



62

定義 3.6（自由融合） A,B,CEK＊はA=BnCを満たすとする．このときBと

CがA上自由 (free)であるとは， RBuc= RBuRcを満たすこと．記号でB..lAC

と書く．またBUGをBとCのA上の自由融合 (freeamalgam)といい， BE9AC

と書く．

補題 3.7位極小拡大の融合） A :::;o— min BEKμかつA:::;IE-Al C E Kμ のとき，
次のいずれかが成り立つ．

I. B ffiA C E Kμ 

2. B':::; Cを満たすB'竺ABが存在

証明 D=B①AC rf_凡と仮定．このとき xv(Y/X)> μ(Y,X)となる Dの極

小対(Y,X)が存在． Bさ|B-AIDであるので，補題より次の2つの場合に分けられ

る．

場合1:X c Bのとき． BE氏より， Y'cf_Bとなる YのX上のコピーY'が

Cの中に存在． Y＇の極小性より Y'cC-A. Xの極小性より Xc A. D rf_ Kμ 

より， Dの中に Y"cf_ Cとなる YのX上のコピーY”が存在． Yの極小性より，

Y" c B-A となる． B が A の O—極小拡大なので， Y"=B-A となる． B'=Y'UA

とおけば， B＇叫 BかつB':::;Cを満たす．

場合2:Y'c B-Aとなる YのX上のコピーY'が存在するとき． Xの極小性よ

りXcB.D口凡より， Dの中にY"cf_ Bとなる YのX上のコピーY”が存在．

Yの極小性より Y"c C-A.再びXの極小性より XeA. よって場合1と同様

に， B'=Y"UAとおけば， B'叫 BかつB':::;Cを満たす．

定義 3.8A c B E Knn, n さ w とする．このとき A が B で n—閉（記号で A 名 B)

であるとは, |XI :::;nを満たす任意のXcB-Aに対して8(X/A)2: 0であるこ

と． n=wのとき， A名 BとA:::;Bは同値になる．

表記 3.9Kμ = {A EK。:Aの極小対(Y,X)に対しい(Y/X):::;μ(Y,X)}とする．

補題 3.10（融合性） A:::;BE Kμ,m:::; w,A :::;IB-Cl+m CE Kμ とする．このとき

B :::;m B'C',C'さB'C',B'C'EKμ を満たすB'叫 BとC'叫 Cが存在．特に

K は融合性をもつ．μ 

証明 m<wとする． IB-AI+mに関する帰納法で示す．

場合1:8(B。/A)=OかつA£;;B。£;;Bとなる B。が存在するとき． AさAB。さ B

に注意．帰納法の仮定より， C:::;B炉，Bbさ|Bo-Al+m尻C,B'CEKμ を満たす
Bb叫 Bが存在． B'Bb竺ABB。を満たす B'を取る．再び帰納法の仮定より，

B" :::;IB-ABol+m B"C, C:::; B"C, B"C E凡を満たすB"竺ABbB'が存在．このと

きAさmB"C,CさB"C,B"CE凡が簡単に確かめられる．
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場合2:場合1は成り立たないが8(B/A)= 0のとき． A:=;:0-min Bであるので，補

題3.7より求める融合が得られる．

場合3：場合1は成り立たないが8(B/A)> 0のとき． AcB。cBかつA名minB。

を満たすB。を取る．場合1が成り立たないのでA:=;:1-min B。．よって注意3.2よ

り， B。-A={b}かつr(b,A)= 1. このときb'A::;: b'C, C ::;: b'C, b'C E Kμ,となる

b'~Ab が存在．よって m<w のときは示された． m=w のときもほぼ同様

M をK ジェネリック構造とする．

補題 3.11M は飽和．

証明 NをM と初等同値なw飽和構造とする．補題3.10より， AさBEKμか

つA::;:NならばBはAJ:Nに閉集合として埋め込める，ことが示せる．よって

M とNはLoo,w―同値であるので， M もw飽和．

定義 3.12（大域次元） M を構造とし， a,AcMとする．

l. dM位） ＝J(clM位））．

2. Aが有限のとき心(a/A)＝心(aA)-d叫A).

3. Aが無限のとき，心(a/A) = inf { d叫a/A。)： A。こ A}.

補題 3.13Mは強極小．

証明． M が極小であることを示す． A::;:finMとする．

主張： bEMに対して， d(b/A)= 0ならばbE acl(A). 

証明：B= cl(bA)とすると8(B/A)= 0, そこでA=B。 :=;:0-min ・・・ ::;:o—min En= B 

となるように A上Bを分解する． BE Kμ であるので，各iに対し Bi+lのBi上

のコピーは有限個．よってtp(Bi十i/Bi)は代数的なので， tp(B/A)は代数的．従っ

てbE acl(A). 

b1, b2 EM  -acl(A)とする．主張より， d(bi/A)= d(b2/A) = l. このときi= 1, 2 

に対し {bi}U AさM かつr(bi,A)= 0. よってtp(bi/A)= tp(b叶A)を得る．従っ
てMは極小．

補題 3.14M はfield-like.

証明． 注意1.9と同様， Mがモジュラーでないことを示せば十分． D= { a1, a2, b1, b2, c} 

を超辺としてR(a1,b2, c), R(a2, b1, c)をもつ超グラフとする． DEKμであるので，

D::;:Mとしてよい． A={a1匹｝，B= {b心｝とする． d(A)= d(B) = 2はあき

らか． d(AU B) = 3であるが， d(AnB)=0. ょってモジュラーでない．
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注意 3.15無限群がM に翻訳できないことをを示すには，さらにいくつかの準備

が必要である．よってここでは省略する．詳しくは [8,7]を参照．

定理 3.16(Hrushovski [4]）局所モジュラーでない強極小構造で無限群が翻訳で

きないものが存在する．
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