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1.序

P. W.Andersonが著書Conceptsof solids [ 1 ]で述べているように、断熱性・断熱過

程の理解は、物性論の接幹でもある。最近、倉辻比呂志も f幾向学的量子力学j

[2]において、 「新熱性というある意味素朴な概念が、物性理論全体を通して貫

徹する原理と位置づけられるj と述べている。

具体的には、量子系の数値解に対して、断熱過程としづ操作でどこまで播像

を作れるかが、理解の鑓を握っているという伊~~ま極めて多い。ここで、対象と

する系が縮退していない場合は、酷熱的な操作では状態は変わらず、操作に伴

ってその1つの状態の持つ位指のみが変化するとし寸断熱定理が成り立つG ある

いは、このような扱いが成立するようなゆっくりとした変化を断熱過程という。

次に、対象とする系が縮退している場合は、その系がユニタリ変換を受けて、

その結退状態内で変花することが可能になり、さらに多彩な効果が生まれる。

そのなかの典型開が、電子系( 10
15
，""，-， 10
14 
Hz)と援動系 (10

11
'""'-' 10
12 
Hz) 

が結合したパイプヨニック問題といえる。実際、我々は、電子状態のような速

い動きに対して、黒子按(格子)の摂動のような、おそい動きを分離して考え

る。それによって、後者の変数を前者に対するパラメータとしてそのエネルギ

一面を扱う方法が用いられる。それが断熱ポテンシャルの方法で、あるo [3J特

に電子系に2重の縮退、援動系にも2重の縮退があって、再者が結合している場

合、この酷熱ポテンシャルには極めて特異的な変形が生じる。第1に、エネノレギ

ー的な安定点が一点に定まらず、ある半窪を持った円環状の溝になることであ

る。第2には、その円環の中心において、力学エネルギー的には高い控置に、 rpj

錐交差(conicalintersection) Jと呼ばれる持異的な「準位交差点Jが生まれる

ことである。その自りをゆっくりと回す操作によって、系はユニタヲ変換を受

ける。その変換性は角運動量=1 のスどノーノレ的なものになる。群論的には
2 

SU(2)になるc そのような、ゆっくりとした田転操作によって、操作の幾何学

を反映した幾何学的な re:.調的泣棺Jが付くことが知られているo [4Jその特
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徴は、力学エネルギー的な観点からは、その交差点に近づくことが無くても、

その点を屈む領域での幾何学的操作によって必ず獲得する位指であり、 Berry

phase[5]として理解されている。このような、 f準位交差Jと幾何学的位棺の関

係は、ゲージ場の概念で、τ般的に説明できる[2]が、結果としてスゼノーノレ型の
変換性を持つ角運動量が三(一般的には半奇数)の状態が現れることは、 Berry

の指摘[5Jの26年前に、既に文献[6Jによって動的ヤーンテラー効果として明ら

かにされていた。その意味で物性物理学としては、特に新しい事象とは言えな

いが、多くの個別の課題が、共通の用語で解釈されるようになってきたことの

意義は大きい。

本論文では、このようなヤーンテラ一系民， 7， 8， 9， 10Jの光スペクトル計算に

ついて報告する G ここで扱うモデ、ルは正方対称(点群D4h)の系において2重に

縮退した電子状態 (Eg)が2重に縮退した振動モード(eg)と結合している系であ

る。(能の対称性においてもこれと等髄な系は多い)

ここでは、量子計算での数値的光スペクトノレと拡張された断熱ポテンシャル

近似での計算結果(一部解析解)との比較を行う。量子計葬での数鑑解を理解

するものとして誕来まで、は運動エネルギーの項をまったく考えない静的な断熱

ポテンシャル近似の解析解で対応村けられていた。それに対して、本論文では

運動エネルギーの項のなかで、 「ポテンシャル」の形の項を取り込んだ f拡張

された酷熱ポテンシヤル近fftJの数値解(一部解析解〉と量子系数植計算の結

果との比較を試みる。結果として、量子計算の数値光スベクトルに、従来の静

的断熱ポテンシヤノレ近似よちもより対応している結果を得ることができた。特

に強結合の場合には、ここでの扱いは有効である。

2.量子系数値解

まず、この章では、電子と振動の結合した系を完全に量子系として扱い、数

寵的に得られた光スベクトルについて論じる。全系の状態は電子軌道と 2次元

振動子の各量子状態で展開できる。 2重に縮退した電子状態を'Pu，'Pvとし、

振動モードをQpQ2 とする。振動系は2次元調和振動子であり各準イ立の状態

を Xnmとするonが動経方向の量子数、訟が面内回転に関する量子数である。
このような、電子系と援動系が結合した系のハミノレトニアンi士、次式となるo

1i 2 (δ2δ2  IT. 1，.... 2{ 笠 2、IQl Q2 I 
H=一一一!一一÷一一1I+一説叫Qf+Q~)1吋I ~1 ~ I (2.1) 

2M~δQ; . d Q; ) -. 2 ~.- - ¥ ~ 1 . ~ L J - . -_ L Q 2 -Q 1 J 

基底は行列の'I'u，'Pvである。電子系と振動系とのパイプロニック結合定数をk

とする。
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この行列に次のような基底の変換を行う c

(2.2) 

QI+
O

iQ2 J ミJ→山l-iQ2
。

結果として、相互作用行列辻

(2.3) 

のようになる。ここで2次元平面(Ql'Q2)を極座標 (pラθ)で表している。
各行列要素において、 peIi() を Xnmではさむので ρについてnが1つ変北

し、e土砂で、mが一つ変化するO つまり、電子系と援動系の結合によって、 2つ

の電子準位争÷， φーがlつ異なる振動量子n~こよって結合することになるむそ

の際 φぺφーに付随するmは次式のように1つ異なることになる。

〈川
(2.4) 

υnmirizn-lm+I〉=法(n-m -1) 
この結合の様子を模式的に図lに示すむこの状態を寸とするとJi も全
く開じ構造になり、クラマース〈五ramers)縮重となっている。この2状態は、〈①-F

m=l)と (φ+pmzO)が結合することによって、。方向の回転iこ対して、スピノ

ール(spinor) (角運動量 =112)の変換性

守-= Y';11:臨2-vvs詰3
¥fI + = 'P JI 81慧2十日墓2

を持つことが特徴である。 [2，7， 8， 9， 11J 
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φ一(n，m)が相互作用によって結合する操子。とφ+ (n， m) 図1.

ここで、ハミルトニアン(2.1)を電子系と結合した調和振動子の全基底で展開

したハミルトニアン行列は、 l=~ の部分に関して、次のように表現される。
2 

1(t+n=l争一発盟主争ーバ=3争ー琵z毒〈民主霊=5
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(2.6) 

ここで、結合が禁い場合の電子系のエネルギー準位をエネルギーがゼロの点と

している。

このハミルトニアン行列(2.6)の国有状態として記述されるパイプロニック準

位を終状態とする光学遷移を考えるむ始状態は、電子系が全対称(Ag)で、援動

状態が基底準位にあるとする。この遷移iこ対応する光吸収スベクトノレを数笹的

に求める。ここでは、光学遷移の時間は極めて楚く (10-14 sec程度)、その間に

-369-



峯田洋轄、夏自雄平

は原子核の位置は動かないとするフランク・コンドン(Frank-Condon)原理に基づ

いている。数値計算では、 2000次元程度の行列の対角化計葬を行い、スベクト

ル形状に次元の大きさの影響が無いことを薙認しである G 結果は、図2のように

なるc 結合が中程度であるk=4ではピークが2つの 2山講造であるが、結合の強

いじ10の場合は、 3山のピークが見られるc これは先行研究[12，13Jにある結果

と一致している。このような振動的振る舞いは、電子的に結退した系における

振動準位需の干渉によるもので、スロンゼウスキー共鳴 (Slonzewski

resonance)として知られている。この量子干渉効果自体は、文献[6Jのなかでも、

推察・指摘されている。文献詞]の持つ先見性は驚くべきものがある。

0.1 

0.05 

。 。 10 

0.06 

0.04 

。
-20 0 20 40 

図2.数笹計算で求められた光スベクトルc 始状態Algからの遷移で、終状態Egにお

ける結合定数は上毘がk=4，下函がk=lOo横軸の単位はhωc
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3. 断熱ポテンシヤノレの扱い

次iこ、 2次元調和振動子の運動エネルギ一部とポテンシャル部を切切離す断熱ポ

テンシヤノレ近{虫、および拡張した断熱ポテンシヤノレ近似を考える。まず、スピ

ノーノレの変換性を考え、ハミルトニアン(2.1)を ρと0の関数として記述する。
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ここで醗熱ポテンシャル結合定数Aは(2.1)のkと

k =----r==A 一一 (3.2) 

の関係があるc

ここで、

GJP)=-Lvdpd) 
へJP

(3.3) 

出版-Lj+竿p2叶民(p)==&G:tω (3.4) 
となる。今、このパイプロニック状態を終状態として、全対幹 (Ag) の状態を

始状態とする光学遷移(吸収〉を考えるc 各エネルギー状態は、

E担感=む十1挺邸主'pl享Ap
V /'量

& 

E(~塞}=3bγ
& (3.5) 

である。

そのスベクトノレ形状関数は次のようになる G

[dp・p'叫 (-Mωγj2kBTM)δ[E(Eg)-E(Ag) -E] (3.6) 

ここで温度をTとする。基底状態の援動系はその温度の熱分布をしている。

ヴ
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なお、経状慈の電子系のエネルギー準位をエネルギーがゼ、ロの点としている。

始状態と終状態のエネルギー差自捧は、スペクトノレの形状には影響を与えないo

3-1.従来の断熱ポテンシヤノレ描像

ここで、まず従来の断熱ポテンシャル近似を考える。それは、電子の速い動き

に対して、振動の動きを完全に止めて考えることである。そのため、振動の運

動エネルギー項は考えていないc この場合、ポテンシヤノレ辻讃和的で、あるため、

(3.6)は解析解が次のように得られる。これは多くのテキストで論じられているc

[7， 8， 10J 

Mm2 I _~ 11Mω2(&-Un)2 I 
== _ 1& -U n I eXDI一，_ ~ F I 

A~kBT' vl"'l 2A~kBT I 

特徴としては、図3に示したように、終状態Egの極小点は半径 P0 = A / (M OJ 2 )を
持つ円環状の溝を持つメキシカンハット型となる。

その、溝の深さは E灯 =A2j(2MOJ2)であるc さらに、 P=oの軸上に、円錐交差と
呼ばれる特異点が現れることが重要な点である。この状慈は基準座標Qlぬ 2の
両者がゼロという f振動の静止」がエネルギーの極小ではなく、ある大きさの

動経において、円環状に回る「動的j な状態が極小であることを示している。

このことが、 f動的ヤーンテラー効果j という名前の由来である。解析的に得

られた光スベクトノレは図4のようになる。円錐交差点が ε=0に対応し、そこで

スベクトル強度がゼロになり、この点を中心に対称の 2山構造となる。 2つの

山の関の距離は 2A もBτ/(M OJ 2)112になる。円錐交差点の ε=0で強
度がゼロになるのは、元物性論的には、遷移における選択尉の禁制のためであ

るが、幾何学的位相による干渉の結果としても理解出来る。

(3.7) 
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話 i丹葬3

園3.(上図)終状態Egの持つ2つの断熱ポテンシャル面o (下図沖合状態誌の断熱ポ

テンシヤノレ面c

関欝

立毒事

容体Q重警
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塞
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図4.計算で求めた Ag→ Eg遷移の光スペクトルの形状O 円錐交差点が E= 0 
に対応し、そこでスベクトノレ強度がゼロになり、この点を中心iこ対幹の 2山構

造となる。
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3-2.拡張された断熱ポテンシヤノレ描像

次に、拡張された新熱ポテンシャル近似を扱う。菌有値方程式(3.4)の運動エネ

ノレギーの部分を見ると、震性モーメントを持った自転子が半整数の角運動量I

を持って 0方向に回転しているとも解釈できる。そこで、さきほどの、光スベ

クトル形状関数(3.6)に、このようなスピノール変換に超医した運動エネルギー

項において、ポテンシャルの形をした部分を取り入れることにする。その結果

轟ZE
E極悪)=u岳十一諮m4.p.E.享Ap+一一創一寸

~. 2 ~ ~ 2諮 4p都

路震=:話器γ

(3.8) 

とする。ここで、か1/2とした。即ち、有効的に中心力型斥力ポテンシャルが現

れる。全ポテンシャルの模式図を密5にあげるc 中心軸 (ρ=0)のあたりに強い

中心力斥力相互作用が働いている。この項によって、スベクトル形状関数(3.6)

の被積分関数のなかのデ、ルタ関数のなかはρについての3次方程式とえとる。その

ため、 (3.6)の讃分はそれらの中の実援の部分が残ることになる。その根自体は、

形式的には解析解が得られる。スベクトルとして得られた数値計算結果を図6'こ
示す。国4と比較すると、高エネルギー鵠に大きな変化がある。それは、鋭いス

パイク状のピークが出来ることである。さらに、抵エネルギー鵠で、は、強度が、

エネルギーが正の韻域に染み出すc これによって、エネルギーがゼロの点で強

度がゼロになるという円錐公差点の性質が失われることも注目すべきである。

誕来の断熱ポテンシヤル近叡よりも、図2の下図で示した強結合の場合の量子計

算の結果に、より近づいているといえる。これは運動エネルギーの効果が取り

込まれているためである。
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主1t封書3

Ag 

図5.中心力斥力ポテンシャルを取り込んで拡張された有効ポテンシャルc

事

明書締 寸議

A若宮嚢蟻音響漆草野猿

要F

運?

議議 事館

図6.拡張された有効ポテンシヤノレに基づく計算による光スベクトノレの形状。上

半分の部分にスパイク構造が現れる。また、下半分の部分が ε>0の部分へ染み

出している G
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ここで、解析解から得られることを述べる。スパイク状のピークでは、 3次方

程式が3つの実根を持って、かつその内の2つが重根である条件になっている。

そのピークを与えるエネルギー εcは、

εc/(nm)= ， ~((Ar3 /Vnm oMm2) 
五1:三2¥' / ， (3.9) 

ということがわかる。

実際、図7のように、スベクトル形状が湿度によってどう変わるか示すと、ス

パイクの位置は温度に抜らない。しかし、湿度が低くなると、スパイク構造の

部分が全体に対して相対的に大きくなってし1く。これ辻中心軸 (ρ=0)の近く

の寄与がより大きくなるためである。次に、スベクトルのA抜存性を調べる G 菌

8に結果を示す。 Aが小さい程、スパイク講造が内側に(E =0の方へ)寄って来

ることがわかる。

0.6 

0.4 J 

時

4nu 

一100 -50 G 50 100 

密7.先スペクトノレの温度T依存性。結合定数は、 A=20に固定している。 T=l.0 

(黒太譲)，T=O. 2 (灰色組線)，T=O. 1 (細譲〉の場合。 ε>0でのスパイクは

T=O.lで相対的に鋭くなるむ

-37る一
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0.3寸

0.2 ~ 

-100 -50 G 50 100 

図8.光スペクトルの定数A依存性。 T=l.0に固定。 A二20(黒太線)，Aご12(灰

色太隷)， A=4 (結議)の場合。 ε>0でのスパイクはAヰで相対的に鋭くなる。

4.まとめ

以上のようにして、量子計算での充スベクトルの3山講造と対応づけるモデ

ルとして、拡張された断熱ポテンシャル近似を導入することができた。既に教

科書的なモデ、ノレとなっている従来の断熱ポテンシヤノレとの違いは、スピノール

の変換性に起因した運動エネルギー項を有効的に中心力斥力項として取り入れ

たことにある。

ここで、そもそも断熱ポテンシャルというのは完全な量子系に対する近似で

あって、われわれがうまく措像を引き出すための手段であるという立場[2Jに立

っと、このような高次の効果を運動エネルギー項から取り込むことによって、

得られる定量的正確さは、付鑓する措像の定性的明瞭さ・不明瞭さと考え合わ

せて、価値を評缶すべきであろう。われわれが f理解するJことの本質に関わ

る問題が背景にあるむこの背景の議論は[2Jに興味深い議論がある。読者のご意

見、ご批判をいただきたい。

今後の課題としては、実験との比較横討、特殊な結合定数での解析解をさら

に探すことなどがあげられる。その過程において、解析解の追求が上での述べ

た「量子系数笹計算と断熱ポテンシヤノレ近叡J i描橡と理解j の開題に、何ら
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かの指針を与えることが期待される。

本論文は峯田洋輔による千葉大学理学部物理学科卒業研究(平成22年度)を

まとめたものである。なお、 3.1節までは、夏昌誰平による、信州大学カーボン

科学窮究所(工学部)での集中講義(平成22年度) ["グラフェンの基礎物理j

のなかのく幾何学的位相効果の例>に基づいている。
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