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観るものと観られるものの双対性
一簡単に描けて深い意味のあるfocalconics-

東海大学・理学部前田 陽一

Yoichi Maeda, School of Science, Tokai University 

1 問題提起

本稿では、 3次元動的幾何学ソフトウェアを用いて，focalconicsのもつ美しい関係を

可視化することを試みたい最初に，このfocalconicsにたどり着いた経緯について述べ

る．高校の教員をしていた私の友人から，ある日，次のような質問をされた 「円錐を軸

に垂直に切断すると円ができることは簡単にわかるが，円錐を斜めに切断した場合，切

断而が楕円になることを直観的に生徒に納得させられるような説明はあるだろうか？」

というものであったもしかしたら，楕円ではなく卵型になるかもしれない．その時の答

えが，「円を斜めから見た場合に楕円に見えるように，楕円を斜めから見たら円に見える

視点がある．楕円が円に見えるということは，視点を頂点とする円錐の上に楕円がある

ということなので，楕円が存在する平面とその円錐との交線は楕円になるはず」，という

ものであった（この答えで生徒にわかってもらえるかどうかは怪しいが，筆者はこれ以

上うまく説明ができない）．このやりとりから今回の問題「楕円が円に見える視点の軌

跡はどういう図形を描くか？」という問題が提起されることとなった．答えは「楕円の

長軸の両端点を焦点とし，楕円の焦点を通過する双曲線（正確にいうと，楕円が存在す

る平面に垂直な平面上にある双曲線）である．結論から言うと，この事実は 100年前の

『直親幾何学』に書かれていたことで，筆者はそのことを知らなかったのであるが，数学

セミナーの 2025年3月号の「エレガントな解答をのぞむ」にこの問題を出題し，解答者

から様々なことを教えていただくことになった（［l]).その内容も含めて紹介したい数

図 1: 「エレガントな解答をもとむ」に掲載された図
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学セミナーで出題した問題は以下のとおりである（図 1参照）．

「エレガントな解答をもとむ」（『数学セミナー』， 2025年3月号）

図のように，直円錐を，その底面と平行でない平面で切ると，切り口は楕円になりま

すこの図において，まず直円錐の底面である円Cに注目しましょうこの円は，図

中では楕円で描かれていますが，それは我々には「円は，ふつう楕円に見える」から

ですただし，直円錐の軸上から底面の円Cを見ると円に見えるので， 「円は，多く

の場合楕円に見えるが，円に見える視点もある」というのがより正確な表現になり

ます．次に，図中の楕円Eに注目しましょう．直円錐の頂点Vから見ると，楕円Eは

底面の円Cと重なって見えます．このことは， 「楕円は，多くの場合楕円に見えるが，

円に見える視点もある」ということを表しています．では，次の設定の下で，楕円が

円に見える視点の集合がどのような図形になるかをお答えください．

問題 3次元座標空間において， xy平面上に楕円

丑y2
戸＋戸＝ 1 (a> b > 0) 

を置く．この楕円を含む直円錐を考えたとき，直円錐の頂点Vの軌跡を述べなさい．

ただし， Vのz座標は0でない範囲で考えるものとします．

2 いくつかの解法と新たな発見

問題出題時点で筆者が知っていた解法は， Dandelineの球面を用いる方法であった．ま

ず，この標準的な解法を紹介する．ダンドラン (G.P. Dandelin(1794-1847))によって，楕
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図2:Dandeline球（左）とその断面（右）．

円の焦点の位置が可視化された．直円錐と切断平面とに内接する 2つの球面（焦点球とか

ダンドラン球と呼ばれている）を考えて，それらが平面と接する接点が楕円の焦点となる

（図2（左）， GeoGebraファイル［5]).この事実を使うと 3次元の問題を平面幾何に落とし

込むことができる（図2（右））．対称性から円錐の頂点Vはyz平面上にあることがわかり，
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その平而上では， Dandeline球の 1つは，長軸の両端点A,A'を通る 2本の母線VA,VA' 

と長軸AA'で囲まれた三角形の内接円に対応する．このことから直ちに，

VA -VA'= FF'(= canst) 

であることがわかる（ここで， F,F'は楕円の2焦点である）．このことから頂点Vの軌跡

は，双曲線になることがわかるただし，この議論では必要条件はわかるが十分性が保証

されないので，十分性についてはさらに議論が必要となる ([1]).

次に紹介するのは，読者から教えていただいた，方程式による解法である． 3次元の問題

をいかに方程式に落とし込むかという点において，手本となる鮮やかな手法を用いてい

るまず，次の補助命題を証明しておく．

補助命題（頂点と長軸，短軸までの距離の関係）

楕円の長軸の2端点をA,A＇，短軸の 2端点をB,B'とする．この楕円を含む直円錐の頂点を

Vとすると， VA+VA'= VB+ VB'であるよって， 3つの長さの値， VA,VB(= VB'), VA' 

は等差数列をなす（図3).

補助命題の証明 4点A,A',B,B'から直円錐の軸に下ろした垂線の足をそれぞれHA,HA', HB, HB' 

とする．楕円の中心は長軸AA'の中点であり，かつ，短軸BB'の中点でもあるので，

VH戸 VHA'=V恥＋VHB'

である直円錐の頂点角に注意すると，4つの直角三角形△VHAA，△VHA'A＇，△V馬 B，△VHB,B'

は相似となるので，題意を得る． 口

VA+ VA'= 5.29 + 3.14 = 8.43 

VB+ VB1 = 4.22 + 4.22 = 8.43 

図3:円錐の頂点からの距離の和．
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この補助命題を使うと， 4つの方程式が待られ，それを解くことによって軌跡の方程式が

得られる以下では，長軸の両端点を A(a,0, 0), A'(-a, 0, 0），短軸の両端点を B(O,b, 0), 

B'(O, -b, 0), 2焦点を F(c,0, 0), F'(-c, 0, 0)とする（e=［戸二b2).補助命題より，定数
C,dを用いて， VAをP,-d, VBをe,VA'をC+dとおくことができる．頂点の座標を
V(x, y, z)とすると，

(£ -d)2 (x -a戸＋炉＋z汽 (1) 

(£ + d)2 = (x + a戸＋炉＋召， (2) 

佐 炉＋（y-b戸十z久 (3) 

だ 炉＋（y+b戸十z2. (4) 

式(3),(4)より，y= 0,佐＝丑＋丑＋炉が得られ，式（1),(2)より，fd= ax,佐＋d2= 
丑＋丑＋a2が得られるよって d2=必—ザとなり，佐d2 = a2丑であるから，だと d2を

消去すると，
丑 z2
--= 1 

砂—炉 b2

が得られるこの解法の中で，等差数列の公差dが楕円の焦点の座標（土c,0,0)と関係し

ているというのも興味深い．

いただいた解答の中で，筆者が知らない，一般にも知られていないであろう事実で非常

に驚いたことを紹介しておく．それは， 2つの Dandeline球の半径の幾何平均が，楕円の

短軸と関係があるという事実である．図4のように，円錐を頂点Vと2焦点c,c'を通

＞
 

図4:2つの Dandeline球の半径と中心間の距離．

る平面で切った断面を考える． 1つの母線と Dandeline球s,s'との接点を T,T'とする．
このとき，長軸の長さ 2a= AA'と線分TT'の長さが等しいことに注意しよう． 2つの
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Dandeline球の中心間の距離00'は，次の2通りに表すことができる四角形OO'T'Tに

注目すると，

00'2 = (2a)2 + (r'-r)2, 

ここで， r,r'は， Dandeline球s,s'の半径である．次に自己交叉する四角形OO'C'Cに注
目すると，

00'2 = (2c)2 + (r'+ r)汽

となる．これら 2つの式と a2＿ザ＝尼より， b=J戸7が導かれるこの式の意味すると

ころは， 2つのDandeline球の半径の幾何平均が，短軸の長さ BB'の半分に等しいという

ことである．円柱を斜めに切断した場合を考えると， r=r'=bなので，確かに b=J石7
を満たしている．

ここで， GeoGebraでのfocalconicsの作図を見ておこう．
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図 5:focal conicsの作図

く作図法1> focal conicsの作図（図5)

1. x軸上に， 2つの焦点c,c'と長軸の端点A,A'を原点対称にとる．

2. 「楕P3」コマンドを選択し， c,c'をクリックした後，通過点Aをクリックする．

3. 「双曲線」コマンドをを選択し， A,A'をクリックした後，通過点Cをクリックする．

4. 「空間図形」を表示し， 「直線のまわりに回転」コマンドを選択し，双曲線をクリックした後，
x軸をクリックし，角度として 90゚ を入力する

5. X Y平面上に作図した双曲線を非表示にする．

ヽ

＼ ノ

さらに，focalconicsのもつ，双対性も見ておこう図6は，focalconicsの双対性を表し

ている．楕円が円に見える視点の軌跡である双曲線を，元の楕円上の任意の点から見る

と，それぞれの枝が円弧のように見える．正確には，楕円上の任意の点Vを固定して，得

られた双曲線上のすべての点と直線で結ぶ．そうしてできる線織面は，点Vを頂点とし，
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図 6:focal conicsの双対性．

点Vでの楕円の接線を軸とする円錐になる 「楕円が円に見える視点の軌跡は，楕円の

焦点を通り，楕円の長軸の両端点を焦点とする双曲線であり，双曲線が円に見える視点の

軌跡は，双曲線の焦点を通り，双曲線の2頂点を焦点とする楕円である」 (GeoGebraファ

イル［6]),また， 「放物線が円に見える視点の軌跡は，放物線の焦点を頂点とし，放物線

の頂点を焦点とする合同な放物線である」（図7,GeoGebraファイル［7])ことも示せる

式で書くと， cを0でない定数として，

{ X = fc -c, Z = 0} く） { X = -fc + c, y = Q} 
という自己双対性が成り立つ．円以外のすべての 2次曲線には，互いが美しい円に見え

る相手がいるということである．この事実は，難しい議論を必要としないので，高校の教

科書のコラムに載せるなど，もっと人口に謄炎されてよいと思われる．

＞
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図 7:放物線の自己双対性．
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3 球面への投影と直交性

この節では，視点を変えて，focalconicsのペアについて，お互いがどのように見える

かについて，球面を投影面として考えることによって，互いの双対性や相対性を考察す

る．図8の左図は， 3次元ユークリッド空間内に円を一つ取り，その円の回転軸上に視点

！ト

図8:円をその軸から見ることによって得られる球面図形．

Pを設定したものである．円の回転軸上の視点から円を見ると円に見え，軸以外の視点

から円を見ると，円は楕円に見える．視点を中心にした球面（半径は任意）に投影すると，

「円に見える」ということは「球面上の小円」に対応し， 「楕円に見える」ということ

は「球面上の栴円」に対応する．（球面上の楕円の定義は， 「球面上に 2点を固定したと

き，その 2点までの測地線の長さの和が一定である点の軌跡」と定義されるが，本研究

では「円に見える」場合のみを扱っているので球面上の楕円についてはこれ以上考えな

いこととする）さて，図8の右図において，果い小円族は，視点Pを軸上で動かしたと

きにできる円の像の軌跡である．また，円の各点に注目した場合の像の軌跡には色を付

けてみた．そうすると，それぞれの軌跡が地球の緯線と経線のように黒い小円族と直交

していることがわかるこの直交性は，一般のfocalconicsでも見られる現象である（図

9).楕円を双対な双曲線の 1つの枝から見た場合も同様に直交した円族が得られるこ

9
•I 

ヽ

図9：楕円を双曲線の 1つの枝から見た場合（左）と，放物線を放物線から見た場合（右）．

のような直交性を証明するためには，図 10にあるように，focalconic上に任意に 2点を
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取ったとき，それらを頂点とし，それぞれ2次曲線を含む円錐が互いに直交することを示

せばよい．以下では， P(ccash t, 0, b sinh t)を双曲線上の点，Q(acos0,bsin0, 0)を楕円上

...
ru
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図 10:直交する 2つの円錐．

の点とした場合に具体的に計算してみよう点Pを頂点とする円錐の軸は，双曲線の点

Pでの接線であり，点Qを頂点とする円錐の軸は，楕円の点Qでの接線であるので，ベク

トルで表すとそれぞれ， u= (csinht,0,bcosht),v = (-asin0,bcos0,0)で与えられる．

w＝丙＝（acos 0 -c cosh t, bsin 0, -b sinh t)とすると，円錐の母線PQでの接平面の法

線ベクトルは， wxuとwxvとなるので，この 2つの法線ベクトルが直交することを

示せばよい．スカラー四重積の公式より，

lwl2 w-v 
(w x u) • (w xv)= 

U・W  U・V  

であるから，あらかじめ以下のものを計算しておく．

(5) 

lwl2 = (a cos 0 -ccosh t戸＋ザ(sin20 + sinh2 t) 

= a2 cos2 0 -2accos 0 cash t + c2 cosh2 t + (a2 -役）（1-cos2 0 + cosh2 t -1) 

= c2 cos2 0 -2ac cos 0 cash t + a2 cosh2 t 

(c cos 0 -a cash t)乞

同様に，

w • u = asinht(ccos0-acosht), 

w • v = -csin 0(ccos 0 -a cosh t), 

u • v = -acsin0sinht. 

これらの式を，式（5)に代入すると，（wx u) • (w x v) = 0となり，直交性が証明される．

focal conicsが放物線同士の場合も，同様の方法で証明することができるこの場合は，

P (fc -c, s, 0), Q(—fc + c, 0, t) 



26

とすると，

U= (fc ,1,0),V= (—fc ,o, 1), w＝灰＝ (—4!- + 2c, -s, t) 
となり，

lwl2 

W・U  

W・V  

U・V 

(~+2c)2 

-fc (~+2c), 

； ［□ ＋2c), 
st 
16c2 • 

これらの式を，式（5)に代入すると，（wxu)・(wxv)= 0となり，直交性が証明される．

4 まとめと展望

本稿では，素朴な疑問から派生した問題から，数学によく現れる双対性が見いだされ

ることを見てきた中学生や高校生でも直観的に理解できる内容なので，高校の教科書

のコラムなどで紹介されることが望まれる．電子教科書であれば， GeoGebraなどのファ

イルにリンクを張っておけば，さらに理解が深まると思われる．focalconicsの球面への

投影については，筆者自身が考え始めたところなので，本稿中で紹介した証明はより直

観的でシンプルになるかもしれない．今後の課題としたい．
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