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ランダム連続写像の作用発展に対する情報系分解

矢野孝次 （大阪大学）

無限過去を持つ時間発展であってiidのランダム連続写像により駆動されるものについ

て，観測過程の情報系を駆動ノイズ，無限過去ノイズと第三ノイズからなる三つの独立成

分へと分解する問題に対し，これまでの研究ではいくつかの特別な状況下において論じて

きた．本稿では，観測過程がコンパクトポーランド空間に値をとる場合について，ポーラ

ンド半群上のRees分解と無限畳み込みの理論を用いて，かなり一般の枠組みでこの問題

を解決した結果を紹介する．この結果は，鷹野岳氏との共同研究[3]に基づく．

1 導入

可測空間Vに値をとる確率過程X＝｛ふ｝辰zは， Vの可測変換に値をとるiidランダム

写像列N={NふEZにより順次写されて

xk  = Nふー1 lJ:D-a.s. for k E Z (1.1) 

を満たすとする（但し，点vの写像fによる像f(v)を単にfvと表す）．これを作用発展と

呼ぶ正確に言うと， Vの可測変換のあるクラス S。に可測構造が入っていて，その上の

確率測度μが与えられたときに，｛X,N}がμ-evolutionであるとは，｛X,N}が式（1.1)

を満たし，かつ各時刻Kで汎が共通の分布μを持ち過去の情報

ぢ亨：＝a-(Xi,Ni : j :S: k -1) (1.2) 

と独立であることを言うこのとき，二次元過程(X,N)はZで添字付けられたVxS叶直

Markov過程であり，その推移確率は次で与えられる：

叫（ふ凶） €・かり＝ μ｛o € S。 (ux,u)E ・}lx=L_,. (1.3) 
x=Xk-1 

さらに， μ-evolutionが定常であるとは，（X,N)の分布がシフト不変であること，すなわ

ち(XK+1,Nい）kEZ~（ふ凶）kEZ なることを言う．

情報系分解問題とは，｛X,N}をμ-evolutionとするとき，全体ノイズ

が'N:= r,(Xj, Nj : j'.S k) (1.4) 

の分解

巧い＝F； v 万~00 V凡 JPl-a.s. for k E Z (1.5) 



59

であって，三つの情報系 Fふアぎ~'1{k が独立であるような適当な情報系1{k を見つける

問題である．但し， v入瓦＝ぴ(U入瓦）およびデぎ~ := nkEZ石ぎである．駆動ノイズ巧〉
を第一ノイズ，無限過去アぎ00を第ニノイズと考えるとき，この問題は第三ノイズ1{kを

如何にして見出すかという問題である．もう少し強い主張として，駆動ノイズの部分系

g: cF：を見つけて観測ノイズ巧ざ＝ o(ふ：jさ k)の独立成分への分解

巧:= gK Vアぎ:X,V 1-lk JPl-a.s. for k E Z (1.6) 

を得ることができれば，全体ノイズの情報系分解（1.5)が得られる．もう少し詳しい背景

および易しい具体例を [6]にて扱っているので参照されたい．

2 Rees分解

位相半群における Rees分解と無限畳み込みの理論のうちから必要なものを紹介しよう．

詳しくは，教科書 [2]および論文[4]を参照されたい．

S。を位相半群とする．すなわち， S。は位相の入った半群であり，積演算S。xS。ぅ

(f,g)→ fg E S。が連続なるものである．さらに， S。の位相はポーランド，すなわち，

その位相を導くような完備可分距離を持つとする． S。上の確率測度全体をP(So)で表す．

μ E P(So)に対し，μの位相的サポートを

S(μ) = {x€ S。:μ(U)> 0 for all open neighborhood U of x} (2.1) 

と表す． μ1,μ2ES,。に対し，その畳み込みが

μ1*四（B)= J J lB(fg) μ1(df)四(dg) (2.2) 

で定まり，

S(μ1 * μ2) = S(μ1)S(μ2) (2.3) 

が成り立つ． μEP(S。)に対し，μのn回畳み込みを炉で表す． P(S。)は畳み込みに関し

て半群の構造を持つ．さらに，確率測度の弱収束の位相を入れると， P(So)はポーランド

半群である．

半群S。において，召＝ eを満たす元をベキ等元と呼び，ベキ等元の全体を E(S。)で

表す．

定理 2.1(Rees分解）．/1,E P(S。）とし， S= Un S(11,)nとする．｛炉｝::;'=1はtightである
と仮定する．このとき，以下が成り立つ．

(i)｛炉｝:::'=1の部分列極限全体をKと表すとき， Kはコンパクトアーベル群であり，そ

の単位元をnと書くと，次式が成り立つ：

K = {ry, μ *'r/,厨＊'r/,...}. (2.4) 
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(ii)ある ll€P(S。)が存在して，

1 n 
ー Lμk→U
n 

(2.5) 
k=l 

および次式が成り立つ：

S(v) = {f ES:すべてのsESはJV上で単射｝． （2.6) 

(iii) e E E(S(TJ))を一つとり（必ずとれる）固定して，

L = E(S(rJ)e), R = E(eS(TJ)), G = eS(v)e, H = eS(rJ)e (2.7) 

とおく．このとき， Gはコンパクト群， HはGのコンパクト正規部分群であり，積

分解S(r1)= LHRおよびS(v)= LGRが成り立ち，積写像

LxHxRぅ(f,g,h)→fghE S(TJ), L X G X Rう(f,g,h)→fgh E S(v) 

はいずれも同相写像である．それらの逆写像を次のように表す：

S(TJ)ぅ z→(zL,z凡竺） ELx H x R, S(v)ぅz→(z¥z竺竺） ELX G X R. 

(iv) T/のL成分およびR成分への射影をそれぞれ

叩＝ry(z: ZL E・），加＝ry(z: ZR E・）

で定めると， nとリの畳み込み分解が得られる：

T/ = T/L * WH  *りR, I.I= T/L *叩＊靡

但し， WHおよび咄；はそれぞれHおよびGの標準ハール測度である．

(v)ある 1€ Gが存在してG/H= {H,,H，笠H,．．．｝が成り立ち，

μi *'T] ='T]L *叫H*加（i=l,2,...)

が成り立つ．但し， W1iH =心＊ WHとした．

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

一般に，コンパクト群Gとそのコンパクト部分群Hに対し，可測写像s:G/H→G 
であって

s(gH)H = gH (g E G) (2.11) 

を満たすものが存在する ([1,Exercise 8.4]を参照． これを可測sectionと呼ぶ）．
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3 情報系分解

Vをコンパクトポーランド空間とし， S。＝ C(V,V)をVから Vへの連続写像全体に一様

位相を入れたものとする． S。は写像の合成によってポーランド半群の構造を持つので，前

節の理論を適用することができる．まず，特別な場合の情報系分解を述べよう．

定理 3.1.定理2.1と同じ仮定と記号の下で，｛Y,N}はLG-valuedの定常μ-evolutionで

あるとする．さらに， Lはコンパクトであると仮定する．このとき，以下が成り立つ．

(i)ある G/H-valued確率変数Cと， H-値確率変数Uk凸呵が存在して

Y虐＝ s("fkC)仇 a.s.fork E Z 

が成り立つ．

(3.1) 

(ii) j < kに対して M[=Yげ(Y凡戸とおくとき， Mらはノイズ乃岱可測であって，

YJ ＝沢（Mf,j)―1s（吠C)Uk a.s. for j ::; k, k E Z (3.2) 

が成り立つ（但し， M以＝ eとした）．

(iii)観測過程Yの情報系分解

哀＝吋vだ 00V o(Uり a.s.fork E Z 

が成り立つ．但し， MJG:=Y9(Y応）ー1として

鉗：＝叫Yf,Mi° : j :S k) a.s. for k E Z 
炉'00=O'(C) a.s. 

であり，三つの情報系9f,Jざ0090(Uりは独立である．

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

一般の場合の情報系分解は，定理3.1を用いて与えられる．少し一般化した形で与え

よう．

定理 3.2.定理2.1と同じ仮定と記号の下で，｛Y,N}はLG-valuedの定常μ-evolutionで

あるとする．％はポーランド空間であって， Sが連続に作用すると仮定する．ある e％の

コンパクト部分集合Wが存在して，積写像

LxGxWぅ(x,g,w)→xgwE Vo 

が全単射可測かつその逆写像

％ぅ z→(zL,zG，竺） ELxGxW

(3.6) 

(3.7) 

も可測と仮定する．｛X,N｝をVo-値定常μ-evolutionとする．このとき，以下が成り立つ．
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(i) yk := eXk = xt Xfとおくと，｛Y,N}はLG-値定常μ-evolutionである．従って，
定理3.1が適用できる．

(ii)ある W値確率変数Zが存在して， Xど＝ Za.s. for k E Zが成り立つ．

(iii) ~ら＝：芹(YJ｀い＝ Xf(Xf-1戸に対して，

ふ＝巧(Mら）―lS（心）仇Z a.s. for j :S k, k E Z (3.8) 

が成り立つ．

(iv)観測過程Xの情報系分解

ぢ＝鉗VF~00 V cr(Uk) a.s. for k E Z 

が成り立つ．但し， MJG:=Y9(Y芦）ー1= xp(x如）ー1として
鉗：＝cr(Y/,MY: j::; k) a.s. fork E Z 

アざ00至 (C,Z) a.s. 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

であり，三つの情報系9{:,Jざ009ぴ(Uりは独立である．さらに， CとZも独立である．

4 例

今回の一般化によって，状態空間として，マルコフ連鎖のパス空間をとる場合を扱うこと

ができるようになった．そのような例を紹介したい．以下，有限集合Vに対し， Vに値

をとるパスの空間を

v := v00  :=｛v = (..., v_2, v_1, vo) : vi EV (i E Z_)} (4.1) 

と書く．

4.1 ランダム縮小写像による作用発展

Vを三点集合V= {1,2,3}とし， aEVに対して写像のa:v→Vを
似（if)= (if, a) = (..., v_1, vo, a) (4.2) 

で定める．このとき， Vはシェルピンスキーガスケット，｛叫： aEV}はその縮小写像か
らなる生成系と考えることができる．確率測度hを

1 1 1 
µ=~怜＋3怜＋ 56如 (4.3) 
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で定めよう．このとき，｛炉｝はtightとなる．
~一~一~・＿

対応する Rees分解における構成要素L,G, R を与えよう．げ€ Vに対し，定値写像
V→Vを

叫•) =け (4.4) 

で定める．そこで

e=行，『＝ （．．．，1,1,l)EV 

と定める．このとき，eir= {1｝であり，

E={位 :VEV}, G = R＝｛可

と与えられる．

V上の一様分布に従うiid列{uけをとるとき，

tJ = (..., U_2, U_1, Ui。)

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

はシェルピンスキーガスケットV上の一様分布確率変数とみなすことができる．この状
況下で，｛炉｝の部分列極限点の全体はn＝炉のみから成るので

~n L 
μ → n 
n→OO 

(4.8) 

が成立しており，茫はけの分布と等しいことが分かる．定常伝evolution

xk  = Nふー1

は，式(3.8)より

ぷ＝yk勺 a.s.fork E Z 

の形をしているので，観測過程の情報系は駆動ノイズのみからなることが分かる．

4.2 第三ノイズが生ずる作用発展

Vを五点集合V= {l, 2, 3, 4, 5}とし，写像f,g:V→Vを

f = (: : : ] :), 

で与えられる置換と定める．こうして
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(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

1 1 
μ=ぅ釘＋砂8g (4.12) 
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と定めるとき，対応する Rees分解における構成要素L,G,H,Rは，

e ＝炉＝ （］ ： ： ： ：） (4.13) 

として

L={e,fe}, G=H={e,g,g汽ef円gf汽g2J2}, R={e,ef} (4.14) 

で与えられる．ここで

Vo = { permutations of (2, 4, 5) or (1, 3, 5)}, W = { (2, 4, 5)} (4.15) 

として定理3.1と定理3.2を適用することができ， Hが空でないことから第三ノイズは自

明ではない．詳しくは [5]を参照されたい．

上で与えた写像f,gに対し，パス空間の変換巧，砂：V→Vを

で定め，

釘（筍＝（が，fvo)= (..., v_1, Vo, fvo) 

％（け）＝（げ，gv0)= (..., v_1, v0, gv0) 

1 1 
μ=ぅ％ ＋砂％，

と定める．このとき，｛炉｝はtightとなる．

--・ ~——~ ~——~ 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

対応する Rees分解における構成要素L,G,Rを与えよう． e:V→Vおよびe:V→V
を

疇＝百(Vo)= (..., g, g汽e,g,g汽e)(vo)(が=(...,v_1,vo)EV) (4.19) 

で定める．また， K=LGRとして

K'; = { h = (..., h_2, h_1, ho) E K00 : hk E S(μ)hい (kE叫（4.20)

とおく．また，各hEK';に対し，

四(v)= h(vo) = (..., h_2, h_1, ho)(vo)(が=(...,V_1, Vo) Ev) (4.21) 

と定める．このとき，

E=i碑＝｛咋：応： K';}

i ＝｛咋： hEK';, h。EL}
¢=h={で仇： hE G} 

h ＝｛函h:h ER} 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 
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で与えられる．
~ • _ ~―~ • _ ~— 

{Y,N}をLG-valuedの定常μ-evolutionとするとき，

豆＝髯ぷ＝虹 (4.26) 

によってK;:'-valuedの確率変数立および{f,g }-valuedの確率変数芯を導入すると，

汎＝（．・・, yk-2, yk-1,汎） （k E Z) 

となるようなLG-valuedの確率変数列｛汎｝を定めることができて，

yk = NkY,い (kE Z) 

を満たす．従って，｛Y,N}はLG-valuedの定常μ-evolutionとなる．よって研は

沢＝咬＝心Yo(Y侶）一1

の分布で与えられる．
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