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この記事は， 2018年12月13日（木）に京都大学数理解析研究所にて行われた筆者の講演
を日本語でまとめたものである．

1 関数の定める Cayleyグラフ

以下，断らぬ限り，文字 Fは標数 2の有限体恥n を，文字 fおよび gはFから F 自身へ
の関数を表す.fを沢x):= f(x) + f(O) (x E F)により定められる関数『に取り換えて，
f(O) = 0と仮定する．同様に g(O)= 0とするまた Vという文字で次の集合を自然に恥
上の 2n+1次元ベクトル空間と見なしたものを表す．

V = lF2 x F x F = {(E; a, b) IEE lF2, a, b E F}. 

Cayleyグラフの定義

定義 1F上の関数 fに対して，次のように定義されるグラフ C(f)をfの定める Cayley
グラフと呼ぶ：

頂点 V:=恥 x『={(E;x,y) IEE lF2,x,y E F}. 

隣接関係 u~ v iff u + v E G1 := {(l;x,f(x)) Ix E F}憚l数 fのグラフ）．

Cayleyグラフ C(f)に着目する（個人的）理由

(l) fがquadraticAPN関数のときには， C(f)はfが定める DHO(dual hyperoval) S(f) 
に関連した semibiplaneである．この sernibiplaneDHOとS(f)は，私が quadratic
APN関数の間の同値性に関する結果を導く際に，鍵となった幾何学的対象である．そ
こで一般の関数に対する Cayleyグラフは，私にはなじみ深い対象の一般化である．

(2)同値性に関する不変量， Walsh係数， Dillonの観察など， APN関数に関する多くの結果
が，その Cayleyグラフに着目することによって，（後で解説するように）明瞭かつ統一
的に説明できる．従って，この概念は（少なくとも標数 2の）有限体上の関数を解析す

るための新しい観点を提供する
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復習―差分的一様性 (differentialuniformity) 

定義 2F上の関数 fが差分的にμ-―様 (differentiallyμ-uniform)とは，すべての a,bE F 
ただし aヂ0について #{xE FI f(x+a) + f(x) = b} :Sμ であること．

F=四上のどの関数 fについても， 「f は差分的に 2e 一様であるが，差分的に 2e-l —様
ではない」，という性質を満たすようなべき指数 2e,1 :Se :Sn, がただ一つ存在する例えば
(lFr) 線形関数 f は差分的に 2n —様であるが，差分的に 2n-l —様ではない．この対極的と
して，差分的に 2-―様な関数のことを APN(almostperfect nonlinear)と呼ぶのであった．

復習—ccz と EAー同値 (CCZ and EA-equivalence) 

定義 3F上の閑数 fとgに対して， fが gにCCZー同値 (resp.EAー同値）とは， V=
lF2①戸上の全単射線形変換 pで {(O;x,y)I x,y E F} (resp. および {(0;0,y)I y E F})に
作用し，かつ G1= G9 (fのグラフを gのグラフに移す）を満たすものが存在すること．

EA変換の EAとは ExtendedAffine equivalenceの略で，この用語は次の事実に因む．

fとgが EA詞値であることと，すべての xEFについて等式
(g(x))°= f(呼）＋砂が成立するような F上のアフィン全単射 a,5とアフィン
写像f3が存在することが同値である．

一方， ccz詞値という用語は，この概念を初めて公表した 3人の研究者 Carlet,Charpin, 
Zinovievの頭文字を合わせたものである．定義から，明らかに fとgがEAー同値であれば
ccz詞値である

復習—Walsh 係数

定義 4F上の関数と (c;a,b)EVに対して， fの (c;a,b)における Walsh係数とは次式
で定義される整数のことである：

閏 (c;a, b) := L(ー 1)"+Tr(ax+bf(x)).
xEF 

Vを基本可換 2群と見て，次式で定められる Vの指標 X(s;a,b)

X(s;a,b) (約x,y):=(-1)筵 1+Tr(ax+by) 

を考えるこのとき Walsh係数 V1(s;a, b)は，グラフ G1に対応する群環qvJ の元
防]:=冗xEF(I;x, J(x)) において指標 X(s;a,b)が取る値である．
Vの元 (s;a,b)にWalsh係数 W炭；a, b)を対応させる V上の複素数値関数を W1と記
し， fのWalsh関数と呼ぶことにする．すなわち，群環qvJ(V上の複素数値関数全体と見
なす）において次の等式で定義される関数が W1である．

閉=L X(l,x,f(x))・
xEF 
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APN関数 fの研究において， Walsh係数 W八O;a, b) =~xEF(-l)Tr(ax+bf(x)) は頻繁に現
れる．その理由は何か．一つには，与えられた bE Fに対する方程式 f(x)= bの解 xEF
の個数が Walsh係数を用いて次のように表示できるという事実にある 1.

~aEF WJ+b(O; 0, a)= IFl{x E FI J(x) = b}. 

より根源的な理由は次の章で説明される（補題 3).

2 関数の定める Cayleyグラフの基本性質

以下，関数の定める Cayleyグラフの基本的な性質について，以上復習した概念とのかかわ
りを中心に述べるこの部分は，従来主としてAPN関数に関して個別によく知られた事実に
関して，明瞭で統一的な説明を与えるだけでなく，一般の関数に関する性質への自然な拡張
にもなっている．

次の事実は，標語的に言えば「cczー同値は Cayleyグラフの同型を誘導する」と述べら
れるだろう

補題 1F上の関数 fとgに対して， fがgに CCZ-同値であれば， Cayleyグラフ C(f)は
Cayleyグラフ C(g) にグラフとして同値である．

確認はごく易しい．］と gの CCZー同値を与えるような V上の全単射線形変換 pを取る．

Vの元 u,vに対して，グラフ C(f)において uとvが隣接する⇔ u+v E G1⇔ 
研＋炉=(u + V)P E G/ =ら⇔ 飢～炉 inC(g). 
次の事実もすぐに見て取れる

補題 2F上の関数 fの定める Cayleyグラフ C(f)は valencyIF I = 2nの正則グラフで，
{(O;x,y) I x,y E F} (点の集合）と {(1;x, y) I x, y E F} (ブロックの集合）を bipartitehalves 
とする二部グラフであり， v上正則に作用する自己同型群{tu : V f----t V + U I U E V}を持つ．
Cayleyグラフ C(f)を見ると， fが差分的にどの程度一様であるかが判定できる（系 1(1)).
従って， 「差分的一様性がcczー同値によって保たれる」という事実（系 1(2))が補題 1から
直ちに導かれる（この事実自体が証明されたのも新しく (2010年ごろの Dempwolffの論文
中），初めての証明では計算が必要であった）

系 1 (1) fが差分的にμ-―様⇔距離 2にある任意の二頂点 u,vEVについて
#{wEVlu~w~v}:Sμ. 

(2)関数 fとgがccz詞値とするこのとき fが差分的にμー一様であれば， gも差分的
にμ-―様である．

次の事実は，関数 fのWalsh係数の意味を示すものであり，前章最後に述べた問いに答
えるものである

補題 3Aを Cayleyグラフ C(f)の隣接行列とするこのとき Aの固有値のなす多重集合

は， Walsh係数のなす多重集合{W1(s;a, b) I (s; a, b) EV}に一致する．

この事実は， A.Terresの本 [TBook1999]や知念氏と平松氏の本［平松知念Book2003]に一
般化された形で表れている．この事実自体を示すのは易しいので，確認しておく．

1講演時に提示した式は正しくなかったので，修正した
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補題 3の証明 Vによりインデックス付けられた数ベクトル空間 CVにおいて， VEVに対
応する基本ベクトルを e(v)と記す．自然基底 (e(V))vEVにおいて次のように定義された CV
への写像 aを， CV上の線形変換に拡張したものを同じく aと記す．

a(e(v)) := L e(w). 
wEV,w~v 

このとき，隣接行列 Aはaの自然基底 (e(V))vEVに関する表現行列である．
Vの指標xに対して， e(x):=区vEVX(V)e(V)という CVのベクトルを考える．指標の直
交関係から xが Vの指標全体を動くとき l(x)はCVの基底を与えるそこで，次の主張を
確かめれば，この基底は Aの固有ベクトルからなるので，補題の主張が得られる

主張指標 xがX= X(e,a,b)という形のとき， e(x)は固有値Wt(c;a, b)に対する Aの固
有ベクトルである．

以下この主張を確認する．まず線形変換 aの定義から

a(e(x))~ ~x(v) C, 芦~eG; e(w))~ ~Cぷ~ec,x(v)) e(w) 
ここで，固定した Fの元 wに対して

"ev,~ec, x(v)~: 苔>(w+u)~(互 x(u)) x(w) 
である最後の式における x(w)の係数は， X= X(e;a,b)としたから， Walsh係数の定義より，

どx(u)= LX(l;x,f(x)) =切(s;a,b)
uEGf xEF 

となる以上合わせて

a(e(x)) = W点；a, b) L x(w)e(w) =閏(s;a, b)e(x) 
wEV 

であり，確かに e(x)は固有値 W1(1::;a, b)に対する Aの固有ベクトルである ロ

次の系は補題 3からすぐに得られるが，重要な結果である．系 2(1)は正則グラフの一般
論と補遅 3から得られる．系 2(2)に相当する事実はEdel-Pottにより群環を通じた議論で
初めて示された [Ede1Pott2009]が，そこでは符号の扱いにやや不自然な点がある．

系 2 (1)隣接行列 Aの固有値としての IFIの重複度は Cayleyグラフ C(f)の連結成分の
個数と一致し， 1凹の約数である．

(2)関数fがgに ccz詞値であれば，多重集合として
{~ 応；a, b) I (c; a, b) EV}= {W9(1::; a, b) I (c; a, b) EV}である．
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次も形式的な計算で示される事実である．

補題 4a,b E F と非負整数 m に対して， Cayleyグラフ C(f)において頂点 (0;0,0)と
(m mod 2; a, b)を結ぶ長さ m の walkの個数とする．

m m 

叫 (a,b) =門(x1,... 心m)E pm I LX; = a, Lf(x;) = b}. 
i=l i=l 

このとき

叫）m=  I: 叫 (a,b)X(m;a,b)・ 
(a,b)EF2 

この式は C(f)の正則性が高いときに有効に使えるまた，最後に見るように fが F= lF四
(n奇数）上の逆数関数 f(x)= x2n-2のとき， Kloosterman和に関する和公式を与える．

3 Cayleyグラフの連結性と直径

この章では，関数の定める Cayleyグラフについて，その連結性と（連結な場合には）直径に
ついて考察する連結性は関数のクラス分けに関して重要な示唆を与えるが，直径に関して

はAPN関数というクラス（このとき Cayleyグラフは連結）に限っても未解決な部分がある．
次は新しい結果である．

補題 5x,y E Fに対する恥(x,y) := f(x + y) + f(x) + f(y)の全体が生成する Fの部分
空間を Sと記すとき，関数 fの定めるグラフ C(f)の連結成分の個数は IFI/ISIに等しい．

Sはx,y,zE Fに対する f(x)+ f(y) + f(z) + J(x + y + z)の全体が生成する Fの部分空
間にも一致する．

次の事実は， Carlet,Charpin, Zinovievの論文 [CCZ1998]で内在的に示されている

補題 6Map(F, 恥） (Fから二元体への写像全体のなす空間）から Vへの次に与える線形写
像 pを考えるとき，その像 Im(p)は (0;0,0)を含む Cの連結成分に等しい．

p(a) := (L叫）；と叩）x,L叩）f(x)). 
のEF xEF xEF 

以上の補類 5,6に正則グラフの一般論を組み合わせると， Cayleyグラフ C(f)の連結性に
対する次の判定条件を得る.(iii)が新しく加わった

系 3F = lF2n上の閑数 fに対して，次は同値である．

(i) Cayleyグラフ C(f)は連結である．

(ii) Cayleyグラフ C(f)の最大固有値 I凹の重複度は 1.

(iii)補類 5で定義した Fの部分空間は Fに一致する．
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(iv)補題 6で定義した恥ー線形写像 pは V上への全射である．

次の結果は APN関数が持つ最も重要な性質であると考えられる．この事実に相当する
命題は，上記の判定条件 3の判定条件(iv)に碁づいて，長さ別 (n2: 3), 次元 2n-2n, 最
小重さ 6の二元線形符号の非存在に帰着される形で， 1990年 [CCZ1998]において初めて証
明された．しかし，この符号の非存在証明には非常に複雑な組合せ論的議論が必要であった．

後に，判定条件 (ii)に基づいて， Carlet氏の本[CarletBook201 OB]において指標理論のみを
用いた別証明が与えられている．

定理 1fが APN(差分的 2-―様）であれば，その Cayleyグラフ C(f)は連結である．

一般の関数についてその Cayleyグラフの連結成分について調べたところ，上の結果は次
の形に一般化出来た．

定理 2F = lF2n, n 2: 2e+l, 上で定義された，差分的に 2e_一様な関数 fに対し，その Cayley
グラフ C(f)の連結成分は高々 2e-l個である

e=lのとき，この結果は APN関数 fに対する Cayleyグラフ C(f)の連結性を示す．この
定理の証明は， APN関数 fに対する Cayleyグラフ C(f)の連結性の新しい証明を，適宜修
正して得られる．

非連結な Cayleyグラフを持つ関数は非常に多い．それらを構成するために，次の補題が
使われる

輝題 7fを F上の差分μー一様な関数とし， Fの元 a,/3をTr(a/3)= 1を満たすように選
ふ (Trは F上の絶対トレース関数）．関数 f(a,{J)を

恥，fJ)(x):= f(x) + aTr(/3f(x)) 

（従って，任意の XEFにおいて f(a,{J)(x)= f(x)または f(x)+ a)により定めると，次が成
立する

{1) f(a,{J)は差分的に 2μ-―様．

(2)もし a(/.{f(x) + J(y) + J(z) + f(x+y+z) I x,y,z E F}であれば， f(a,{J)は差分的に
JL-―様である．

(3) C(f(a,{J))は非連結

補題 7(3)の証明 0に直交する部分空間上への射影を考える．簡単のため， g(x)= f(a,fJ)(x) 
と略記する任意の xEFに対して

Tr(f3g(x)) Tr(f3(f(x) + aTr(/3f(x)))) 

Tr(/3f(x)) + Tr(f3aTr(/3f(x))) 

Tr(/3f(x)) + Tr(/3!(吋)Tr(f3a) 

Tr(/3f(x)) + Tr(/3!(か =0.
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を得る（下から二番目の等式においては Tr(/3f(x))が二元体の元であることが効いている．）
そこで部分空間 S=〈g(x+y)+g(x)+g(y)I x,y E F〉は 0の直交空間131-= {z E F I 
Tr(/3z) = O}に含まれる．系 3の判定条件(iii)から C(g)は非連結である ロ

APN関数に対する定理 lと上の補題 7から次が結論できる．系 4(1)はDillonの観察
として知られている結果である．系 4(2)は新しい結果であり， Cayleyグラフの連結性とい
う性質がAPN閑数のクラスを特徴づけることを示す．

系 4 (1) fがAPN 関数ならば，任意の cEFに対して c= J(x)+ J(y)+ f(z)+ J(x+y+z) 
を満たす x,y,zE Fが存在する

(2)任意の 2べき 2e2". 4に対して，差分的 2e_一様な関数 fで，その Cayleyグラフ C(f)
が非連結なものが存在する．

以下，関数が定める Cayleyグラフの（連結成分の）囲径について考える関数が明示的に
与えられたとしても，この直径を決めるのは関数の値の分布と関連して以外に難しい問題で

ある．

基本的な補題 4から 0ヂcEFが{f(x)+ f(y) + f(z) + J(x+y+z) I x,y,z E F}に入
ることと，頂点 (O;O,c)と(0;0,0)のグラフ C(f)における距離が 4であることは同値であ
る．従ってDillonの観察（系 4(1))から

APN関数 fに対して，その Cayleyグラフ C(f)の直径は高々 6である

また，基本的な補題 4から次も言える．

(1) diamC(f) :<:::: 5⇔ 任意の (a,b) E戸に対してJ(x)+f(y)+f(z)+f(x+y+z+a)= b 
を満たす x,y,zE Fが存在する．

(2) diamC(f) = 4⇔任意の (a,b) E F2に対してf(x)+ f(y) + J(x+y+a) = bを満たす
x,y,z E Fが存在する．

今まで知られている APN関数fを調べると，次が確かめられた

Quadratic APN関数 fに対して， diamC(f)= 4. 
知られている単項 APNfunction fに対して， diamC(f)= 4または 5.

私は今のところ， C(f)の直径が 5または 6であるような APN関数 fの例を知らない

問題

(1)任意の APN関数 fについて diamC(f)= 4であることを示すか，または
diamC(f) = 5 or 6を満たす APN関数 fの例を構成せよ．

(2)一般の関数 fに対して， C(f)の連結成分の直径の上限はあるか？
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4 距離正則性と Walkの数え上げ

APN関数 fに対する Cayleyグラフ C(f)が距離正則グラフとなるための必要十分な条件
を求めることが出来た．下の定理における AB関数とは， APN関数の重要なクラスをなす．

形式的には，任意の (c;a,b)EVに対して W1(c;a, b)が土IFI,oまたは土《珂汀のいずれ
かとなるような F=恥n上の関数，と定義される.Wlash係数は整数なので， AB関数が存
在するのはnが奇数の体 F= lF2n上のみである．
AB関数が定める Cayleyグラフが距離正則であることは [Yo2010]で示されているが，今
回はその逆を示した

定理 3fをF= lFq, q = 2n上の APN関数とするこのとき C(f)が距離正則であること
とfが AB(almost bent)閑数であることは同値である．また，このときの arrayは次の
形である．

(q q -1 q -2 (q/2) + 1 *) 
* 1 2 (q/2) -1 q . 

特に APN関数fに対して C(f)が距離正則ならば， diamC(f)= 4である．
fが APN関数でなくとも， C(f)が距離正則となる場合がある．次の例は， [BCN1989]に
記述されている．

例 n = em, (m, k) = 1とする このとき，関数f(X) = x1+2ekは差分的に μ=2巳一様で，
C(f)は距離正則で次の arrayを持つ：

(q q -1 q -μq -(q/μ) + 1 * 
* 1μ(q/μ)-1 q)'q=2匹

APNとは限らない一般の関数については，今のところ次の部分的な結果しか得られてい

ない

補題 8Cayleyグラフ C(f)が唐径 4の距離正則グラフであれば，その arrayはあるμ に対
する上の形である．ここでμ は qの約数で μqは平方数である．

問題

(1)一般の関数fについても，その Cayleyグラフ C(f)が距離正則であればdiamC(f)= 
4となることを示せ．

(2) Cayleyグラフ C(f)が距離正則となるような差分的にμ-―様な関数fの族をWalsh
係数の言葉で特徴づけ出来るか？

上の定理 3や補題 8の証明には，補題 4が重要な手段となる．
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補題4を用いて示せる他の事実の例として Kloosterman和について触れる.cEF=lFか
に対して Kloosterman和 K(c)は

K(c) := L (-l)Tr(cx+戸）＇
xEFX 

と定義され，これは F上の逆数関数 f(x)= X坪ー2の Walsh係数である逆数関数は n
が奇数のとき APN関数であり， nが偶数ならば差分的に 4-―様である.Kloosterman和

の取る値や重複度については数論により決定されている．ここでは，基本的な補題 4から

Kloosterman和に関する次の公式が直ちに示せることに注意したい．最後の式以外は良く知
られている

~-yEFX (1 + K("Y)) = IFI, ~ 国EFx(l+ K("Y))2 = IFI乞
n が奇数のときにはさらに ~-yEFX(1 + K("Y))3 = 2IFI文
すべての (a,b) E 戸に対して―IFl3 ヂ ~-yEFx(1 + K("Y))3 K(ab"'(). 
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