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1 Three Distance定理とは

中心角を一定に保ったまま円周を切り続ける際に起きる不思議な現象を述べた Three

Distance定理（もしくはThreeGaps定理）と呼ばれる著名な定理がある［1][5].数論的

近似，或いは組合せ論等による証明を持つ定理であり， HugoSteinhausというポーラ

ンドの数学者による予想として述べられた後に， V.T. S6sらによる証明が与えられた

[8][9][10].その後に様々な別証明や高次元化等が考察された．本稿では連分数を用いた
T. van Ravensteinの証明［6]を参考にして，連分数展開における現象と関連する円周上

の点の動きを通し， ThreeDistance定理の主張の理解に有用であろうと思われる動的教

材を紹介する．数学ソフトウェアとしては Mathematicaを用いた．

2 The Three Distance定理の主張

無理数O<a<lを固定する．有理数の場合は簡単であるため，まずは連分数展開が

無限に続く無理数のみを扱うことにする．［a」を aを超えない最大整数， aの小数部分

{a}:= a-(aの整数部分 La」）と定める(fractionalpart of a). この定義と a(/_Qより

a -1 < La」<aである．

定義 1（ギャップ (Gap))a ff-Qのn倍 (nE Z~0) の小数部分の集合

{{n・a} ln=0,1,2,...,N-1} 

の元を値の小さい順（smallestto largest)に並べた数列を (Nもaも略して）

約：＝ ｛Uj (N) • a} (j = 1,..., N) （この｛ ｝は小数部分の記号）

とおく．円周の長さが1である円周上に点をプロットする場合を考えるため，長さとし

ては直線距離ではなく，円弧の長さを考えることにする． UN+l= U1と定める．並べ

方より 0<巧く巧＋1く 1である．この数列の隣接2項の差をギャップ (distanceof 2 

successive terms) と呼び，次のように記する

も：＝ 1|巧＋1-u』 (11 • IIは円弧の長さとしての距離 1:Sj:SN).

定理 1（ギャップは高々3種類）集合｛ら Ij = 1, 2, 3,..., N}の元は高々3個である．
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いつも高々3種類しかないというこの事実は，回数Nや，もとの aに依らない．また，

3種類未満になる場合はaEQの場合に相当する．

なおかつギャップがちょうど3種類のときには次の定理2が成立する．

定理 2(V. T. S6sら） 1≪;Vj ≪:: Nに対してもは以下3種類の数のいずれかに等しい：

llu2all, llu2all + lluNall, lluNall. 

これよりギャップは高々3種類であることに加え，

大ギャップ＝小ギャップ＋中ギャップ

という等式も従う．

(1) 

3 The Three Distance定理の連分数による表示

連分数のn次近似分数の分母qnを用いてU2叫 N を明示的に表示することが可能である．

定理 3(Ravenstein :定理 1の連分数版）任意の n：：：：： 2, 1 :S kさ知に対してqnょ＝

q→ +kqn-1とおく．このとき

1 :SN :S q1ならば，巧＝j-l (j = 1, 2,..., N)が成り立っ．

またqn-1< N :S伽，1(n：：：：： 2)ならば
四＝qn-1(n奇数），qn-2(n偶数）かつUN=qn-2 (n奇数），qn-1(n偶数）が成り立つ．

さらにqn,i-1< N :S qn,i (n：：：：： 2, 2さi:S知）のときは
四＝qn-1(n奇数），qn,i-1(n偶数）および

恥＝qn,i-1(n奇数），qn-1(n偶数）が成り立つ．

このqnは次節で述べる aの連分数展開における n次近似分数の分母である．全ての

ギャップはqnで表されているので，ギャップを求める問題はaの連分数展開の近似分数

を求める問題に帰着される．

4 連分数展開の近似分数とは

定義 2(n次近似分数）まず aoE Z, a1, a2,..., an E Z:::,1に対して形式的に連分数表示

（正則連分数と称される，分子が常に 1の形）

[a。,a1,...,an]:=a。+ ー

1 
釘＋

1 
a2 + 

1 
．．．十一
an 

E (Q 
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を定める． aの整数部分をa。として，次にa-a。の逆数の整数部分をa1とおいてこの操作

を続けるとVaE賊＼Qに対してヨa。EZ,ヨa1,a2,..., E Z:21でa=limn→oo[a。,a1,...,a叶
を満たす数が存在する．この表示を [a。皇1,...]をaの連分数辰開と呼ぶ． n：：：：： Oに対し，

[a。,a1,...,an]の分数表示を四／qn(qn > 0)とおき， n次近似分数と呼ぶ．すなわち
四／qn= [a。直1,・・・,an]である(pn,qnは互いに素になることが知られる）．

命題 4la―色くーが成立する （これはaの良い有理近似になっている）．
- 2 qn I q;; 

さて，連分数展開の近似分数を活用してa¢ Qに対するギャップを計算してみよう．

例 5(a = 1 + v'2) a = 1十v'2,N = 100とおくと定理1の3種類のギャップは以下の
3通りである．

Proof. 

99¥/'2 -140, 99 -70v'2, 29v'2 -41. 

ヽ＝ 2a+ 1. 
1 1 

a = 2 +.:. = 2 + ------:-= • • • = [2, 2,..., 2, a], 
a 1 

2+-
a 

n 11 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 

Pn 11 2 I 5 I 12 I 29 I 70 I 169 I 408 

qn 11 1 I 2 I 5 I 12 I 29 I 70 I 169 

これより以下が従う：中ギャップ＝ ll99all= 99a -239 = 99v'2— 140, 

小ギャップ＝ ll70all= 169 -70a = 99 -70v'2, 

大ギャップ＝ ll99all+ ll70all = 29v'2— 41 =中＋小．

5 丸いケーキのカット角としての図示

1.円周 1の丸いケーキを考える．

2.角をO<a<lとして固定し， 中心角aでケーキをN回切ることにする．

3.各Nに対して，常に3種類以下のケーキ片の角が存在，つまり現れるケーキ片の

角は高々3種類であることが分かる．

4.ちょうど3種類のとき，大角＝中角＋小角 が成立する．
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第1カット（ギャップ2種）第2カット（ギャップ2種）

第5カット（ギャップ3種）

青＝赤＋緑

6 動的教材：ギャップの値も計算，大＝中＋小も確認

さて本稿講演時にはこの節に記する Mathematica教材を動かし，連分数の近似分数

を計算しながら約の値を円周上にプロットする動画を講演時にお目にかけた． N=lO

に対しnがn= 1,2, ・ ・ ・,Nと動くときに，数列 Ujが連分数展開の近似分数表示に応じ
て， Uo濯 1，・・・と動く仕組みになっている．以下の a に対する動的教材を構成した．

(l)a = v'2 ff-(Q（連分数展開は周期的），（2)a= 1/11 E (Q, (3)a = W ff-(Q, (4)a = 1r茫Q,
1＋嘉

(5)a＝黄金数 茫Q（連分数展開は周期的1,1, 1, • • ・ ]), (6)a＝オイラー・マスケ

ローニ定数 1:= 」四（苫］— log(n)) （無理数と予想されているが未解決）．
以上の6種類のaに対して，各々の連分数の近似分数を構成して Ujを円周上に記し，ギャッ

プの種類のみならず，そのギャップの値まで自動的に計算できるようにした Mathematica

動画教材が下図である．

u_6 
u_O 

u_O 

u_8 
u_S 

ギャップの種類ことの値：｛10-7-{2, 3-2 'V2， —7+5 'V2}ギャップの種類ことの値：｛合｝

a=v'2<f_Q a＝孔 EQ
（ギャップ3種類） （ギャップ1種類）
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a= Tr 

u—° 
u_5 u二，

u_B u_5 

ギャップの種類ことの値：｛8-5 2213, -3 + 2 2213,ー11+ 7 2213} ギャップの種類ことの値：｛22-7 rr, -3 + rr, -25 + 8 rr} 

a＝四¢Q
（ギャップ3種類）

a=1r.f-Q 
（ギャップ3種類）

a= ¼(1 + -./5) 
N = 10 
u-3 

u_O 

u_8 

ギャップの種類ことの値：｛14+,{s-s(1+,{s),s-;(1+{!り,-8+!(1+iり｝

1 + v'5 
〇＝黄金数 ¢Q 

2 

（ギャップ3種類）
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u_O 

u_B u_9 

ギャップの種類ことの値：｛3-5 EulerGamma，ー1+ 2 EulerGamma, -4 + 7 EulerGamma} 

オイラー・マスケローニ定数1:=]四（と[―log(n))（ギャップ3種類）
k=l 

？しま無理数と予想はされているが証明されていない．なお，実際に授業で用いた場合の

考察については，追ってご報告したい．
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