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CR幾何、共形幾何の問題

Problems in CR and Conformal Geometries 

東京大学・大学院数理科学研究科 平地健吾＊1
KENGO HIRACHI 

GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICAL SCIENCES, THE UNIVERSITY OF TOKYO 

1 CR幾何と共形幾何

「複素幾何学の諸問題」での講演は 11年ぶり 2回目なので前回から進歩があったものと新しい問題に限

定して説明する前回提案した問題でここに書かれていないものは現在でも解かれていない可能性が高い．

今回はCR幾何に加えて，共形幾何についても書くので，まずその類似性の説明から始める．二つを並行

して研究することの利点は大きい．

リーマン多様体 (M,g)に対して計量の共形変形g= e2Ygによって不変な性質を調べるのが共形幾何で
ある．

[g] = {e叫： YEC00(M)} 

とおき (M,[g])を共形多様体と呼ぶ一方， CR幾何は複素領域occn+1の境界M=fJO上で定義され

る． T1,0=T1,0cn+1nCTMは余ランク 1のCTMの部分束であり，可積分性

[r(r1,o),r(Tl,O)] C r(Tl,O) 

を持つ． 0がC°° 定義関数pを持つと仮定する： pE C00(1Cn+l), 0 = {p > 0}かつ M上でdpヂ0.この
とき T1,0上のレビ形式が

ら(Z,W) = -fJBp(Z, W), Z, W E rj,0, 

で定義される．定義関数を取り替えると p=e2Ypに対して L戸＝ e2Yらが成り立つので， r1,o上にはレビ

形式の共形類が与えれらていると見ることができる． LPが正定値であるとき CR多様体(M,Tl,O)は強擬

凸であるといい，以下ではこれを仮定する．ここではM がCn+1に埋め込まれているとして仮定して説明

を始めたが T1•0 c ICTMが余ランク 1でr1,on戸万＝｛O}と可積分条件を満たせばReT1•0 の接触形式〇

を用いて―《可d0(Z,W)でレビ形式が定まる．これが抽象的な CR多様体の定義である．前回からの進歩

はないが最も有名な問題だけは再録しておく．

問題＊＊＊抽象的な 5次元強擬凸CR多様体は局所的に0 の超局面として埋め込めることを示せ．

7次元以上では倉西，赤堀， Websterにより解決され， 3次元では古くから反例が知られている． M のコ

ンパクト性を仮定すれば5次元でも解決済みである．残された非コンパクト 5次元の場合を解けば確実に

有名になれる．

＊1この研究は JSPS科研費20H00116の補助を受けたものです．
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2 モデル・ケース

二つの幾何の類似性をモデルケースでさらに詳しく説明する．

共形幾何のコンパクトなモデルは球面S”C良n+lである．これはユークリッド空間の立体射影によるコンパ

クト化であり，共形類[g]は局所的には平坦計量を含む．炉の共形自己同型群の表示を考る． G= SO(n+l, 1) 

を次のローレンツ 2次形式に関する特殊直交群とする．

B(() =-（さ＋Cr+・・・+ <Z+1, （＜o,．．．，<n+1) E En+2. 

定義により Gは町＋2に線型写像として作用し，光錐N={(E恥n+2¥ {O}: B(() = 0}および双曲面（の

連結成分）1i+= {(E JRn+2: B(() = -1,(o > 0}を保つ．

光錐Nの射影化は単位球面 sn= {x E ]Rn+l : lxl2 = 1}と

S”3 x →民(1,x)EN／艮＊ C]P'n+l 

により同一視できる．また双曲面1i+は球 Bn+1= ｛X E艮n+l:lxl2 < 1}と

ぐ几う (<oぶ） •— E Bn+l_ 
1 + (o 

により対応する．このとき Gの政n+2への作用はローレンツ計量

g= -d唸＋硲＋・・ ·+dく~+1

に関する等長写像であるともいえる． gのH十への制限はリーマン計量を与えるが，これは対応H十竺 Bn+l
により球のポアンカレ計量

9+ =4 
厨＋・・ • + dx~+i 
(1-Ixド）2

と一致する．よって Gは(Bn+l,9けの等長変換としても作用する．

一方5のNへの制限は退化対称2形式を与える．恥＊束 7r:N→N／股＊竺炉の断面をとり， gをSnに
引き戻せば炉の標準計量g。と共形なリーマン計量が全てえられる．よってNの上半分は (S叫[go])上の

計量束と見なすことができ， Gは炉の共形変換としても作用していることが分かる．

以上をまとめると G= SO(n+ 1,1)は次の3つの空閻の自己同型として作用してことが分かった：

•ローレンツ空間（町＋2,g);

•ポアンカレ球（または双曲空間） （Bn+l,g+); 

•共形球面 (S尺 [go]).

この3つの構造を曲がった場合に一般化して相互関係を見るのが最近の共形幾何の一つの流れである．特

にポアンカレ球とその無限遠境界である共形球面の対応は理論物理でAdS/CFT対応として応用されたの

で注目を集めている．

CR幾何は初めから Cn+1の中に埋め込まれているので説明は簡単である．一般の強擬凸領域に対して 0

の定義関数を pとおくと次の二つの計量が定義される：

•完備ケーラー計量：領域 9 上の (1,1) 形式

9+[P]=-H面 logp

は境界の近くでの完り籠ケーラー計量を与える．
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•ローレンツ・ケーラー計量変数を一つ増やして pi: C* xcn+1 →Rをpじ(zo,z) = lzol2p(z), (zo, z) E 

C* x cn+1で定義する．この時

g[p] =-《可面Pi

はC*x cn+1の (pじ＝ 0の近傍上で非退化な）ローレンツ・ケーラー計量を与える．

CR幾何のモデルケースは単位球面s2n+1c cn+1であり定義関数はp(z)=l-lzl2,r!=B加＋2c cn+1 

は単位球である．この場合

如 [p]均＝p(z)―1%-p(z)-2試

は複素双曲計量（またはベルグマン計量）であり

珈l=《コ(-d(o I¥ dぷ＋dく1^ 碩＋・・・+dくn+1̂  d(n+1) 

は平坦なローレンツ・ケーラー計量である．ここでくは

(o = zo, ら＝ zozj, j=l,...,n+l. 

で定義される複素射影座標である．

特殊ユニタリ群G= SU(n+ 1,1)は座標<Ecn+2に関する線形変換でエルミート・ローレンツ形式

―<oく。＋くふ＋・・・＋＜n+l(n+l 

と体積形式を保つものとして定義できる．この作用を z座標で見れば (B加＋2,g+)の等長変換と 32n+l= 

8B2n+2のCR同相，すなわち Tl,Oを保つ微分同相，がえられる．まとめると

•ローレンツ・ケーラー空間 (cn+2,g); 

•ベルグマン球（または複素双曲空間） （B加＋2,g+);

• CR球面 (82n+l,Tl,O). 

という 3つの空間が同じ自己同型群を持つ．ベルグマン球と CR球面の対応は占くから知られていたが，

ローレンツ・ケーラー計量を追加することで微分幾何学の対象として大きく進歩した．一般の強擬凸CR多

様体でもこの対応を用いて研究が進められている．

3 完備アインシュタイン計量の存在

まず共形幾何の間題を考える．ここで述べるのはポアンカレ計量の一般化の間題だけである．共形幾何の

最近の話題についてはAliceChang先生の Noetherlecture [Ch2018]が参考になる．

境界付きのコンパクト多様体了n+1,M = ox，に対して，その coo定義関数p：了→股で内部Xで
p>Oとなるものをとる． M 上に共形類 [g]が与えられているとき X上のリーマン計量g十で次の条件を満

たすものをポアンカレ・アインシュタイン (PE)計鼠とよぶ：

l. P29+はXまでび級に拡張され炉g十囚 E[g]; 

2. 9+はアインシュタイン方程式Ric(g』+ng+= 0を満たす．
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ポアンカレ計量はこの条件を満たしている．ポアンカレ・アインシュタイン計量の存在は共形幾何の重要な

未解決問題の一つである．知られている結果をまとめる：

Graham-Lee [GL1991]: X = Bn+1, M ＝炉の場合，［go]に十分近い共形類 [g]については PE計量が
存在する．

後にJackLeeはこの結果を拡張している．

Lee [L2006]: PE計量を持つ (M,[g])に対しては [g]を少し動かしても PE計量が存在する（ただし少し

追加の仮定が必要）．

n=3の場合に限れば次の結果がある．

M. Anderson [A2008]: (S汽[g]）が正の山辺不変量をもてばPE計量が存在する．

境界の近くでの解の存在については最近進屎があった：

Gursky-Szekelyhidi [GS2020]：任意の (M,[g]）に対して，十分小さな€ ＞ 0を取ればO<p<E上にお

いて PE 計鼠が存在する．（p=€ での境界条件は課さない．）

これ以前にも pに関する形式的幕級数解としてのg十がFefferman-Graham[FG2012] （結果は1984には

アナウンスされていた）において構成され，（M,[g])が実解析的であれば級数解が収束することも示されて

いた Kichenassamy[K2004]. 

一方，非存在についての結果もある．

Gursky-Han [GH2017]: 34k-1, k 2 1,においてはB4k上のPE計量が存在しないような共形構造[g]が

存在する．

これはGromov-Lawsonによる S4k-1上の正スカラー曲率を持つ計量の構成法を用いた証明でアインシュ

タイン方程式は登場しない．このような状況なので自然な問いは：

問題＊＊＊ PE計量が存在するような共形多様体(M,[g])を特徴づけよ．

もちろん， PE計鼠の存在，非存在の例を増やすところから取り掛かれば難易度は下げることができる．

Gursky-Hanでは考慮されなかったアインシュタイン方程式に起因する (PE計量の存在への）障害が見つ

かれば非常に良い結果だと思う．

CR幾何では9+[P]をアインシュタイン計量として構成できることができる [CY1980]．境界の可積分性を

[r(r1,o汀 (Tl,O)]C r(rl,O①T1,°) 

のように弱めて部分可稜分CR多様体(M,Tl,O)を考えると 9+に対応する（ケーラーとは限らない）アイン

シュタイン計量を構成する問題を設定できる．これは漸近的複素双曲 (ACH)アインシュタイン計量と呼ば

れる． Graham-Leeと同様に球面s2n+1の小さな変形の場合はACHアインシュタイン計量g十が構成可能

であることがBiqard[B2000]によって示されている．この結果は，松本[Ma2020]により，強擬凸領域の境

界の CR構造の部分可積分である小さな変形についても拡張されている．一般の場合は未解決である．

問題＊＊＊部分可積分CR多様体(M,Tl,O)に対応する ACHアインシュタイン計量g十を構成せよ．

M3の場合は可積分条件は自明になり状況が異なる．また内部の実4次元多様体X には4次元特有の構

造がある；丸亀 [M2019]による自己双対アインシュタイン計鼠の興味深い結果がある．問題が易しくなると

は限らないが具体的な計算は楽である．
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4 擬アインシュタイン構造， QとQ'曲率

以下はCR幾何を考える． CR多様体M は複素多様体Xの中の強擬凸実超局面として埋め込まれている

とする．（M2n+1,n ~ 2,かつコンパクトであれば常にこれが成り立つ．）定義関数pに対して

《
0 = ~(ap -p)IM 
2 

は接触形式と呼ばれる． p=e2Ypであれば6=e2T0が成り立つ． 0に対して 0(T)= 1, d0(・, T) = 0を満

たすベクトル場Tが決まる． Tを0のReebベクトル場という． Xの標準束Kx＝八n+l(T1,ox)＊のMへ
の制限として M の標準束KMを定義する．直線束KMのエルミート計量 hに対して l(llh= 1を満たす

断面をとるとき

0  ̂(d町＝ Kn0 ̂  （T_Jく）八 (T幻

を満たす接触形式0= 0(h)がただ一つ存在する．似は次元によって決まる定数で今は重要ではない． KM

には hを保つチャーン接続が定義されその曲率 eh=ia8logh囚はM 上の 2形式である．右辺では hを

適当に Kxの計量iに拡張しているが8hはその選び方によらない． この対応を用いて

0(h)は擬アインシュタイン←⇒8h=0 

と定義する．なぜこれがアインシュタイン条件なのかは [L1988,H2014]を見てほしい． JackLee [L1988] 

は擬アインシュタインである 0が存在すればc1(KM)= 0 E H2(M晨）であることを示した．これは上の新

しい定義では自明である．この逆が問題である． KMの言菓で述べると

問題＊＊ KMの実係数のチャーン類が消えればKMは平坦計量hを持つことを示せ．

この問題はM が佐々木多様体であればLee[L1988]で既に解決済みである．竹内 [T2018]はM が擬アイ

ンシュタイン構造を持てばM をXの中で少し動かしても擬アインシュタイン構造を持つことを示した（こ

のような変形は倉西wiggleと呼ばれていて Xの複素構造の変形より制限されている）． これは応用上は非

常に有用 [HMM2017]であるが一般的に解決できればスッキリする．

Cheng-Yauによってケーラー・アインシュタイン計量9+[P]の存在が示されているので同じ定義関数を

用いると Kx¥{O}のKM¥{0}の近傍で定義されたリッチ平坦ケーラー・ローレンツ計量g[p]が定義でき

る（より正確には KMの擬凸側で定義されるが反対側にも滑らかに拡張しておく）． 9のラプラシアンを入
と書く． KMのエルミート計量hはKM::l<→||(II~ E罠により KM上の関数とみなせる．これを Kxに
拡張したものをiとする．このとき

Qh =ふ＋1log祖知

をhのQ曲率という．これは拡張iの取り方によらない． QhはKM上の関数であるが ll(llh= 1となる
断面をとり， Qh（く）を考えればM 上の関数と見ることもできる． hが平坦であればQh= 0となるのは9

がケーラーであることからほぼ明らかである．逆の問題は難しい．

問題＊＊ Qh= 0となるのは hが平坦なときに限るか？

M3が擬アンシュタイン構造を持つときにはこれが正しいことが竹内 [T2018]で示されている．この問題

は線形微分方程式として書くことができるので易しそうではあるが，簡単に解けない線型方程式は非線形

偏微分方程式より難しいと PaulYang教授から聞いたことがある．この問題に関しては間違ったプレプリ

ントもあるので注意が必要である．

Q曲率は共形幾何でも定義され，その積分が共形不変量になるため盛んに研究されてきた． CR幾何でも

叫 j応 (d0)n, 0 = 0(h), 
M 
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はhによらないCR不変量であることが容易に分かる．ところが常にQ=Oであることが丸亀 [M2018]に

よって示された（ストークスの定理を使うだけで，気づけば簡単な証明である）．そこで新しい不変量として

考えられたのがQ'曲率である．平坦な hに対しては平坦な拡張iが可能である（少なくとも擬凸側には）．
このとき

偽＝ふ＋l(log詑IKM

が定義可能であり，これを Q'曲率という [H2014].

百’=J偽0A(d0)n, 0=0(h)， 
M 

がCR不変量であることも分かる．この不変量は自明ではない [HMM2017].

CR幾何でのQ曲率はセゲー核の解析の過程で発見されたものであるがそれらの関係にはまだ謎が多い．

Mが領域ncxの境界であるときにはハーディ空間をザ(M,0A(d0)n)n0(m（び境界値を持つ正則関

数の空間）として定義できる．このヒルベルト空間の正規直交基底｛幻｝芦1をとるとき

oo 

S0(z)＝ど尼(z)l2
J=l 

は0で広義一様収束し， Q上のCOO関数を定義する．これは基底の選び方によらず(M,0)のセゲー核と呼

ばれる． Feffermanにより

S0(z) = tp(z)p(z)―n-l十心(z)logp(z), 'P，ゆ EC00(IT) 

という展開が知られている．とくに対数項ゅは定義関数pの選び方によらず決定される．心の0= 0(h)へ

の依存性を明示するためにゅ。または叫と書くことにする．私は積分

万＝ J 心oOI¥(d0)” 
M 

が0によらない CR不変量であることを示したが，後に Boutetde Monvelが五の消滅を証明してしまっ

た． M3においては卯囚（境界Mへの制限）は Qhの定数倍であることが知られているので丸亀の結果か

らも五の消滅が分かる． Boutetの証明は非可換留数を用いていて難しい．

問題＊＊五＝ 0の簡単な証明を与えよ．

問題＊＊ 5次元以上の CR多様体で叫いと Qhの関係式を与えよ．

叫 M とQh（の定数倍）のずれば0から決まる Tanaka-Webster接続の曲率とトーションを用いて記述す

ることができる．どちらの積分も消えるという条件からこのずれをある程度決定できるように思う．これは

球面の場合でも未解決である（これは星一つの問題）．逆に叫いと Qhの関係式から五＝ 0を示すことが

できれば微分幾何的な問題解決で非常に嬉しい．

CR多様体上の積分で定義される不変量の全体を調べることも面白い問題設定である． 0から決まるTanaka-

Webster接続の曲率とトーションの微分の多項式で与えらるスカラー関数I(0)を考える． Q曲率と心hは

この条件を満たす．

問題I＊任意の YEC00(M)に対して

JMI(O)0 I¥ (d0V = JMI（顔I¥(d卯， 0=e叫，

を満たすIoを全て構成せよ．ベクトル場の発散で表せる項は積分が0になるので無視する．
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問題II*＊上の問題で0を擬アインシュタイン， 'IEC00(M)の動く範囲を多重調和関数に制限した場合は

どうなるか？

M3においてはどちらも解決済みである [H2014]．問題IはI(0)= 0 のみ．問題 II は I(O) が Q~ の定数

倍に限る．問題Iの例はI(0)が局所CR不変量である場合，すなわち積分する前に

I(0)0/¥ （d0戸＝I(0)0/¥（d卯

が成り立つような例しか知られていないが4次元共形多様体では局所不変量であるワイル曲率のノルムの

積分が重要な共形不変量を与える． CR幾何でも面白いことがあるかも知れない．

一方，問題IIは多くの例が知られている．丸亀 [M2016]では (!1,g+)に関する Chern-Gauss-Bonnet公

式を導く過程で境界積分で与えられる CR不変量を定義している（これはM3でのBurns-Epstein不変量の

一般化である）． M5ではこの不変最と Q'の一次結合で全ての I(0)が得られることが示された [M2021b].

より高い次元での例も丸亀 [M2021a]によって与えられている．沢山の不変量が構成されるのは Q上には

チャーン類が沢山あるということに起因する． M3は複素2次元領域0の境界であり 9上には C2,(c1戸の

二つのチャーン類が存在する．これらから有限の積分を得るには一次結合を作る必要があり，結果として

1次元の自由度しか残らない． M5では Qは複素3次元であり c3,c2c1, (ci)3の3つのチャーン類が定義で

きるが有限の積分を与える一次結合は2次元分の自由度しかない．これが一般化できれはM2n+lではI(0)

の積分で得られる不変量はn次元あると予想できる． 0のチャーン類から I(0)を作るにはさらに工夫が必

要である．

問題Iは部分可積分CR多様体で考えれば多くの非自明な例を含むと予想できる．可積分性を外すと Q

曲率の積分は0になるとは限らない．

問題＊＊部分可積分な CR多様体上での Q曲率の積分の性質を調べよ．

以前はQが消えるのが可積分CR多様体に限ると安直に予想していたが実際はもう少し広いようである．

Q=Oとなる部分可積分CR多様体の具体例を見ることができれば嬉しい．

講演で述べた擬アインシュタイン構造の標準形を作る問題（星一つ）は少し考えたら解けてしまったので

省略する [H2021].
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