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自律系および非自律系におけるオペレーター・スプリッティ

ング法とインプリシット・オイラー法の有効性について

河原一幾

名古屋大学大学院多元数理科学研究科博士後期課程

概要

我々は特定の遅延微分方程式 (DelayDifferential Equations；以下DDEsと略す。）を適切な関数空間にお
ける作用素方程式へと変換した。その結果、インプリシット・オイラー法およびLie-Trotterオペレーター・
スプリッティング法のいずれも、 DDEの厳密解を強位相において効果的に近似できることが明らかとなっ
た。さらに、自律系の場合には、宮寺摂動定理を用いてこれらの作用素がC。ー半群を生成することを示し
た。一方、非自律系においては、 Chernoffの定理により evolutionfmailyを生成することを示した。
Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターが直接C。ー半群またはevolutionfamilyの生成作用素を近似
することを示す代わりに、我々はLie-Trotterスプリッティング・オペレーターが遅延微分方程式の厳密解
を生成することを示した。そのために Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプリシット・オ
イラー作用素を近似し、さらにインプリシット・オイラー作用素が Co—半群または evolutionfamilyの生成
作用素を近似することを証明した。また、インプリシット・オイラー作用素と Lie-Trotterスプリッティン
グ・オペレーターの誤差を評価し、これらの作用素が指定した誤差範囲内で制御可能かつ正確であること
を示した。
数値計算を通じて、自律系および非自律系におけるオペレーター・スプリッティング法の精度、安定
性、収束性および効率性をインプリシット・オイラー法と比較評価した。理論的考察と計算結果の双方か
らその有効性を議論する。

1 Introduction 

オペレーター・スプリッティング法は偏微分方程式の研究において非常に重要である。特に反応拡散方程

式、多孔質媒質方程式、バーガース方程式、 KdV方程式など、厳密解の導出が難しい方程式の近似解を得

るために有効であることがH.Holden, K. H. Karlsen, K.-A. Lie, N. H. Risebroらによって示されている [20]。

近年、オペレーター・スプリッティング法は通信や両像処理など工学分野にも応用が広がっている [15]。し

かし、遅延微分方程式 (DDE)への適用については研究が限られている。

我々はDDEを適切な空間で作用素方程式へと分解する。 DDEを作用素方程式として再定式化する主な

理由は、有限差分法による近似を明確に定義できることである。さらに、関数解析学における多くの深い定

理により、有限差分法と厳密解との関係、特に収束性や誤差が明らかになる。

本稿では有限差分法の中でも特にインプリシット・オイラー作用素(J-h(A+B))―lおよびLie-Trotterス

プリッティング・オペレーター(J-hA)―1(I-hB)―1を取り上げ、自律系および非自律系それぞれについて

厳密解への収束性および誤差評価を考察する。

この分野における先駆者としては、 Batkai,Andras and Piazzera, Susanna [5], Andras Batkai and Petra Csom6s 

and Gregor Nickel [4], Andras B紅kaiand Petra Csom6s and Balint Farkas [2], Andras Batkai and Petra Csom6s 

andB血ntFarkas[l], Batkai, Andras and Petra Csom6s and Balint Farkas and Gregor Nickel [3], K. J. Engel and R. 

Nagel [8], Farago, Istvan and Geiser, J [9], Farago, Istvan and Havasi, Agnes [1 l], Farago, Istvan and Havasi, Agnes 
[10], Geiser, Jiirgen [13], Geiser, Jiirgen [12], Geiser, Jiirgen [14], Eskil Hansen and Tony Stillfjord [19], Morten 

Bjprhus [26]らが挙げられる。本論文はそれらの手法を参考にしつつ、特定の DDEにおける Lie-Trotter作

用素およびインプリシット・オイラー作用素の収束性と近似誤差を分析する。
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2節ではDDEに対する作用素方程式の構成を説明する。 3節では、 DDEの理論を構築する上で董要な宮

寺摂動定理について述べる。遅延作用素Bは非有界であるため、非有界な摂動を扱える理論が必要となる。

4節では自律系のオペレーター・スプリッティング理論を、 5節では非自律系のオペレーター・スプリッティ

ング理論を論じる。

我々はインプリシット・オイラー法およびLie-Trotterオペレーター・スプリッティング法の誤差を評価

し、インプリシット・オイラー作用素が Co—半群や evolutionfamilyの近似解を生成することを示した上で、

Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプリシット・オイラー法を近似することを示した。これ

により Co—半群や evolutionfamilyの一意性を用いて、 Lie-Trotter作用素がインプリシット・オイラー作用素

に収束することを示すとともに誤差評価を導出した。

6節では数値的にLie-Trotter作用素を計算し、自律系における安定・不安定両方の場合を検討した。計算

結果は不安定に見える場合でも指数的な性質により支配され、完全に制御可能な挙動を示した。計算による

Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターとインプリシット・オイラー作用素との近似誤差は自律系では

Cht、非自律系では Ch在となることがわかる。

非自律システムでは、K.Ohira-T. Ohiraの原理（参考文献[23])が、遅延微分方程式の直接計算では導出

できない厳密解を得る手段を提供する。 K.Ohira-T. Ohiraの原理によって得られる数値的に厳密な解をベン

チマークとして用い、インプリシット・オイラー法およびオペレータ分割法の近似精度を検証する。

インプリシット・オイラー法は、微分方程式を扱うために長年使用されてきたが、主に 1990年代後半か

らハンガリーの研究グループによって遅延微分方程式をバナッハ空間の直和空間内の微分方程式として扱

い、数値的に解くというアプローチが研究されはじめた。主要な研究として [11],[10], [4], [3], [l], [2]など

がある。

7節でオペレーター・スプリッティング法の精度、安定性、収束性、効率性を理論的・数値的両面から議

論し、 8節でまとめを述べる。

2 DDEsに対する作用素方程式の設定

我々の扱う DDEsは特別な形をした次のように定義される方程式である。

自律系の場合

u'(t) = au(t) + bu(t + r), fort ~ 0, 

u(t) = history(t), for T ~ t ~ 0. 

非自律系の場合

u'(t) = atu(t) + bu(t + r), fort ~ 0, 

u(t) = history(t), for T ::; t ::; 0. 

(1) 

(2) 

ここではaとbはともに実数で a<Oとする。 T<Oは定数とする。 T>Oの場合も考えられるがその場

合逆方向に対する DDEsとして考えることにする。 history(t)を historysegmentと呼び、あらかじめ定めら

れた関数とする。

2.1 Operator Framework of the DDEs 

DDEsを作用素方程式に書き直すと

自律系の場合

d 
7-u(t) = au(t) + b<I>Ut for t~ Q, 
dt 

に［゚ん）＝ （こご塁） forT三び三〇．
(3) 
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非自律系の場合
d 

dt 
~u(t) = atu(t) + b<I>Ut for t~ 0, 

に言）＝（：：ご悶） forT ＜び:.,;0. 
(4) 

ここでhistorysegment u1 (び）： ［T,0]→良を Ut（<r)= u(t十げ）で定義し，遅延作用素<I>を<1>p= p(T)で定

義する。

時間履歴への依存性および本質的に低いregularityという問題を克服するために、我々は補助的な方程式

を導入して問題を再定式化する。このアプローチは、K.J. EngelとR.Nagel [8]をはじめ、A.Batkaiと S.

Piazzera等のハンガリーグループ[5]、[4]、[2]、[1]、[3]、EskilHansen and Alexander Ostermann [18]、Eskil

Hansen and Tony Stillfjord [19]等の研究において用いられた。

d du(t + er) du(t + er) d 
-Ut = = =—U a-, 
dt. dt der dぴ

u1(0) = u(t). 

X(t) = (u(t), Ut)とするとこれらの方程式は次のようになる。

自律系の場合

非自律系の場合

d 
"7."X(t) =(A+ B)X(t), for t~ 0 
dt 

X(O) = (!門：ご冒），

d 
7X(t) = (A(t) + B)X(t), fort ::C: 0 
dt 

X(O) = (~門：ご悶），
where a< 0、作用素A、A(t)、 Bは次のように定義される。

A=(~ ぶ）， A(t) = (:ば）， and B = (ぶ b;）
ここで作用素<I>は<I>(p)= p(T)とし‘ 希は微分作用素を表すものとすふ

次に関数空間を次のように定義する。

8=C([O,T] :R)EBL1([r,O]:恥），

ここで、この空間における元x=(;)のノルムを

llxlle = llullL00([0,T]:llt) + IIP||じ([T,0]:llt)

で定義する。次に D(A)= D(A(t)) = 8とD(B)を次のように定義する。

D(A) = D(A(t)) = C([O,T]: JR) EB L1([T,0]: R) = 8, 

D(B) = C([O, T] : R)EB {f E W1•1([T,0］：歴） ：f (0) = p(O)} c 8. 

with norm llxllD(B) = llullL00[0,T] + IIP||じ[T,0]+|皇|じ[T,0]

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

D(B)は8の部分空問であり closedであるがdenselydefined ではない。したがって B は 8 上では Co—半

群を生成しない。
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ここで線形作用素に対するレゾルベントとスペクトルを確認しておく。 K.J. Engel and R. Nagel [8], A. 

Pazy [24]などを参照のこと。

定義2.1（線形作用素に対するレゾルベントとスペクトル）．（C,D(C))をバナッハ空間8における閉線形作

用素とする。．

1) Cのスペクトルは

び(C):= {,l EC:,l/ -C: D(C)→ 8 is not bijective }. 

2) (C,D(c))のレゾルベントはp(C):= C＼び（C)において定義され、作用素p(C)は次のようになる。

p(C) := {,l E IC:,l/ -C: D(C)→ 8 is bijective }. 

3)仮に,lE p(C)であれば,l-Cはinjectiveであり、したがって代数的逆作用素（,l/-C)―lが存在する。

この作用素を Cのレゾルベントと呼び次のように表す。

R(,l, C) := (,l -C)―1. 

,l Ep(C)に対して作用素,l/-Cはinjectiveでありかつ surjectiveの場合(,l/-C)―1 :8→ D(C)は8全

体で定義される。 Cはclosed、,l/-Cもclosedありその逆作用素も closedである。 閉グラフ定理により

(,l/ -C戸が有界であることがわかる。

次に AとA(t)はdissipativeであることを確認しておく。

命題2.2.a< 0に対し AおよびA(t)はdissipativeである。

証明J(u,p)を (u,p)の双対集合とする。作用素Cが消散的であるとは、すべての (u,f)E D(C)に対し、

ある汎関数</JE J(u,f)が存在して次の条件を満たすことをいう：

Re〈C(u,f),</J〉::,:;0 

ここで再び、J(u,p)は (u,p)の双対集合を表すものとする。 h>Oに対して、任意の (u,p)E D(A) = 8 

を考え、特に</J= (u, 0) E J(u,f)とすると、次の式が成立する：

〈A(u,f),</J〉=〈(au,O), (u, 0)〉=ahllull100([0,T])・

ここで、 a<Oであるから、

Re〈A(u,f),</J〉 =allulli00([0,T]):.,; 0 

が成り立つ。したがって、作用素Aはdissipativeである。同様にして、

〈A(t)(u,f), <(J〉=〈(atu,0), (u, 0)〉=atllulli00([0,T]) 
となり、ここでも再びa<Oであることから、

Since a < 0, it follows that: 

Re〈A(t)(u,f), <(J〉 =atllullioo([O,T]):-s: 0. 

が成り立つ。これにより、 A(t)もまた dissipativeであることが示された。

ロ
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命題2.3(A+BはD(B)上で有界、 Bは8上では非有界である）．上記の時間非依存の作用素A,Bを考える。

ただし、 Bは非有界作用素D(B)→ 8とする。すなわち、ある定数M が存在して以下が成立する：

11B<)|8 i C for every constant M (10) 

この不等式について注意が必要である。 Bは空間 8のノルムに関しては非有界だが、定義域D(B)上の

グラフノルムに関しては有界である。すなわち、

IIB(;)|』:,;CllxllD(B) = C(llullL00[0,T] + IIP||じ[T,OJ+ llp'llv[T,oJ)-

が成り立つ。

この結果から、作用素 A+Bは定義域D(A)n D(B) = D(B)に制限すればグラフノルムに関して有界と

なることが導かれる。すなわち、

ll(A+B)[)|::; C II(;) IID(A)nD(B)=D(B) • 

である。

同様のことは時間依存の場合、作用素 A(t)についても成り立つ。すなわち、区間tE [0,T]において、

A(t) + Bは定義域D(B)上で有界となる。

証明pE w1,1([r,O]: JR.)のとき、跡（トレース）p(T)はwell-definedである。ソボレフの埋蔵定理より、

pEW川[r,O］：良）は連続であるため、p(T)は意味を持つ。
従って、

lbf(r)I :::: lblllfllw1,1c[T,O]) 

が成立する。また、pE W1•1([r,0]: 良）の場合、その微分p'は L1([r,0]: JR.)に属する。

ゆえに、

llp'IIL1([r,O]:JR):;; 11Pllw1,1([r,O]:R.)・

が成立する。

以上から BはD(B)上で有界であることが示された。また

叫）＝（a;)
であることから、ある定数M>Oを用いて、

IIA(:)11 = llaullL00([0,T]:IR):-:;M 

が成立する。

時間依存の場合、 A(t)は

A(t)(:)11 = llatullL00([0,T]:IR) = o!~f)atul :-:; lalTllullL00([0,T]:IR) :-:; M 
0勺 <;T

となり、これにより作用素A+Bは定義域D(A)nD(B)上で有界であることが示される。作用素Aが時

間依存である場合でも、 A(t)+BはD(A(t))n D(B) = D(B)上で0幻 :-:;Tの各点において有界であること

が示された。 ロ
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命題2.4(BはA（およびA(t))に対して相対有界である）．作用素Bは、作用素AおよびA(t)に対して相
対有界である。すなわち、ある 0:o:; a< lおよび/3~ 0が存在して、以下を満たす：

IIB<:)II8 < aIIA 〖:)|』+/3 |(;)IID(B)
さらに、時間依存の作用素A(t)に対しても、区間tE [0,T]において以下が成立する：

IIB(;)t:,; a IIA(t)(;)t +/3 |(;) IID(B) for t E [O, T]. 

証明次のように評価できる：

団）II=11(;,~~)II, 
これを用いると、

B <)||:-::; lp(r)I + llp'(s)IIい[r,O]
:<::; C1IIPllw1,1[r,O] + IIPllw1,1[r,O] 

:-::; (Ci+ l) 11(;)11 
よって、 a=O、/3= C1 + 1と選ぶことで結論が成立する。 A(t)の場合も、全く同様に示すことができ
る。 ロ

3 Miyadera Perturbation 

次節以降では、作用素(J-hB)―lが適切に定義されていることを利用する。次の補題では、レゾルベン

ト作用素

R(J, A(t) + B) = (J/ -(A(t) + B))―1 

が有界であり、かつ強可測であることを確認する。

補題3.1(A(t)+Bのレゾルベントの存在性）．実部が十分大きなある複素数んに対して、作用素,l/-(A(t)+B)

は可逆である。すなわち、 A(t)+ Bのレゾルベント作用素

R(J, A(t) + B) = (,l/ -(A(t) + B))―l 

が有界であることが示される。

証明任意の (v,t/J) E 8に対して、次を満たす (u,p)E D(B)が存在することを示せばよい：

(,l/-(A(t) +B))(;) = (;). 

この式を具体的に展開すると、

(A -0 atA_-b:)(:) = (;) 
となる。これから次の連立方程式が得られる：
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(,l -at)u -bp(r) = v 

(,l-蓋）p= <p 

2つ目の方程式は変数係数法（定数変化法）により解ける一階線形常微分方程式であり、その解は次のよ

うに与えられる：

p（び） ＝e,t(T J e―,ls <fJ(s)ds 
これを用いて 1つ目の方程式にp(T)を代入すると

V + bp(T) 
u= 
,l -at 

を得る。ここで、自律系(A(t)=A=「゚））の場合も非自律系においても、 a<Oとしているため、,l>O
0 0 

を十分大きく取れば分母はゼロにならず、 uは適切に定義される。

以上より、我々は明示的に解を構成でき、また解が一怠的に定まるため、 Aが十分大きいとき作用素

,l/ -(A(t) + B)が可逆であることが示された。また、作用素A(t)およびBは閉作用素であるため、その和

A(t) +Bも閉作用素である。したがって、閉グラフ定理により、逆作用素（,l/-(A(t) + B))―1が有界となる。

このことから補題が証明された。 ロ

特に自律系の場合も(,l/-(A +B))―lが有界であることが導かれる。 a=Oの場合には、この補題により

Bが非有界、 denselydefinedでなくても (AI-B)-1が,l>Oでwell-definedであることがわかる。

宮寺摂動定理 (MiyaderaPerturbation Theorem)の使用を考える。 A.Pazyの文献［24]では、 A+Bが

dissipativeである場合について宮寺摂動定理の説明がなされているが、本稿ではA+Bがdissipativeである

という仮定を置かない。

定理3.2（一般化された宮寺摂動定理）．［21],[28], [27], [8] Banach空間8上で C。ー半群 (TA(t))1;,,。を生成す

る作用素Aを考える。また、作用素B:D(B) c 8→8がAに対して相対有界であるとする。すなわち、

定数0::;aおよび13;::oが存在し、以下を満たすとする．

IIBxll ~ allAxll +/3||xii, Vx E D(A) n D(B). (11) 

さらに、以下の条件を仮定する：

(i)作用素AがBanach空間8上でC。ー半群TA(t)を生成する：すなわち、ある定数M::?:1 とQ€民が存

在して、任意のt::?:0に対して以下が成立する：

IITA(t)II ~ Mewt, Vt ::C: 0 (12) 

(ii)作用素Bは作用素Aに対して相対有界であり、その相対的な有界性を示す定数aは1よりも小さい：

これはある定数/3~ 0が存在して、次の条件を満たすことを意味する：

IIBxll s allAxll +/3||xii, Vx E D(A) n D(B) (13) 

(iii)作用素Bはdenselydefinedの必要はないが、上記の相対的有界性の条件を定義域D(A)n D(B)上で
満たさなければならない。
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以上の仮定が満たされる場合、作用素A+BはBanach空間8上で C。ー半群TA+s(t)を生成し、その半群

のgrowthboundとして以下が成り立つ：

IITA+B(t)II :5 Me(w+/3)t, Vtこ 0 (14) 

宮寺摂動定理の証明は省略し、ここでは我々のモデルが宮寺摂動定理の適用条件を満足することを示す。

この定理は次のことを意味している：

l十分大きな Aに対して、作用素A+Bのレゾルベントが適切に定義される。

2インプリシット・オイラースキーム(I-h(A+B))―1は、小さい刻み幅hに対してwell-posedである。

3半群のgrowthboundは、相対的有界性の条件に現れる絶対定数f3分だけしか増加しない。

宮寺摂動条件は我々のモデルに適している。我々が確認すべきは、作用素Bが作用素Aに対して相対有

界で、その有界性定数がa<lを満たすことである。しかし、これは命題2.4により、実際にはa=Oとし

て成立することが既に示されている。

したがって、宮寺摂動定理は我々のモデルに適用可能である。作用素Aが生成する半群TA(t)は、明示

的に次のように計算できる：

(e~a ~) 

ここで、 a<Oであるため、 IITA(t)II ::=; 1 = e0tとなり、作用素A+Bが生成する半群は、命題2.4で得ら

れた定数Gを用いて

(O+(C1+l))t _ n(C1+l)t e = e 

と上から評価される。

さらに後に述べるように、近似解と厳密解の間の誤差がO(ht)であることも確認できる。

4 Autonomous Operator Splitting 

Lie-Trotterスプリッティング・オペレーター Th:=(I -hA)-1(/ -hB)―1を考える。前節では宮寺摂動定

理を用いることによって、インプリシット・オイラー作用素 Rh:= (/ -h(A + B))―！が C。-半群TA+B(t)を

生成することを確認した。本節の目的は、作用素ノルムにおいて差 R~-T; が O(nhり→ O(h → 0) を示す

ことである。これはt= nhにおいて、 h→ 0のとき Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプ

リシット・オイラー作用素に収束し、その結果として同一の Co—半群を生成することを意味する。

次の命題では、 Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターとインプリシット・オイラー作用素の差を計

算する。これはEskilHansen and Tony Stillfjord [19]によって用いられた方法と類似したものであるが、彼

らはより一般的な状況を考察している。

命題4.1(The error between the Lie-Trotter splitting operator and the Implicit Euler operator). 

IIR~ -r;II :.::; Cnh2→0 as h→0. (15) 

証明

Rh -Th = (I -hA)―1 ((J -hA)(J -h(A + B))―1 -(/-hB)―1) (16) 

これを簡単にすると：
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Rh -Th = (I -hA)―1 (I -hA -hB + hB) (I -h(A + B))―1 -(/ -hB)―l 

= (I-hA)―1 (1 + hBRh -(I -hB)―]) 
次のステップを計算すると：

(I -hA)Rh -(I -hB)―1 = (I -hA -hB + hB)Rh -(I -hB)―1 

= I+ hBRh -(I -hB)―l 

= hBR戸 I-(I-hB)―l 

= hBR戸(I-hB)(I -hB)―1 -(/-hB)―l 

= hBRh -hB(I -hB)―1 

従って我々は IIRh-Thllを次のように評価できる：

IIRh -Thll = hll(J -hA)―1(BRh -B(I-hB)―I) II 

ここでp-1-Q―I =P―l(Q-P)Q―1 to bound II (BRh -B(I -hB)ー］）IIを使うと

(17) 

(18) 

(19) 

ll(BRh -B(I -hB)―1)11 :s: IIB(I -h(A + B))―11111 ((I -hB) -(I -h(A + B))) 1111(1 -hB)―111. (20) 

従って B(I-h(A +B)戸は：

1 
B(I-h(A +B))―1 = ~ [(I-h(A+B))―1 -(I-hB)―l] -A(I -h(A + B))―1(1-hB)―1. 

h 

= ~(I-h(A +B))―1((1 -hB) -(I -h(A + B)))(I -hB)―1 (21) 
h 

(I-h(A +B))―1A(I-hB)―l 

レゾルベント作用素は全空間8をBのdomainD(b)に写す：

(I-hB)―1:X→D(B) c 8 

このことはBが非有界であっても，レゾルベント作用素(I-hB)―1は十分小さな hに対しては有界であり

IIU-hB)―1 I I :,; C, h sufficiently small 

が言える。同様に

IIU-h(A+B))―1 I I :-::; C, h sufficiently small 

が言え、さらにAは8上で有界であるから IIAII:-::; C. 

これらのことを式(20)に適用すると、この式は

ll(BRh -B(I -hB)―1)11 :-::; C • C • C • hC • C = hC 

となる。この式から (19)は

IIRh -Thll = h llu -hA)―1 (BRh -B(I -hB)―1)11:.,; h•hC=Ch2. 

のように評価される。

(22) 

我々は、インプリシット・オイラー法とオペレータ・スプリッティング法の誤差の上限を次のように求め

ることができる：
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n 

IIRh -Tf:11 :o; I IIRh―kll • IIRh -Thll • IITf-111 
k=l 

n 

:o; I cn-k. Ch2ck-) 
k=l 

:o; n・C ・ h2 

= Cnh2 = Cht. 

(23) 

ロ

この命題から、Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプリシット・オイラー作用素に対して

h →0のとき収束することが示される。宮寺摂動定理により、インプリシット・オイラー作用素は一意的

にC。ー半群を生成することが保証される。したがって、 Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターも、イ

ンプリシット・オイラー作用素が生成するものと同じ Co—半群に収束する。

定理4.2.Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターは、インプリシット・オイラー作用素が生成するもの

と同一の C。ー半群に収束する。．

次に、非有界作用素 A+B が生成する Co—半群 TA+B(t)と、その差分近似であるインプリシット・オイラー

作用素Rh=(I -t/n(A + B)戸が生成する Coー半群Tn(t)の間に生じる誤差の程度を調べる。

定義4.3(Yoshida Approximants). [8] 

十分大きな nに対し、 n/tE p(A + B)が成立するので、次の作用素：

An :=(A+ B) (1-~(A+ B))―l ＝伍（~.A+B) 
は8から D(A+ B) = D(A) n D(B)への有界作用素となり、 well-definedである。
それゆえ (A+B)それ自体が非有界でも

(A+B)(I-~(A+B)) —l 
n 

は、空間全体8上で有界作用素となる。この作用素Anを、 A+BのYosidaApproximantsと呼ぶ。

Yoshida Approxirnantsの定義より、上記で定義された各作用素心は有界線形作用素となる。作用素An

は、生成作用素A+Bの吉田近似として有界であるため、次に示す指数作用素を用いて明示的に表現され

る強連続半群Tn(t)を生成する：

Tn(t) := etAn 

よって各作用素Anは強連続半群Tn(t)を生成することが保証される。

さらに、作用素A叶ま元の非有界作用素A+Bを近似するため、標準的な理論から、以下のような指数関

数的評価が一様に成立することが保証される：

IITn(t)II::,; Mewt, n ~ 1 

ここで定数M,wはnに依存せず、元の作用素 A+Bに対して宮寺摂動定理またはHille-Yoshidaの定理

から得られるgrowthboundと一致する。

命題4.4.[ 8, Lemma in Section 4 J 

IITn(t)x -T(t)xllさ;tM2ewt IIAnX -(A+ B)xll 

= nhCewt IIAnx -(A+ B)xll 
(24) 
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5 Non-autonomous Operator Splitting: A is time-dependent A(t) 

前節では、自律系の場合を考察し、宮寺摂動定理（Miyaderaの定理）を用いて、インプリシット・オイ

ラー作用素およびLie-Trotterスプリッティング・オペレーターが C。ー半群 TA+B(t)を生成することを確認

した。

もしAが時間依存であり、固定した時刻tに対してA=A(t)となる場合を考える。この場合、作用素A(t)

は閉作用素であり、その定義域はD(A(t))= 8となるため、宮寺摂動定理を局所的に適用することが可能

である。したがって、任怠の固定されたtに対して、作用素A(t)+ Bは局所的な半群を生成する。すなわ

ち、各固定されたtごとに、次を満たす局所的な evolutionfamily U(s, t)が存在する：

7U(s, t) = (A(t) + B)U(s, t), s ~ t. 
dt 

この式により、小さな区間s-tにおける局所解が得られることになるが、我々はこの局所解をより広い

区間に拡張し、大域的(global)な解を得る必要がある。このため、 evolutionfamilyを明確に定義する。

evolution family U(s, t)は次のように定義される。詳細については、 Batkai,Andras and Petra Csom6s and 

Balint Farkas and Gregor Nickel [3], Andras Batkai and Petra Csom6s and B組ntFarkas [1]およびA.Pazy [24] 

を参照されたい。

定義5.1(Evolution family). [3, Definition 1.5] Banach空間8上の線形有界作用素の族U= (U(s, t))s<0tが以
下を満たすとき、（指数的に有界な） evolutionfamilyと呼ばれる：

(i)任意の s~r~ t ER に対して、

U(s, r)U(r, t) = U(s, t), U(t, t) = I 

が成立する。

(ii)対応関係（s,t)日 U(s,t)は強連続 (stronglycontinuous)である。

(iii)ある定数M ~ 1, ;w E良が存在して、すべての s~ t ERに対して次が成立する：

IIU(s,t)II :5 Mew(s-t) 

ここではChernoffの定理を用いる。これにより、非自律的な場合のevolutionfamily U(s, t)を求めること

ができる。

定理5.2（チェルノフの定理 (Chernoff)).8をBanach空間とし、次の条件を満たす作用素の族を考える：

(i)一致条件 (ConsistencyCondition) :強位相において、

が成立する。

lim恥(t)x= x for all x E 8 
h→O 

(ii)生成作用素の近似 (GeneratorApproximation) :すべてのxE D(A(t)) n D(B)について、強位相にお

いて、

Rhx-x 

h 
→(A(t) + B)x ash→ O 

が成立する。

(iii)一様安定性 (UniformStability) :作用素族のノルム IIRhllは、小さな hに対して一様に有界である。
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これらが成り立つならば、 R爪t)nはevolutionfamily U(s, t)に収束する。これは以下の微分方程式の一意
的な解である：

言iEB月．（i)Consistency Conditions: 

d 
~U(s, t) = A(t)U(s, t), U(t, t) = I. 
dt 

(I -h(A(t) + B))―1 -I= h(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―19 

であるから

R爪t)x-x = h(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―lx. 

Hille-Yosidaあるいは宮寺条件から、十分小さな hに対し：

(I -h(A(t) + B))―1 :8→ D(A(t) + B) 

はtについて一様に有界である。

(25) 

たとえA(t)+Bが非有界であっても (A(t)+ B)(I -h(A(t)+ B))―lは小さいhに対して一様に有界である。

このことにより

Rhx→ X 

が強位相で成り立つ。これで条件（i)を満たすことが証明された。また、

1 
~ [(I-h(A(t) +B))―1 -Ij = (A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―1. 
h 

→ A(t) + B 

により(ii)Generator Approximation conditionが証明された。

IIRhxll ~ IIRhx -xii + llxll (26) 

より条件（i）のもとで IIRhxllが一様有界であることがわかり一様安定性条件（iii)を満たしていることが証明

された。

以上のことからチェルノフの定理 (Chernoff'stheorem)により、インプリシット・オイラー作用素

Rh := (I -h(A(t) + B))―l 

がevolutionfamily U(s, t)を生成することが証明された。

命題5.3.インプリシット・オイラー作用素と evolutionfamilyの差は：

IIU -h(A(t) + B))―I -U(t, t + h)||~ Ch久

と評価される。

証明非自律作用素A(t)+ Bが生成する evolutionfamilyU(s, t)は次の積分方程式を満たす：

U(s, t)x -x = 1'U(s, r)(A(r) + B)xdr, x E D(A(r) + B) 

ロ

(27) 
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一方、作用素(I-h(A(t) + B))-1はレゾルベント恒等式を満たし、次のように書ける：

(I -h(A(t) + B))―1x -x = h(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―IX. 

exact evolution familyについて、短い時間区間において以下が成立する：

U(t, t + h)x -x = Jt+h U(t, r)(A(r) + B)xdr 

この二つの差を明示的に書くと、

(I -h(A(t) + B))―1x-U(t,t+h)x 

= h(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―1x -Jt+h U(t, r)(A(r) + B)xdr 

と表現できる。これを積分の形で再び書き換えると

= it+h [ (A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―1 -U(t,r)(A(r)＋叫xdT

となる。レゾルベント作用素の一様有界性により、

IIU -h(A(t) + B)) —'II~ C, uniform in h. 
が成立する。また、 T'>!tのときに近似すると、

U(t, r) ""/ + (r -t)(A(t) + B) 

が得られ、同様にして、

(I -h(A(t) + B))―1 ""/ + h(A(t) + B) + 0（が）

となる。レゾルベント恒等式から形式的に正当化される展開は、

U (t, T) = / + (T -t) (A (t) + B) + 0 ((T -t)2), T→ t 

および

(I -h(A(t) + B))―1 = / + h(A(t) + B) + 0（が）
である。したがって、被積分関数は r= t +s,;O~s~h と置いて明示的に展開できる：

(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―1-U(t,t+s)(A(t+s) +B) 

= [(A(t) + B)(I + h(A(t) + B))] -[I+ s(A(t) + B)] [A(t + s) + B] + 0（が）．
項を整理すると、

(A(t) + B)(I -h(A(t) + B))―1-U(t,t+s)(A(t+s) +B) 

= A(t) -A(t + s) + h(A(t) + B)(A(t) -A(s)) + O(hり．

が得られる。 sがtに近づくとき、式(31)が正当化される。

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

ロ
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次に，Lie-Trottersplitting作用素

Th := (I -hA(t))―1(I-hB)―1 

は恥が生成する evolutionfamilyと同じ evolutionfamilyを生成することを示す。

このことを説明するために、次のことを示す。 h→ 0としたとき、作用素ノルム IIRh-Thllは、自律系の

場合と同様に O(thりに近づく。この結果を証明できれば、約が生成する evolutionfamilyの一意性から作

用素 Thが作用素恥と同じ evolutionfamily U(s, t)を生成することが確認される。

命題5.4(11Th-Rhll:-::: Ch戸→ Oash→ 0).作用素を恥：＝ （I-h(A(t)+B)戸およびTh:= (I -hA(t))―1(/-

hB)―1とする。このとき、作用素Thと約の差は一様位相において h→ 0のとき 0に収束する。すなわち、

ある定数Cが存在して次の評価が成り立つ：

IIRh -Thll:,:; ChT2→ 0 as h→ 0 for some C. 

ここでTは0:,:;t = nh:,; Tく ooとして定めた定数である。

証明

(32) 

Rh -Th = (I -hA(t))―1 ((I -hA(t))(I -h(A(t) + B))―1 -(/-hB)―1) (33) 

この表現を簡単にすると

Rh -Th = (I -hA(t))―1 (/ -hA(t) -hB + hB) (I -h(A(t) + B))―1 -(/ -hB)―l 

= (I-hA(t))―1 (1 + hBRh -(I -hB)―1) 
次のステップに進むと

(I -hA(t))Rh -(I -hB)―1 = (/ -hA(t) -hB + hB)Rh -(I -hB)―1 

=I+ hBRh -(I -hB)―l 

(34) 

= hBRh + I -(I -hB)―I (35) 

= hBRh + (I -hB)(I -hB)―1 -(/-hB)―l 

= hBRh -hB(I -hB)―1 

したがって IIRh-T.』を次のように評価できる。

IIRh -Thll = hll(I -hA(t))―1(BRh -B(I-hB)―I) II (36) 

ここで恒等式p-1-Q―I=p-l(Q-P)Q―]を用いて II(BRh -B(I -hB）ーI)IIを評価する：

ll(BRh -B(I-hB)―1)11 :,:; 11B(/-h(A(t) + B))―11111((/ -hB) -(I -h(A(t) + B)))ll 11(/ -hB)―111. (37) 

ここでB(I-h(A(t) + B)戸は：

B(J -h(A(t) + B))―1 = ~ [ (/ -h(A(t) + B))―1 -(/-hB)―1] -A(/-h(A(t) +B))―1(I-hB)―l. 
h 

= ~(/ -h(A(t) + B))―1((/-hB) -(I -h(A(t) + B)))(J-hB)―I (38) 
h 

(/ -h(A(t) + B))―1A(t)(J-hB)―l 

たとえ Bが非有界であっても、レゾルベント(I-hB)―lは、十分小さい hに対しては通常有界である。

実際、次のようなレゾルベントの評価は：
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IIU-hB)―1 I I s C, h sufficiently small 

同様に

IIU -h(A(t) + B))―111 s C, h sufficiently small 

さらに、行列 A(t)= (~ ゜）であるから A(t)は8上で一様有界であり、 IIA(t)IIs CT for O s t s Tを
0 0 

満たすことを考慮すると、次の結果が導かれる。この評価を式(37)に適用すると、以下のように単純化さ

れる：

II (BRh -B(I -hB)―1) II s C-CT • C-hC-C = hCT 

したがって、式(19)の評価は次のようになる：

IIRh -Thll = h llu -hA(t))―1 (BRh -B(I -hB)―1)11 sh・ hCT = Ch2T. (39) 

以上の結果から、インプリシット・オイラー法およびオペレーター・スプリッティング法における誤差に

ついての評価が以下のように得られた。

n 

IIR~ -T;II::; L IIR~-kll • IIRh -Thll • IITf-111 
k=l 

＜文cn-k.Ch2Tck-1 

k=l 

~ n • C • h2T 

= Cnh2T = ChT2 

(40) 

ロ

この命題は、非自律系の場合でも自律系と同様に、時間依存する Lie-Trotterスプリッティング・オペレー

ターが、時間依存するインプリシット・オイラー作用素へ収束することを示している。時間依存するインプ

リシット・オイラー作用素は一意な evolutionfamilyを生成するため、Lie-Trotterスプリッティング・オペ

レーターもまた同一のevolutionfamilyを生成することになる。さらに、近似解と厳密解（evolutionfamily) 

の差は約O(hりである。

Chernoffの定理を適用する。時問依存するインプリシット・オイラー作用素が生成する evolutionfamilyを

U(s, t)とすると、 Chernoffの定理は、時間依存するインプリシット・オイラー法を用いた evolutionfamily 

の近似収束に閲する枠組みを与える。ただし、 Chernoffの定理ではevolutionfamily U(s, t)のgrowthbound 

が明示的には得られない。

evolution family U(s, t)のgrowthboundは、宮寺摂動定理（MiyaderaPerturbation Theorem)によって決定

される。

定理5.5(Growth Bound of the evolution family U(s, t)). Let 

IIBxlle ~ allA(t)xlle + /311xllv(B) for x E D(A(t)) n D(B) 

したがって、 evolutionfamily U(s, t)のgrowthboundは生成作用素(I-h(A(t)) + B)―lあるいは(I-
hA(t))―1(1-hB)―1によって近似される：

IIU(s, t)II:::; eP<s-t), (41) 
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when setting A(t) =(ば])•
我々のケースではa<OでD(A(t)= 8であるため、 A(t)のレゾルベント集合は (0,00)を含む。従って

R(,l, A(t)) =(,l/ -A(t))―l 

: { A:at: ])) 1 

はすべてのA>w=Oに対して存在する。

レゾルベント評価条件：

11(,l/ -A(t))―Ill::; maxし＿lat'}},

を満たすため A(t)は s2:: tに対して C。ー半群TA(t)(S-t)を生成する。

定理5.6.作用素A(t)が生成する時刻tにおける Co半群のノルムは、次のように上から評価される：

IITA(t) (s -t)II = max { e号(s□,1}.
したがって evolutionfamily U(s, t)のノルムも次のように評価される：

IIU(s, t)II :,; eO+f3(s-t). 

証明生成作用素A(t)は時間依存であり、その行列表現は以下で与えられる：

A(t) = (~ ~) • 

非自律作用素A(t)の場合、 evolutionfamilyは以下で定義される：

TA(t)(s -t) = exp (is A(r)dr) 
この積分を具体的に計算すると：

is A(r)dr = (a炉dr~)

したがって、以下のように書ける：

TA(r)(s-t)=exp(l ~(s20- t2) ~ J) 
この行列は対角行列であるため、指数関数は各要素ごとに計算でき：

TA(r)(s-t)=exp(l ~(s20- t2) 心|)

加）（s-t) = (eH:立）~)

(42) 

(43) 

(44) 



66

作用素ノルムは次のように与えられる：

IITA(t) (s -t)II = sup IITA(t) (s -t)xll -
llxll,;I 

行列が対角行列であるため、ノルムの最大値は最大固有値から得られる：

IITA(i)(s -t)II = max {eHs2ヂ），1}
ここで、 a<Oであるから、常に e号(s2-t2)S 1が成り立っため、結局：

IITA(t) (s -t)II = 1 

これに宮寺摂動定理による評価を適用すると：

IIU(s,t)II :5 IITA(t)(s-t)II ef3(s-t); 

上で得た結果を代入すると：

IIU(s,t)II::; e゚ef3(s-t)

したがって、 evolutionfamily U(s, t)のgrowthboundは、最大でも次のようになる：

IIU(s, t) II :5 ef3(s-t) 

(45) 

(46) 

ロ

理論的には、上記の議論からオペレーター・スプリッティング法とインプリシット・オイラー法の差は次

のように評価される：

自律系の場合：

ChT (47) 

非自律系の場合：

ChT2 (48) 

理論上、非自律系の場合、インプリシット・オイラー法とLie-Trotter分割法の誤差は、自律系の場合 (1

次のオーダー）と比較して 2次のオーダーのため収束の accuracyに関しては増加する。グローバルに見れ

ば時間が進むにつれて大きくなる。

6 Numerical Analysis 

本節では、以下の文献を参照した： E.HairerとG.Wanner [16]、E.B. Davies [7]、W.ZuoとY.Song [30]、

およびK.OhiraとT.Ohira [23]。さらに、K.Ohira [22]を引用した。また、Pythonによるプログラム「ddeint」

の詳細については、 https://github.com/Zulko/ddeint?utm_source=chatgpt.comを参照されたい。

6.1 数値近似ーインプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法

この近似方程式を有限差分法で近似する際の難しさは、離散的な時刻における関数の数値と、それらを決

定する関数を同時に計算しなければならない点にある。この計算の収束性と誤差については、すでに理論

的な議論を行った。

まず計算アルゴリズムについて考える。このアルゴリズムの甚本的なアイデアは、レゾルベント (resolvent)

を用いた半群 (semigroup)の生成を考えることにある。
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6.1.1 自律系の場合

自律系において、時間刻み幅を hとすると、インプリシット・オイラー法はHansenら[19]を参考に計算

すると以下のように表される。

A+B（またはA(t)+B)のレゾルベント存在証明（補題3.1)で示したのと同様にして、任意の (un,Pn)E 8 

に対して、次を満たすような (un-l,Pn-1)E D(B)が存在する：

(/-h(A +B))に）＝ （：：］） 
この式を順を追って計算する。

(1 -ha)un = Un-1 + hb<I>pnけ），

d 
Pn -h~Pn = Pn-1・
dぴ

式（49)の下側の式を cに関して解くには、条件Pn(O)= Unを用いて以下を得る：

0 1 
Pn（げ） ＝ e(T／h知＋！ hが(T-s)/hPn-1(s)ds, 

c 

式(50)の両辺に作用素のを作用させることで、

0 1 
Pn(T) = erfhun + 1u ¼e(r-s)/hPn-1(s)ds. 

を得る。次に、式(49)の上側の式と式(51)を組み合わせることで、

(1 -ha)un =Un-I+ hb (e T/h仰＋ ［゜ r¾e(T-s)/hpn -l(s), ds) 

を得る。この式から、 Un-Iを用いて Unを次のように求められる：

゜(1 -ha-hbeTfh)知＝Un-I+b 1v e(T-s)/hPn-1(s)ds 
l b r0 Un=~囮-1 + ~ lv e(T-s)/hPn-1(s)ds 

6.1.2 非自律系の場合

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

非自律系の場合について考える。時間刻み幅を hとし、非自律なインプリシット・オイラー法における

Unを求める。 Hansenら[19]によって提案された非自律系に関する考え方を拡張すると、次の微分方程式系

として表現できる：

(1 -ha(nh))un =Un-I+ hbc:I>pn位）

d (53) 
Pn -h~Pn = Pn-1• 
dcr 

この形式により、システム内の各量の関係が明確になる。式（53)の下側の式をびに関して、条件Pn(O)= Un 

を用いて解くと、

0 1 
Pn(u-) = ea-fhun + Jアa--s)/hpn-l(s),ds (54) 
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を得る。

作用素<I>を式（54）の両辺に作用させるとヽ

0 1 
Pn(T) = erfh知＋J勺e<r-s)fhpn-l(s), ds (55) 

を得る。

次に、式（53)の上側の式と式(55)を組み合わせて、次の方程式を導く：

(1 -ha(nh))un =Un-I+ hb (e r/h知＋ J゜ T~e(r-s)/hpn -l(s), ds). (56) 

この式から、 UnをUn-Iに関して明示的に表現すると：

゜(1 -ha(nh) -hbe T/h)知＝Un-I+ b Ju reCT-s)/h pn -l(s), ds (57) 

となる。

最終的に、 Unについて整理すると以下を得る：

1 ° Un=~(知-1 + b Ju Te(T-s)/h pn -l(s), ds). (58) 

6.2 The Sequential Operator Splitting 

本論文では逐次的 (sequential)なオペレーター・スプリッティング法に着目する。ただし、この方法に

おいては、作用素A(t)と Bが可換でないため

(I -hA(nh))―1(/-hB)―1, (I-hB)―1(1 -hA(nh))―l 

を計算する際に、順番を入れ替えることができない（これは自律系の場合でも同様である）。この非可

換性により、順序を変えると結果が異なる。この問題に対応する有名な手法に、 Strang-Marchukオペレー

ター・スプリッティング法 (Strang-MarchukOperator Splitting)がある。また、J.Geiser等によって提唱さ

れている反復オペレーター・スプリッティング法(iterativeOperator Splitting)と呼ばれる別の方法もある

が ([12,13, 14]などを参照）、本稿ではこれについては扱わない。本論文では、作用素I-h(A(t) + B)-1を

(I-hA(nh))-1(1-hB)-1の順序で積に分解する。インプリシット・オイラー法と同様に、オペレーター・

スプリッティング法によるスキームを、時間刻み幅hで以下のように定義する。

自律系の場合 Hansenらの論文 [19]で確立された方法を用いて、次式を得る：

(;:) = (I -hA)―1(1-hB)―l(;：］）＇ （；゚。） ＝ （心1:tto0：仁塁）） (59) 

このスキームは以下の2段階で逐次的に解かれる：

（こ＿―：)=(I-hB)―l （こ］）＇ （；：） ＝ （1-hA)―1 （こー：） (60) 

式(60)の1つ目の式はインプリシット・オイラー法と同様に解けて、

(T 1 
虹 1位）＝ e<rfhVn-1+ 1げ<r-s)/h虹 1(s)ds (61) 

を得る。ここでl/in-1(0)= Vn-1を用いた。この式の両辺に作用素のを作用させることで、
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炉 (T)= e T/hVn-1 +「 ¼e(T-s)/h虹1(s)ds 

゜および、

Wn-1 = hbl/Jn-1 (r) + Vn-1 

を導く。式(62)と式(63)から也n-1(T)を消去すると、

0 1 
Vn-1 = Wn-1 -hb (erfhWn-1 + 1 げr-s)/h</Jn-1(s),ds) 

を得る。この方程式を Wn-1について解くと、

l ° 
Wn-1 = ~ (vn-1 + b 1u e<r—s)/h虹1(s)ds) 

となる。最終的に、 (Vn-1池n-1(er))から (vn池n位））への変換は次のように得られる：

1 1 1 / .  r0 
Vn = 1 -haWn-l = 1 -ha. 1 -hbeT/h (%-1 + b [古-s)/h</Jn-1(s)ds), 

伽（r)＝也n-l(r)

=e(T／hWn-1 + [ }が(T-s)/h心（s)ds

= ec/h 1 -hい(vn-1+b1 が゚(T-s)/h炉 (s)ds)+ 1cr ¼が(T-s)/h虹1(s)ds 

非自律系の場合 Hansenら［19]が用いた方法を非自律系に拡張すると、次の式を得る：

（こ）＝（I-hA(nh))―1(1-hB)―i(;:=:), (;゚0)= (hh11:tto。ご悶．~)
この場合も 2段階に分けて逐次的に解かれる：

(;:=:)=(I-hB)―1 (;:=J, (;:) = (I -hA(nh))―l(::]) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

自律系の場合と同様に、式(68)の1つ目の方程式は、インプリシット・オイラー法に類似した方法で解

ける：

u-1 
虹 1（び） ＝eu-1hvn-1 + 1 だu--s)/h虹 1(s)ds 

ここで再びl/tn-1(0) = Vn-1と置く。この式の両辺に作用素<I>を作用させるとヽ

さらに、

を得る。

圧 (r)= eT/hVn-1 + 1T ¼e(T-s)/h虹1(s)ds 

゜
l ° 

Wn-1 = ~ (vn-1 +b 1 古 -s)/hl/Jn-1(s)ds). 

(69) 

(70) 

(71) 

式(69),(70), (71)を用いると、 (vn-],伽-I(<T))から (vn,伽（<r))への遷移を以下のように表現できる：
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1 1 1 / .  r0 
Vn = ~Wn-1 = ~ • ~ (vn-1 +b 1u e(T-s)/h心（s)ds)
伽（r)＝也n-l(r)

= ea-fhWn-1 + 1a-¾がa--s)/h </Jn-1(s)ds 
(72) 

= e(7'/h 1 -hい（Vn-1+b 1゚e(a--s)/hい（s)ds)+1訂位ーs)/hい（s)ds
このアルゴリズムの重要な部分は積分計算であり、注意が必要である。積分の数値計算アルゴリズムの概

要は以下の通りである。

この論文で用いる初期関数伽（t)は、K.Ohira and T. Ohira [23]の理論から導かれた 10次の多項式である：

</Jo(t) := 0.1481517960987306-0.007653167051066314 * t 

-0.01579807805182748 * t2 -0.0014508765845303562 * t3 

+ 0.0000350033072326764 * t4 -0.00010979645251983746 * t5 

-0.00003898004344359906 * t6 -5.167003822331118e -6 * t7 
(73) 

-3.137425140668615e -7 * t8 -6.889058172875103e -9 * t9 

+ 3.764707108941355e -11 * t!。

以降、この多項式を「polyFunc(t)」と呼ぶ。

オペレーター・スプリッティング法では、区間 [r,O]をnumPoints個に分割し、台形公式を用いて数値積

分を行う。 n皿 1Pointsを500と設定し、 To< T]くでく．．．＜ TnumPointsとする。このアルゴリズムの中心とな

る積分は以下のものである：

゜約[OJ= lnu e(To-s)/h約— 1(s)ds, 
To 

約[1]= 1゚e(r,-s)/h釘ー1(s)ds, 
Tl (74) 

゜約［numPointsl = 1~ e(TnumPomts -s)/h'PJ-l (s)ds 
Tm 

この方法ではgridpointの増加に従い積分区間が狭くなっていくことに注意する。

具体的な計算式（インプリシット・オイラー法およびオペレーター・スプリッティング法）については、

すでに上述したとおりである。

6.3 いくつかの例と考察

6.3.1 自律系の場合

解が指数関数的に発散する場合の考察 図lは、解が指数関数的に発散する例を示している。この図から

は、解のノルムが時間経過とともに指数関数的に増大しているかどうかが明確に分からないため、 lu(t)Iそ

のものではなく、 loglu(t)Iを評価する。もし解が理論的な指数関数的growthを示す場合、

log llu(t)II ""logM + wt 
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という関係が成立するはずである。このことを示したのが図 3（左側）である。この図から、

log llu(t) II :.,; log M + wt 

という関係が確認できる。ここで、 logM = -2.39およびw= 0.032である。園 3の右側は、 lu(t)I/Mewtの

相対誤差を示している。この図から、 lu(t)IはほぼMewtに等しいこと、すなわち

lu(t) -Mewtl 
=1 

Mewt 

であることが分かる。

図2は真の誤差(trueerror)を示している。これは最初の数ステップを除いて常に 1になっていること

を意味する。言い換えると、初期のいくつかの時刻を除き、 lu(t)-Me呵は常に Mewtに等しくなって

いる。これは、 u(t)がほぼ Mewtのように振る舞っていることを示している。この結果は、宮寺摂動定理

(Miyadera's theorem)を用いて理論的に導かれた近似解のgrowthboundと整合している。
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解が漸近的に 0へ収束する場合 次の例は安定な場合である。図4は、 Pythonの「ddeint」ソルバーを用い

て得られた DDEの解を示している。この例で用いたパラメータは、 a= -0.15,; b = -6.0,; T = -0.257であ

り、履歴関数としては式 (73)で定義したpolyFunc(t)を使用した。この場合、解u(t)は 0へ収束する。
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solution ofthe Delay DifferentiaI Equation 

一uIt1

弓0.00

S o.oo 
コ

図4:Solution of the autonomous DDE, "a=-0.15; 図5:'ddeint'vs.Implicit Euler, "a=-0.15; b=-6.0; 

b=-6.0; tau=-0.257; history=polyFunc(t)" tau=-0.0275; history= polyF皿 c(t)".Blue= ddeint, 

Red = Implicit Euler 

図5は、 Pythonの組み込み関数「ddeint」で得られた DDEの解と、インプリシット・オイラー法を用い

て得られた近似解 (h= 0.01)を重ねて表示したものである。また、図6は、同じ DDEに対してインプリ

シット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法で得られた解を同一条件下で重ね合わせたもので

ある。

図7を見ると、誤差は時問とともに一旦増大するがゼロに収束していくことがわかる。理論的には、命

題(4.1)が示すように、インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法の誤差の上界は

htC = O(th) 

という線形的な成長である。しかし実際の数値結果を見ると、この誤差は線形に増加するのではなく、む

しろ指数関数的に減少している。これは作用素A+Bがdissipativeであることに起因している可能性があ

る。 dissipativityについてはこの後で考察する。これらの結果は理論的に得られた誤差の評価と矛盾するも

のではない。
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6.3.2 境界条件u(O)= p(O)を課した場合のスペクトル解析

境界条件を与えられた作用素A+Bの固有値Aは、次の超越方程式(transcendentalequation)の解として

得られる：

,l -a+ be-lT = 0. (75) 
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この方程式によって固有値は制限され、この超越方程式の孤立した解としてのみ得られる。一般に、この

特性方程式は複素平面上で無限個の離散的な固有値を持ち、それらは無限遠方へ向けて集積することが知

られている。そのため、スペクトルは純粋に離散的（点スペクトル：びpoin1(A+B))となり、上記の超越方

程式で定義される固有値だけで構成されることになる。一方で、本問題の境界条件により本質的スペクト

ル (essentialspectrum) : 

びess(A+ B) =げ＼びpoint(A+ B) 

は空集合となるため、この問題は離散的な固有値を持つ境界値問題へと変換される。

6.3.3 Dissipativity and the Spectrum of A + B 

一般には、スペクトルは

び(A+B) =(J"ess (A+ B) U(J"point (A+ B) 

という関係を満たすが、これらは必ずしも互いに素 (disjoint)であるとは限らない。点スペクトル(point

spectrum)が本質的スペクトル (essentialspectrum)に埋め込まれたり、または本質的スペクトルヘと集積

したりする場合もある。

しかし、本研究で設定した境界条件u(O)= p(O)の場合、すでに述べた通り本質的スペクトルが空集合
びess(A+B) = 0となるため、

(]"(A +B) =(J"point (A+ B) 

となる。

超越方程式(75)が明示的に点スペクトルを与えている。また、この場合すべての固有値（点スペクトル）

がRe(J)< 0を満たすことが分かる。さらに、本質的スペクトルが空であることから、作用素のdissipativity

(dissipativity)の条件は固有値に関する条件のみに簡略化される。

つまり、数値的な dissipativityの確認は非常に明確である：すべての固有値が厳密に複素平面の左半面に

位置する場合、その作用素はdissipativeである。

本研究で示したように、 0へと収束する安定解のスペクトルを計算すると、すべての固有値が複素平面の

左半面に厳密に存在することが確認される。したがって、この場合、作用素A+Bはdissipativeであると結

論できる。一方で、不安定解に対しては固有値の一部が複素平面の右半面に存在するため、この場合は作用

素A+Bがdissipativeでないことが明らかになる。

ここで、不安定モデル(a= -0.15, b = -6.0, T = -8.0)と安定モデル(a= -0.15, b = -6.0, T = -0.257)の

違いについて検討するために、それぞれのモデルにおけるスペクトル分布を調べる。

図8は安定な場合のスペクトル分布を示しており、図9は不安定な場合のスペクトル分布を示している。

両者の決定的な違いは、安定なモデルの場合には全てのスペクトルがRe(J)< 0を満たしているのに対し、

不安定モデルの場合には少なくとも一部のスペクトルがRe(J)> 0を満たしているという点である。
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b=-6.0; tau=-8.0; history=polyFunc(t)" 
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図8のケースにおける作用素A+Bは消散的 (dissipative)であるが、図9のケースでは消散的ではない。

超越方程式(75)を解くことで、安定解と不安定解の臨界点 (criticalpoints)を特定する。このために、固

有値を実部と虚部に分離して、J=μ＋如と書き、方程式（75)を実部と虚部に分解した次の式を考える：

μ-a= be四 cos(wr), w = -be四 sin(wr). (76) 

このとき、μ= Re(,l) < 0かつQ#0を満たすような遅延 Tを探す。遅延項 Tがシステムを不安定化する
可能性がある。もしa<Oであり、かつ Iいが十分大きくない場合、 Tが小さい間はシステムは安定のままで

ある。しかし、 a<Oが減少していくにつれて、振動解(Q#0)が発生し、不安定性が現れることがある。

このような不安定性が始まる臨界遅延 Tcを見つけるためには、μ =0（限界安定性、 marginalstability)と

して設定し、残された方程式を数値的に解いてoとTcを求める。実際にパラメータ a=-0.15, b = -6.0を

用いて計算した結果、 T= -0.257が不安定性が始まる臨界遅延 Tcであることを確認した。

例えば、前述した条件で aとbの信を固定した場合を考える。遅延を T= -3.0と設定すると、解は不安
定になる。一方で、同じ aとbの条件下で遅延を T= -2.0に設定すると解は安定になる。この様子を示し
たものが、図 11（不安定解）と図 12（安定解）である。

Unslalbe Solution tau=-0.3 

忌0.OO
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1 x 106 
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図 10:Python'ddeint'Numerical So証図 11:Unstable Solution of autonomous 

tion of the autonomous DDE, "a=-0.15; DDE, "a=-0.15; b=-6.0; tau=-0.30; his-

b=-6.0; tau=-0.257; history=cos(t)" tory=cos(t)" 

Stalbe Solut;on tau=-0.2 
什
＇u

o
 

ー

0.5 

10 20 30 40 50 

-0.5 

図 12: Stable Solution of the au-

tonomous DDE, "a=-0.15; b=-6.0; tau=-

0.2; history= cos(t)" 

ここで、遅延微分方程式 (DDE)の安定解と不安定解に対するスペクトル分布を確認する。安定解に対

するスペクトルはすべて負の実部を持つのに対し、不安定解に対するスペクトルには正の実部を持つもの

が含まれることが分かる。図 8は数値的に安定なスペクトルを示しており、図 9は不安定解のスペクトル

を示している。

また、囮13と図14は、それぞれパラメータa= -0.15, b = -6.0, T = -0.30とa= -0.15, b = -6.0, T = -0.2 

の場合のDDEのスペクトル分布を示している。これらの図から明らかなように、解が不安定となる場合の
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点スペクトルはRe(,.l)> 0となるスペクトルを含み、解が安定な場合にはすべての点スペクトルがRe(,.l)< 0 

を満たしている。

スペクトルおよび解の安定性に関するさらに詳しい情報については、 E.HairerおよびG.Wanner [16]を

参照されたい。
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図 13: Spectral Distribution of the auー図 14: Spectral Distribution of the au-

tonomous DDE, "a=-0.15; b=-6.0; tau=-0.30; tonomous DDE, "a=-0.15; b=-6.0; tau=-0.20; 

history= cos(t)" history = cos(t)" 

6.4 非自律系の場合

6.4.1 K. Ohira and T. Ohira [23]およびK.Ohira [22]の原理

一般に、非自律遅延微分方程式 (DDE)の厳密な解析解を明示的に得ることはできない。K.Ohira and T. 

Ohira [23]およびK.Ohira [22]は、解析的に解けない DDEに対して、高精度な半数値的解法（以降、ここ

ではこれを厳密解と呼ぶ）を提供する手法を提案している。以下のDDEを考える：

羞u(t)= atu(t) + bu(t + r), fort ;;: 0, 
u(t) = history (t) for T :,; t :,; 0. 

指定された履歴関数を持つ DDEに対して一般には厳密解を得ることは難しいが、K.Ohira-T. Ohiraの方

(77) 

法ではフーリエ変換を用いて高精度な半数値的解を導出できる。

この方法は、実数全体で定義されたDDEの解を見つけることに甚づく。まず履歴関数を未定義とし、 DDE

に対してフーリエ変換を適用する。その後、数値的に逆変換を行う。この方法の重要なアイデアは、得られ

た関数の特定の部分を抽出して、それを履歴関数として再定義すると、その部分はまさに元のDDEの厳密

解に対応するという点である。

まず、 DDEをフーリエ変換すると、次のような解が得られる：

如）＝ Cexp［土。2+嘉eiWT],
ここで、 Cは1に設定された定数である。

u(t)を求めるには、まずこの式に eiwtを掛け、Qに関して積分を行う。ただし、積分の前に次のように

式を簡略化できる：

(78) 

点 exp（呈＋ ~)cos （嘉 sin(wT)+wt). (79) 

K. Ohira-T. Ohira [23]とK.Ohira [22]は、この方法によって得られる解が方程式(77)に対して唯一の解

であることを示している。

本論文では、K.Ohira-T. OhiraおよびK.Ohiraの結果を基準として、オペレーター・スプリッティング法

とインプリシット・オイラー法の精度を評価する。特にパラメータの値を a=-0.15, b = -6.0, T = -8.0と

設定する。
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K. Ohira-T. OhiraとK.Ohiraの方法で得られた厳密解は、図 15に示されている。

ここで得られた厳密解と、それに対応するインプリシット・オイラー法およびオペレーター・スプリッ

ティング法の近似解を比較した結果を示す。パラメータはa=-0.15, b = -6.0, T = -8.0である。図 16は

この履雁関数(K.Ohira-T. OhiraとK.Ohiraの方法で得られた厳密解の [T,0]部分を 10次関数で近似した

関数）を示している。

K. Ohira-T. Ohira [23]およびK.Ohira [22]によると、もしK.Ohira-T. Ohiraの方法で得られた関数のある

部分を抽出して履歴関数として再定義すると、この再定義された履歴関数を用いた DDEの解は、 Ohiraら

によって生成された元の関数と一致する。この原理に基づき、履歴関数を 10次の多項式としてフィッティ

ングし、K.Ohira-T. Ohiraの関数を区間 [T,0]上で数値的に近似したものが式(73)である。

図17は、ステップサイズを h= O.lとしたインプリシット・オイラー法による近似解を示している。図
18では、厳密解とインプリシット・オイラー法の近似解を比較している。この比較により、インプリシッ

ト・オイラー法が厳密解を良好に近似していることが示されている。

また、図 19では、同じステップサイズでインプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティン

グ法による解を比較している。図20では、インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティン

グ法の解の誤差を示している。

この図から、インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法の差は最初のうちは増

加するが、その後時間とともに減少し、ガウス分布に似た形状となることが分かる。理論的にはO(hTりの

差があるが、数値計算では時間とともに 0へ収束していく。この結果は理論的な評価と矛盾するものでは

ない。
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図 15: K. Ohira-T. Ohira's Accurate Semi— 

Numerical Solution for a = -0.15, b = -6.0, 

T = -8.0 
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DDE, "a=-015; b=-6.0; tau=-8.0; h=0.1." 

図16:The history segment of the DDE, 10th order 

polynomial approximation. 
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7
 
オペレーター・スプリッティング法の有効性

インプリシット・オイラー法およびオペレーター・スプリッティング法の有効性を評価するためには、以

下の 4つの碁準を考慮する必要がある。これらの碁準は、 Y.Cheng and J. Wang et al. [6]、Andras Batkai 

and Petra Csom6s and Balint Farkas [1]、SuZhao and Jeremy Ovadia and Xinfeng Liu and Yong-Tao Zhang and 

Qing Nie [29]、D.H. Peterseim and I. Zander [25]、E. B. Davies [7]、E.Hairer and G. Wanner [16]などで示

されている。

(i)精度 (Accuracy) ：方法が厳密解をどの程度良好に近似するか。

(ii)効率性 (Efficiency)

(iii)安定性 (Stability)

：作用素を評価する際に必要な計算コスト。

：硬い系 (stiffsystems)または消散的(dissipative)な力学系を処理する能力。

(iv)収束性 (Convergence) ：長時間経過後の挙動および誤差の時間に対する増加の性質。

7.1 精度 (Accuracy)

自律系の場合： インプリシット・オイラー法およびオペレーター・スプリッティング法の両方とも、厳密

解を精度良く近似する。これらの解の差は次の評価を満たす：

IIRh -Thll :,:; Cht 

これは時間について一次の精度を持つことを示している。

非自律系の場合： 非自律系でも同様に精度の高い近似が得られるが、誤差の上限はさらに改善される：

IIRh -Thll ~ Cht2 

時間が短い区間においては近似精度がより高く、時間が長くなると誤差は増えるが、依然として制御可能

な範囲にある。これは非自律な発展方程式に対してはより高次の精度が得られることを示している。
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7.2 安定性 (Stability)

自律系の場合： 安定性は宮寺摂動理論（Miyaderaperturbation theory)を用いて示される。どちらの方法

もC。ー半群を生成する：

IITA+s(t)II ~ e/3t 

非自律系の場合： 安定性はevolutionfamilyに対する Chernoffの近似定理を用いて検証される：

IIU(s, t) 11 ~ e/3(s-t) 

これにより、どちらの方法も硬い系 (stiff)や消散的力学系を強固に処理でき、指数関数的な安定性が保

証されるため、硬い発展方程式に適していることがわかる。

7.3 収束性 (Convergence，長期挙動）

自律系の場合： どちらの方法も同一の Co—半群へと強収束し、誤差は時間刻み幅 h に対して線形に減少

する。

我々は宮寺摂動理論を通じて、インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法の両方

が厳密解に近づき、同一の半群生成作用素に収束することを示した。これは長期的な解の挙動が厳密な力

学系に非常に近いことを意味する：

1(1-h(A+B))―n _ e(A+B)tll→0 as h→O,nh→ t 

非自律系の場合： 両方の方法は同じ evolutionfamilyに収束し、さらに良好な収束特性（~ Cht2)を持つ。

これは非自律系問題に対する強収束性を裏付けている。

IIRh -Thll ~ Cht2 

この上界はインプリシット・オイラー法 (Rh)とオペレーター・スプリッティング法 (Th)の解の差が

少なくとも ht2という速度で減少することを明示的に示している。

この誤差評価は直接的には厳密解に対する精度を測定しているわけではなく、 2つの数値解法の間の差を

評価したものである。

式に現れるt2の存在は、 2つの方法の差が短期～中期の時間にわたって非常に効果的に抑えられ、時間

が経過するにつれて差の累積が緩やかに増えることを意味する。これにより、オペレーター・スプリッティ

ング法がインプリシット・オイラー法と同等か、あるいはtが大きい場合にはむしろそれよりも良好な長期

的整合性を持つ可能性があることが示唆されている。

オペレーター・スプリッティング法とインプリシット・オイラー法は互いに非常に近い結果を示し、また

インプリシット・オイラー法は既にChernoffの定理を通じて厳密な evolutionfamilyへの高精度な近似性が

保証されていることから、オペレーター・スプリッティング法も間接的に同様の高精度を備えていること

になる。また、作用素を分解することで、オペレーター・スプリッティング法は数値的に単純になり、 1ス

テップごとの誤差蓄積が少なくなる可能性がある。そのため、この不等式は2つの方法を比較したもので

はあるが、オペレーター・スプリッティング法がインプリシット・オイラー法よりも著しく悪い誤差を導入

しないどころか、むしろ累積誤差の増加を抑える可能性が高いことを強く示唆している。

なお、本論文では硬さ (stiffness)の問題については深く踏み込まなかった。一般的に、オペレーター・ス

プリッティング法はシステムの固有値の間に大きな差がある場合に不安定化することが知られているが、こ

のトピックについてはここではそれ以上の詳細な検討を行わない。硬さに関するさらなる情報は、 E.Hairer 

and G. Wanner [16]、ならびにE.Hairer、G.WannerおよびC.Lubich [17]を参照されたい。
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7.4 効率性 (Efficiency)

本節では、オペレーター・スプリッティング法とインプリシット・オイラー法の効率性について考察する。

まず、両者の計算コストを比較する。比較は以下の組み合わせを中心に行う： 「自律系vs.非自律系」、「オ

ペレーター・スプリッティング法vs.インプリシット・オイラー法」、「履歴関数がpolyFunc(t)vs. cos(t)」。

履歴関数としてpolyFunc(t)を選ぶ理由は、非自律系の場合において厳密解を明確に特定できるためであり、

また履歴関数を変更した場合の計算効率も評価する必要があるからである。

評価は 16GBのメモリを搭載したMlチップMacBookPro 2020において、Pythonの「time.time()」を用

いて行った。両手法とも同じアルゴリズムを用いている。他のタスクによるコンピュータのメモリ使用状況

が計算時間に影響を与えるため、すべての計算は連続して行った。

自律系の場合 自律系では、次のようにパラメータを設定する：

h = O.l, a= -0.15, b = -6.0, T = -8.0. (80) 

履歴関数としてpolyFunc(t)を用いた場合：

表1:Execution Times Comparison, history function= polyFunc(t)-Autonomous Case 

Method 1000 Iteration Execution Time (seconds) 

Operator Splitting 5.5305 

Implicit Euler 5.6287 

履歴関数として cos(t)を用いた場合：

表2:Execution Times Comparison, history function= cos(t)-Autonomous Case 

Method 1000 Iteration Execution Time (seconds) 

Operator Splitting 5.5352 

Implicit Euler 5.5614 

非自律系の場合 非自律系の場合も、パラメータと履歴関数は自律系の場合と同じものを用いる。

履歴関数としてpolyFunc(t)を用いた場合：

表3:Execution Times Comparison, history function= polyF皿 c(t)-Non-Autonomous Case 

Method 1000 Iteration Execution Time (seconds) 

Operator Splitting 5.5360 

Implicit Euler 5.5732 

履歴関数として cos(t)を用いた場合：

これらの結果を棒グラフで示したものが、図21と図22である。
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表4:Execution Times Comparison, history function= cos(t)-Non-Autonomous Case 

Method 1000 Iteration Execution Time (seconds) 

Operator Splitting 5.5292 

Implicit Euler 5.6083 

Executionl1me: Non-autonomous, histo” -10th-omer polynomial 
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図21:Execution Time Comparison: Operator Splitting vs. Implicit Euler, History= 10th order Polynomial. Left: 

Autonomous, Right: Non-Autonomous. Blue: Operator Splitting, Red: Implicit Euler 

7.5 効率性に関する考察

このテスト結果から、自律系か非自律系か、また履雁関数にかかわらず、オペレーター・スプリッティ

ング法がインプリシット・オイラー法に比べて計算コストが低いことが分かった。したがって、オペレー

ター・スプリッティング法はインプリシット・オイラー法より効率的である。

この効率性の理由として、自律系の場合、インプリシット・オイラー法では演算子(I-h(A+B))の逆行

列を計算する必要があり、その計算コストは比較的高くなる。一方、オペレーター・スプリッティング法は

次のように表される：

Un+I = (I-hA)―l(I -hB)―I Un. 

もし(I-hA戸が非常に疎（スパース）であれば、この計算は効率的に実行できる。

また、非自律系の場合では、インプリシット・オイラー法は各反復ごとに(I-h(A(nh) + B))-1を再計算す

る必要があり、計算コストが高くなりやすい。一方、オペレーター・スプリッティング法は、(I-hA(nh))―1

と(I-hB戸をそれぞれ独立して計算することが可能であり、(I-hA(nh))―lが非常に疎であるため、計

算コストを低く抑えることができる。

履歴関数を変更した場合にも、インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法の計算

コストの優劣が逆転するかどうかを確認した。この場合でも、自律系と非自律系の両方において、オペレー

ター・スプリッティング法の計算コストがインプリシット・オイラー法よりも低い結果が得られた。

以上より、理論的にはオペレーター・スプリッティング法が自律系・非自律系いずれにおいてもインプリ

シット・オイラー法よりも効率的であることが示された。

次に、同じ手法を用いて自律系と非自律系を計算した場合に、どちらのケースがより効率的かを考察する。

以下の図23および図24を参照されたい。

これらの図からは、自律系と非自律系のどちらがより効率的かを断定することはできない。
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Execution l1me: Aumnomous. histo” -cos(t) 
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図22:Execution Time Comparison: Operator Splitting vs. Implicit Euler, History= cos(t). Left: Autonomous, 

Right: Non-Autonomous. Blue: Operator Splitting, Red: Implicit Euler 
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図23:Execution Time Comparison: Autonomous vs. Non-autonomous, History= polyFunc(t). Left: Using the 

Implicit Euler, Right: Using the Operator Splitting Green: Autonomous, Yellow: Non-autonomous 

7.6 インプリシット・オイラー法とオペレーター・スプリッティング法、どちらがより

有効か？

上で述べたオペレーター・スプリッティング法の理論により、精度・安定性・収束性に関してはインプリ

シット・オイラー法と同等であることが示されている。

オペレーター・スプリッティング法は、反復構造がより単純で、計算処理が容易であるため、インプリ

シット・オイラー法よりも効率的である可能性がある。特に、非自律の遅延微分方程式 (DDE)に対して

効果的である。しかし、本論文における理論的および計算的検討から、少なくともオペレーター・スプリッ

ティング法がインプリシット・オイラー法より劣るという結論は得られなかった。

8 まとめ

自律系の場合、Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプリシット・オイラー作用素に対して

O(ht)の誤差で厳密解を近似することを証明した。また、宮寺摂動定理を用いて、この作用素がCoー半群を

生成し、その成長評価がe/3tであることも示した。

非自律系の場合には、時間依存の Lie-Trotterスプリッティング・オペレーターがインプリシット・オイ

ラー作用素に対して O(ht2)の誤差で厳密解を近似することを証明した。さらに、 Chernoffの定理を用いて、

この作用素がevolutionfamilyを生成し、そのgrowthboundがe/3(s-t)であることを示した。

したがって、オペレーター・スプリッティング法の精度・安定性・収束性は、インプリシット・オイラー

法と同等である。数値的検証においても、理論で期待された通りの結果がほぼ得られた。
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図24:Execution Time Comparison: Autonomous vs. Non-autonomous, History= cos(t). Left: Using the Implicit 

Euler, Right: Using the Operator Splitting Green: Autonomous, Yellow: Non-autonomous 

また、オペレーター・スプリッティング法の計算コストは、自律系・非自律系、あるいは履歴関数の種類

にかかわらず、インプリシット・オイラー法よりも低いことが確認された。これにより、オペレーター・ス

プリッティング法の効率性の優位性が示された。
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