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24.一次元非線形クラインゴル ドン

方程式のソリトンと第3積分

京大･工 石 森 勇 次

ハ ミルトン力学系のカオスを理解する上で,エネルギー以外の保存量がいくつ存在するかは

重要な鍵である｡少数自由度系では数値計算により視覚的に調べることができるが,波動系の

ような多自由度系では一般に困難である｡ 本研究では,ソリトン解を手がかりに保存量特に第

3積分の存在を調べる一つの方法を示 した｡

ノ､ミル トン系としてラグランジアン

L-Gdx車 上 言か U(d)], (1)

で記述される一次元非線形クラインゴル ドン方程式を考える｡ソリトン解を持っポテンシャル

U(♂)として代表的なものに

u(♂)-1-cos¢:サインゴルドン,

U(♂)-sech2R(1-cos¢)･itanl12R(llCOS2¢),

0≦ R<oo:ダブルサインゴル ドン,

U(め)-去(- ¢2)2‥フアイ 4乗,

(2)

がある｡サインゴル ドン方程式は可積分系としてよく知られた系であり無限個の保存量を持っ ｡

非線形クラインゴル ドン方程式は,ポテンシャルU(め)の形によらず常に2つの保存量を持っ｡

第 1番目は運動量

J1--Jニd函 t転 ,
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であり,第2番目はエネルギー

J2-上;dx[去 62･吉浸 +U(6)], (6)

である0第 3番目の保存量 J3が存在するかどうかは一般にはわからない｡しかし例えば次の

ような形

C2

J3-I_: dxli 転 転 x-古 紙 {距 か 6U(6,,],

を仮定するとU(@)が

d2 C2

諒 U(@)+石 U(@)-const･,

(7)

(8)

を満たせば ∫3は保存量となる｡サインゴル ドン方程式は勿論満たしている｡この他双曲型サ

インゴルドン(U(め)-cosh¢)やリュ-ビル方程式 (U(め)-exp¢)もJ3が存在する｡

まずダブルサインゴル ドン方程式について考える｡1ソリトン解は

め- q l打･2tan-1霊 宝],

tr-vt-xo
I-
､て=-LT

q=±1,

で与えられる｡J3は次の形をしていると仮定する｡

C2

I,-蔦dx[与転転一石¢tQx榊 か C3(- cos¢)

+C2(1-cos2¢))]･

(9)

3日OE

cl-C4は未知定数である｡C1及びC2は1ソリトン解に非相対論的近似が適用できる条件よ

り

1672
Cl -

C2=

8(3十72)-3(1十T4)〟

12872

-8(3-572)+3(1+472-574)〟

となる｡ここで T- tanhRでありMはソリトンの静止質量

〟-4(1+

である｡∬ソリトン解として

-612-

(ll)

吐乳



｢カオスとその周辺｣

♂-L!1Qi, ¢i - qi lw+2tan 蓋 ],

Ⅳ
-1

fi-a-Xi(i), ∬乙<xi.1, q乙-± 1,

を仮定し(1)式に代入すると

言行 exi~Xi'1-0(6),e≪1,

の条件下で戸田格子に対するラグランジアン

L-ag1去M32-㌢ 32q"i.1COSh2Rex il i･1Io(62),i=1

を得る｡戸田格子は可積分系でありⅣ個の保存量を持つ｡最初の3個は

〟

zl-E M&i,i=1

･2-真 言瑚 ･"E 32qiqi.1COSh2Rexi-隼 1,i=1

I3- g旦瑚 ■篭 132qiqi.1｡｡Sh2R(ki+転1)eXilXi･1,
i = 1 3 i = 1

仏罰

(14)

個

(16)

('17)

(18)

で与えられる.(13)式を(5)式及び(6)式に代入するとJl-Zl+0(E3/2),J2-Z2+0(82)とな

り両者は一致する,第3積分(10)式の未知定数 C3及びC4は,J3と13が矛盾しないように決定

できる｡結果は

4T2[8(M-4)cl-(256/M)+C2(8+3(1-T2)M)]
C3=

C2卜 8+(1十 372)〟]

6T4[4(8lM)cl十 (256/M)-C2(8十3(1-T2)Mi]

C2[8(31 T2)-3(1-T4)M]

BHgE

で与えられる｡ダブルサインゴル ドン方程式はR-0及びR--のときサインゴルドン方程式

となるが,cl-C4はこの2つの極限でサインゴル ドン方程式の定数と一致する｡

以上のように,ダブルサインゴルドン方程式のソリトンは互いに離れていれば戸田格子方程

式に従う可積分な粒子系と見なすことができ,戸田格子の第3積分からダブルサインゴルドン

方程式の第3積分に対する一つの候補者をあげることができた｡残念ながらこの方法では 62

のオーダーを無視しているので4番目以上の保存量については議論できない｡

この J3が本当に保存量であるかどうかを確かめるために,ソリトンの衝突実験を行った｡
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実験はエネルギーが厳密に保存される有限差分法を用いて行われた｡図1は2つのソリトンを

初速度0.35及び-0.25で正面衝突させたときのJ3の変化の最大値を示 したものである｡J3

は衝突の瞬間に最も大きく変動した.この変動はRの値がゼロ付近及び比較的大きな値のとき

にも見られたが,差分幅 Atを小さくするにつれ減少しAi-0ではゼロになる傾向を示 した｡

一方中間的なRの値ではAtが小さくなっても有限の値にと

どまっていた｡即ちJ3は完全な保存量ではない｡更にソリ

トンと反ソリトンの衝突の方がソリトンとソリトンの衝突に

比べて変動の幅が非常に大きい｡ダブルサインゴル ドン方程

式のソリトンは トポロジカルに安定なソリトンであり,消滅

するためにはソリトンと反ソリトンが出合わなければならな

い｡従ってソリトンと反ソリトンが衝突するとき位相空間の

軌道はソリトンあり場とソリトンなし場を隔てるセパラトリ

クスの近傍を通過するために軌道不安定を引きおこし,∫3は

大きく変動すると考えられるO-方同種のソリトンしかない

ときには,場の配位はソリトンなし場になれず軌道も安定し

MAKlAT,Lt)/I.(o)I At:0,gal

0.O l.0 2.0 30 †0 5.0
R

図 1

ていると考えられる｡図2-図5はそのことを示 している｡図2と図3はR-2･4のときのソ

リトンとソリトンの衝突実験における時空パ ターン及び∫3と軌道間距離

図2
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D(i)-[iJ.L瑚 -¢i)2+(¢′-6)2)dx]1/2 ,

¢′ : ¢と初期値がわずかに異なる解,

上 :系の大きさ,

(20)

を示 したもので,図4と図5はR-1.2のときのソリトンと反ソリトンの衝突実験における結

つ0｢--

図4

果である
｡
図6はR-5.
0のときのソリトン

と反ソリトンの衝突実験の結果であるが,
R

がこの程度大きくなるとダブルサインゴルド

ン方程式は可積分系とみなせる｡

フアイ4乗方程式についてもダブルサイン

ゴルドン方程式と同様にJ3
を予想すること

ができる
｡フア
イ4乗方程式ではソリトンと

反ソリトンの衝突実験しかできないが,
結果

はJ3
は大きく変動し軌道は不安定であった｡
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