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あらまし 部分MAXSATは， MAXSATを一般化した組合せ最適化問題であり，スケジュール問題等

の現実社会に則した組合せ最適化問題を模散する能力を持っている．また，部分MAXSATは，項の重み

づけを施すことにより，従来のMAXSATアルゴリズムを用いて，効率良く解けることが実験によって示

されている．このように，部分説AXSATは有用な開題であるが，どのような問題を模倣することができ

るかを理論的に明らかにする必要がある．本論文では，部分MAXSATの組合せ最適化問題のクラスでの

完全性を訴す．また，他の組合せ最適化問題に対応する部分最適化問題の完全性も示す．
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Abstract Partial NIAXSAT (PMSAT) is a generalization of MAXSAT and has flexibility to 

simulate general combiriatorial、optimizationproblems、suchas scheduling problems. However今
it is shown empirically that it can be solved efficiently by local search algorithmぉforMAXSAT 

using weighti時 strategy.<In this paper; we show the completeness of PMS AT and other partial 

optimization problems in.ordertp .demon.stra.te their usefulness. 
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1 はじめに

CNF論理式の充足可能性問題（SAT）は基本的

な組合せ鰐題であり，解法アルゴリズム，例題生

成ア jレゴワズム等の研究が盛んに行われている

[CI96, Iwa89］.しかし， SATを実態的時間で解く

のは不可能であると考えられているため，近年で

は，実用時間でできるだけ多くの項を充足する解

を見つける問題である MAXSATの近ペ似解法の研

究も行われている［GW94］.その中で， p特に局所

探索法は最適に近い解を高速に見つけるとの報告

もあり，注呂を集めている［CI96J. これにより，

様々な組合せ最適化問題を斑AXSATに変換し，

MAXSATに対する高速アルゴリズムを利用じて

解くという方法を考えることができる．しかし，

スケジ、ュール問題等の現実社会に則した最適化問

題を模倣するのにはMAXSATは不十分であり，

MAXSATの一般化である部分MAXSATという

問題が新たに提案された［CIKM97].

部分説AXSATの例題は2つの CNF論理式

fAおよびfBからなり， !Aの項を全て充足させ

た上でfBの項をできるだけ充足する割り当てを求

める問題である．部分MAXSATはMAXSATよ

りもーナ般性を有しているにもご関わら今ず，項に重み

付けを施すことによって，従来のMAXSATアル

ゴリズムを用いて，十分に良い解を探索できると

いうことが実験により分かった［CIKM97].

このように，部分MAXSATは様々な問題を

模散でき，高速に良い解を求めることのできる問

題であるが，どのような開題が部分MAXSATを

利用して解けるかは暁らかになっていない．本論

文では，部分MAXSATの最適化問題のクラスで

の完全性を示し，幅広い最適化問題を模倣可能で

あることを示す．

我々は，部分MAXSATのように，一一部を充

足し残りを最適化する問題を「部分最適化問題j

と呼ぶ：最適化問題の完全性の議論は盛んに行な

われているが［ACP95ラCP91,CT94］，部分最適化

問題を取り扱った文献は見受けられない．また，

MAXSATに対して部分MAXSATが存在するよ

うに，他の最適化問題にも対応する部分最適化問

題を考えることができる．本論文では，そのよう

な部分最適化問題の完全性に関しでも議論を行

つ．

2マ最適化問題

本節では最適化問題および最適化問題関の多項

式時間変換を定義し，最適化問題のクラスでの完

全性についτ述べる．
定義［ACP95]. NP最適化問題とは4つ組

(I, solぅm,goal）のことを言う．

(l) Iは例題集合で，列xが与えられた時に，

xEIであるかどうかを多項式時間で判定可

能である．

(2) Iの各要素zに対して， sol（りはzの解集
合であるJ多項式pが存在し，任意の yE 

sol(:t）に対して， IYI :s; p(Jtl）が成り立つ．
また，任意のxEIと列yが号えられた時，

y E sol(x）かどうかを多項式時間で判定可能

である．

(3) 1n.( :r、古）は例題±Tご対する解yのコスト
の整数）であり，関数m は多項式時間で計

算可能である．

( 4) goalはmαzまたは minである．

NPO問題は与えられた rに対して， m(x,y)

を最大（最小）にする百を求める問題である．ぽ

に対する最適なコストを opt(x）で表す．任意の

NPO問題Aに，非決定性チューリング機械 J,,{4
を対花、させることができる． MAは以下の動作を
行ない， Aの例題zから解を計算する. (1）列y

を推測する..(2）立がzの解なら m(x、引を出力す

る，さもなければ停止する．以上の動作は多項式

時間で行なうことができる．

定義.[ACP9.5]. ・ NP最適化問題のクラスを

NPOという．また， NP最適化問題で，在意
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の例題zおよび，任意の解yに対して，コスト

m(x,y）がJxJの多項式以下であるもののクラスを
NPO:働:PBという．
定義． 以ずの条件を満たす多項式時間計算可

能な関数f,gが存在する時，問題Aは問題Bに

PTAS変換可能であるという．

(1）.問題Aの任意の傍題zに対し，〆了（i｝は開題

Bの管u題である．

良い解を得られる之とが実験によって示されて

おり［CIKM97]rその完全性を示すことは，ν部分

MAXSA＇主を稿用して多くの最適化問題を解く

ことができるということを意味している．部分

MAXSATの重要性については次節で述べる．

3 部分MAX.SAT，の重要性

一本節ではγ従来のお1IAXSATが，時間部作成

問題》のようなスケジュ？ル問題を模散するのに

(2)f（りの任意の解yに対し，··• g(x,y）はzの解 不十分である理由を述べる．本節でlま，初めに，

である． ω勾町一 寸…＼叩 γ -・ MAXSAτ 及び時間割作成問題の定義に触れ；。次

(3）ある定数δが存在し，任意のムジタに対し

で， RA(x,g(x,y))~ c ・ RB（！（亀：i:),y）であ

る．ただし， R(x,y) = rnax｛鵠吟諜誌｝
である．

藍観的には，•，問題A が問題 β に ETAS々変換可

能ならば， Bに対する定数近似多項式時間アルゴ

リズムが存在すれば， Aにも定数近似多項式時間

アルゴリズムが存在するこ

定義...－.斑p最適化問題Aは，以下の条件を満
たす持，～ NPQ完全.（NPO欄PB完全Jであると
しEつ．

(1) AENPO (AεNPO-PB) . 

意のB ENPO {B. ENPO.:PB）がA

るあで包む可
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最適化問題のクラス分け及

てはじ様々な研究がなされでいる［CP91,PY91ち

C主94,=QKST9ff] .:s例えば［CP9,1,CT94］では，
i護化問題〈をおPD〆APX, PTAS, ,FPTASにク

ラス分：けしぞておりよそれぞ、れのクラスにおいて，

適切な♂変換のJDでの完全問題も示されている．

しかし， N.PO
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従来の みを用いて十分に

に，討AXSATを利用じて時間割作成問題を解イ

くための変換万法について述べる．最後に部分

MAXSATの必要性を考える．

3.1 MAXSATおよび時間割作成問題

町、ぬい・～；rriを変数といい，これらは実行）

または偽（0）の龍を駁る．変数J.'iおよびその否

定買を 1）テラjレと〈いう．リテラルの論理和を項？

とし王い， q墳の論理積を CNF論理式という. CNP 

論理式の充足可能性．問題（SAT）はCNF論理式f
が与えられた時，全ての項を 1じする心変数へ

のOJ1割り当てを見つける問題である．、また，

MAXSAT は，できるだけ多くの項を iにする割

り当てを見つける開題である．

時賂割作成問題は，大学のデータベースから持

関舗を作成する最適化問題で，入力例題は以下の

ような情報である. (i）学生の集合乞8，教官の集

合Lip，教室の集合.ER，時間の集会主；T，講義の

Ee・叩（ii）“ぜの学生がどの講義を履修希望して
いるかという’情報． (iii）どの教官がどの講義を担

当するかとういう靖報. (iv）各教官の講義を行な

えない時間の清報. (v）どの講義がどの教室を使う

ことができないかという情報. (vi）／どの教室をど

の時間に使うことができないかという情報．

時間割作成問題は， ι述の例題が与えられた時
に次のような条件を満たす時間割を作成する問題

である. ( a.）同じ時開，教室に2つ以上の講義を

Fhu 
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舗り当ててはいけないレ（b）講義c1とC2；が同じ教

官の担当であれば， C1とのは向℃時間に説り当て

られてはいけない• : ( C）講義 C1を希望する学生が
いれば， C1は行なわれなければいけない．また，

講義 C1とC2を同じ学生が希望していたら，＇ C1と

C2を同じ時間に割り当ててはいけない. ( d）講義

C1の担当教官がめであり，教官P1が時関 t1に講

義を行なえないとすると，山講義C1を時間 t1に行

なってはいけない. ( e）講義qを教室ηでは行な

えないとすると， C1をr1』こ割り当ててはいけな

い. (f）教室 r1は時間 t1に使えないとすると，〆時

開h，教室 r1にはどの講義も割り当ててはいけな

しミ

3.2 変換アルゴリズム

講義数を A，時鍔数をB，教室数を Cとし

て，変数は Xi,j,k(l::::; i三A,1 s; j三B,1三ks; 

C）を使用する．変数Xi,j,kに1が割り当てられた

状態、というのを，講義Ciを時間 tjに教室 rkで行

なう rともいう状態と考える． したがって，変数割り

当ては， （全く機能できないようなものも含め

て｝ある時間割を表しているものと考えることが

できる．基本的なアイデアは，前節で述べた条件

が満たされない割り当てに対して，。となる項を

イ乍っていくことである．、アルゴリズムは例を用い

て説明する．

変換アルゴリズム

ステップ1：各九， i2,j, k （九 ":fii2）に対して，
（可ロエ十需刀：，；）という項を作る．異なる2
つの講義九とらが同じ時期に同じ教室で行

なわれた時，これらの項のうちのいずれかが

むとなる．

ステップ2：教官PIの担当講義を C2, C4, C5と

すると，各j,k1,k2(k1":fiん） ~こ対 Jして，

同五：＋百万；）（巧刀：十巧刀；）（む京：＋

巧刀；）何万：＋巧五；）（可刀？十有五；）

（巧五？＋巧刀；）という項を作る．これら

の項は，教官P1の担当講義（同じ講義も含

む）が同じ時間に行なわれた時にo

すべての教官に：t.fLて，J ミ：れ込の項を作るぷ

ステップ3：学生 S1が講義 C1,C3, C5, csを績修；じ

たいとする；二この時i各iこ；1,3ラ5,8に対し

(iiム1キXiム2；十・・・十 Xi,B;C）という項、

を作る．講義Ciが行なわれなかっだ時この項

は0になる．全ての学生に対してこれらの項

を作る．

ステップ4：学生 S1が講義 C1,C3, C5, Cgを履修し

たいとする．各j,k1うん（ん＃ん）に対して，

（巧~＋巧刀；）（町立石十巧J,i;) （巧五：＋

碍工石）（巧刀：＋巧五；）（巧立五十汚五；）

｛巧~十巧工，；）という項を作る. 2つの

講義が同じ時間に行なわれた時，対応する項

が0となる．全ての学生に対して，これらの

項を作る．

ステップ5～7：条件（d）～.（f)をi荷たすために同

様の項を作る．

3.3 部分MAXSAT

上述の変換により得られたCNF論理式fを
解くことを考える．もし，充足解を得ることがで

きれば，その解から要求を全て満たすような時間

割を得ることができる．しかし，論理式fのサイ

ズがかなり大きいため，そのような充足解を求め

ることはほとんど不可能であると考えられる．ま

た， f自身が充足不能である場合もありうる．し

たがって，充足解を求めるというよりは，最適に

近い近｛以解，すなわち，できる：だけ多くの項を充

足するような解を求めることを考える必要性があ

る．このような最適化問題に対する解法アルゴリ

ズムというのは，かなり精度の良いものが知られ

ており［GW94］，このような既存のアルゴリズム

を充分に利用できる可能性がある．しかし，上述

の変換のままでは，多くの項を満たす解が，良い

時間割に相当しているとは授らない．例えば，ス

テップ工で作られた項がlつ0になると， 2つの

講義が向じ時間，： i可じ教室に説り当てられること

円。
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になる．つまり，どちらかの講義を行なえないこ

とになる．ところが ステップ4で作られだ項が1

つ0になると，ある学生の希望講義2つが同じ時

間に行なわれることになり，その学生がどちらか

の講義を受講できないだけである． 1つの項がO

になる割り当てでも，明らかに前者の方が質の悪

い時開割である．すなわち，項の重要度というも

のを考える必要性がある．

従来のMAXSATは，単に充足される項数を

多くするような解を求める問題であり，全ての

項は等価に扱われている．例えば，ステップ4の

20項を0にするような割り当てよりも，ステッ

プ1の項10項を 0にする割り当ての方が良い解

であると見なされる．しかし，前述したように，

はAXSATの長い解と良い時間割とが対応してい

ないため，普通にMAXSATアルゴリズムを使っ

ていたのでは，後者のような悪い時間割を，良い

解として出力してしまうことになる．我々の欲し

い解というのは，重要な項を全て充足した上で，

残りの項をできるだけ多く充足するような解であ

る．そのため，このような条件に対応した問題で

ある部分叫AXSATが必要となる．

吉E分MAXSATの例題は同じ変数から成る 2

つのCNF論理式fA及びfBである．部分MA.XS

AT はfAの項を全て満たした上で， fBの項をで

きるだけ充足する割り当てを求める問題で、ある．

すなわち，解としては， hの項が全て満たされ

たものどけを考えることにする．また，コスト

は， !Bの項のうち充足され、たものの数とする．

我々の変換で得られた論理式の場合は，んをス

テップl, 2で作られた項， !Bを残りの項とする

ことによペり， p最悪でもステップL・2は満たして

いる割り当ふだすなわち，少なくとも正しく機能

する時開割が得られることになる．次節では部分

MAXSATの討EOゥPB完全性を示すことにより，

この問題が騒広川最適化問題を模散できることを

示す．

4 部分最適化問題の完全性

本節では，部分間AXSAT，部分MAX独立頂

点集合問題（部分MAXIS），部分MAXクリー

ク問題がNPO“PB完全であることを示す．部分

MAXSATの例題は2つのCNF論理式1Aおよび、

!Bからなり，んの項を全て充足させた上でfB

の項をできるだけ充走する軒り当てを求める問題

である．解のコストは ]Bの項のうち充足された数

である．部分MAXISの例題は，グラフGとその

部分グラフ G,4，および整数kからなり，グラフ

G中の最大独立頂点集合を見つける問題である．

ただし，解は， G,4部分に少なくとも k頂点から

なる独立頂点集合を含んでいなければならない．

コストは求まった独立頂点集合の頂点数から，そ

のうち GA1こ濡する頂点数を差しヲ！いたものとす

る．部分MAXクリーク開題の例題はグラフG、そ

の部分グラフGA，および整数kであり，グラフ中

の最大クリークを求める問題である．ただし，解

はGA部分に k頂点を含んでいないといけない．

定理1. 部分MAXSATはNPO拍PB完全であ

る．

証明．部分MAXSATがNPO♂B問題である

ことは明らかである．任意の持PO-PB問題を 4

とする． AはNPO-PBであるので＂. .Aを解

決定性チューリング機械T(A.）が存在する．ま

た，ある多項式pが存在し， Aの任意の例題zお
よび， zの任意の解yに対し m(:r、立1:s; JJ( Ix！）が

成り立つ. T(A）は解を書く出力テープ＇r1とコス
トを書く出力テープ九を持ち，正しい解を推測し

た場合には，計算の一番最後におにその解のコ

ストの数だけlを書いて停止するものとする．ま
た，解を導いた後のコストの計算は決定的動作を

するものと仮定できる．

問題Aからの変換は， SATのNP完全性の
証明［GJ79］を改良したものである．問題Aの任

意の例題zが与えられた時，まず＇，， [GJ79］と同

様の方法で， T(.4）の動作を模倣するように作

られた論理式をれとする．次に，新たな変数
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W1,W2，・・・，Wmを用意する．ヘステヅプtiごT(A.)

がテープむに1を書sくことに対応する変数割り

当てを Wi=1と考える. T(A.）はある状態にある

テープ記号を読んでいる時に1を書しそのよう

な条件を満たすj犬態とテープ記号の組はただ1つ
であるとしても一般性を失わない．その組を（状態

αラ記号めとする．この時，各iに対して，以下の

ような項を作る．

(Qi，~＋百；）（Hi,b 十哲；）（ Qi，α ＋ Hi,b 十 Wi)

ただし， Qi,aはステップiにT(A.）が状態αであ
るときに，また Hi,bは，ステップiにT(A.）の

ヘッドが記号bを読んでいる時にそれぞれ1と

なる変数で，共に F1中に使われているものであ

る．これらの項からなる論理式を乃とする．最後

におこ（w1)(w2) ・ー仰心とする．

部分MAXSATの例題はfA = Fi ・ F2, foこ
おとして得られる．部分IvIA~SλT の解は， JA
項を全て満たしているので， T(A.）の受理計算に

対応している．また， T(A.）の導いた解のコスト

は，変数W1,W2ぅ・・・ぅ Wmのうち 1になっている数

であり，その数はおのうち充足されている項の数

であるため，解どうしのコストは等しいことが分

かる．また，最終ステップのむの記号列に対応す

る変数割り当てから T(A.）が導いた解を多項式時

間で求めることもできる．以上の議論より，

のNPO-PB問題から部分MAXSATへのPTAS

変換が存在し，部分MAXSATがNPO♂ヨ

であることが分かる．口

定理2！部分MAXISはNPO輪PB完全であ

る．

証明．部分MAXISがNPO♂ヨ開題であるこ

とは明らかである． [GJ79］の3SATから頭点被覆

問題へ変換を応用し，部分MAXSATから変換を

行なう. f=UA,!B）を部分担AXSATの例題と

する.fに使われている変数を X1,X2γ・.,Xnと

し， fAの項数を ffiA, fBの項数を ffiBとする．

リテラルに対応する頂点を 2n儲用意し， Xiとま？

に対応する頂点を枝で結ぶ．これらの2n頂点の集
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図 1：部分MAXSATから部分MAXISへの変換

例

合をIうとする．次にfの各項Cjに対しで，
のリテラル数をもとする．項Cjに対じ， lj頂点

からなる完全グラフを講成する．この完全グラブ

の各頭点をCi中のリテラ1レと対応づけ，リテラlレ

zに士す応、付けられた｝頁点は只中のzに対応するち

のと結ぶしこうしてできたグラフを Gとじ，

及びんに対応する項から作られた頂点からできる

部分グラフをGAとする．ρまた，公 ＝n十IDAと

する．図1に， I=（川十苦言十 X4十れ）・：• ＇（吉1+
x2Y1何百十X3十X4）・・・(x1 ＋巧十均十：~十時J で，
fA = (x1十王3十X4十X5）・・・（苦1f-:i:2), fB 
（宮E千X3十X4）・・・（x1十苦百十 X3十苦工÷苦言｝の場合
のグラブを示す．

グラフGの解が求まったとする．このへ解i土，

GA部分に k＝η＋m_41障の独立頂点を含んでい

る、し選ばれた頂点のうち η億は白川中のもので，

各iLこ対し町または賓のうちのどちらか1つであ

り，残りの mA個は各項に対応する完全ゲラフの

中から 1個ずつ選ばれていることが，グラフの構

成法より分かる．ごの解から，論理式の変数割り

当てを以下のように決める．町中の，変数Xiに

対応、する2つの頂点のうち，叫が選ばれていたら
引こO，言7が選ばれていたら町ロIとする．こ
のとき，各jに対L，項Cjに対正、するクリークの
中から 1頂点（例えば苦言）選ばれているので，竹

中の苦言は選ばれておらず， X5が選ばれている．

したがって， X5= 0という割り当てになってお



り， Cjは苦言によって充足されていることが分か

る．したがって，この解から得られた変数割り当

ては論理式fのん部分を充足していることが分か

る．

上述と向様の議論により， G-GAの部分から

選ばれている環点数は fB中の充足される項数と一

致しているため，最適解のコストおよび解のコス

トは 2つの例題で全く同じである．したがってこ

の変換はPTAS変換である．口

系1. 部分MAXクリ…ク問題は NPO畑PB完

全である．

証明． 定理2で生成されるグラフの補グラブ

をとれば良い． ロ

5 おわりに

本稿では，部分最適化問題である部分MAXSA

T，部分MAXIS，及び＼部分MAXクワーク問題

のNPO-PB完全性を示した．一般に，各組合せ最

適化問題に対して，対応する部分最瀧化問題を考

えることができ，それらは部分立AXSAT等と同

様に近似の難しい問題に見える．今後は，その飽

の部分最遮化問題の完全性等についても議論を行

ないたい．
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