
正規化がA1になるアファイン平面曲線

高橋宣能

　　　　　　　　　　　　　　　§1．はじめに

　カラビヤウ多様体やファノ多様体上の曲線、特に有理曲線、の数え上げについて、

ミラー対称性や量子コホモロジーといったもののおかげで最近いろいろとわかってき
ている（IKM｝，｛R肉，｛CdGP］，｛Msl，｛Kl，　IG］，｛C｝ll，｛司）。これらの一般化として、開

多様体．ヒのアファイン曲線、特にA1、の数え上げという問題が考えられる。

　｛Tlでは、非特異3次曲線Bをとり、被約かつ既約なd次平面曲線0であσて
0＼償の正規化がA1になるもの（これを仮に特異アファイン直線とよぶ）の数を調

べた。Bの変曲点をひとつ取って刀を群とみると0∩8は3ぷ鰯1◎nになって
いるが、位数3dの点Pをとっておいて0∩召＝｛P｝となっているような特異ア
ファイン直線0の数ηdについて、IT｝では次の結果を得た：ば＝1，2，＿，7のとき

々＝1，1，3，16，113，948，8974、ただしd≧5ではηdは多重度付きで数えてあり、

またd＝7ではある仮定が必要。

　ここでは、Bが直線の場合にd次特異アファイン直線0のなすldHl（Hは直
線）の部分集合の次数～ぬを調べる。（8が非特異2次曲線のときも同様にできる。）

　＿＿という話だったのだが、最近［C珂をちゃんと読んでみると、Bが直線の場
合に、任意の次数、二重点の個数、．8との接し方の指定についてそのような（被約）

曲線たちのなす集合の次数に関する漸化式が得られていた。Mdもそれらの内に含ま
れるので、Mdが分かるというのは新しい結果ではないことになるが、ここでの方法
はK◎抵sevlchの方法の一般化であり、特にルfゴ（およびmのだけで閉じた式になっ

ているという点でいくらかの面白みはあると患う（｛C瑚で得られた線形の漸化式と
ここでの非線形の漸化式との関係は？等）。

　　　　　　　　　　§2特異アファイン直線の空間の次元

　以下、C上で考える。

　8⊂P2を直線として、A2＝棚＼8と考える。このとき被約かつ既約なd次平面
曲線0であってC＼βの正規化がAlになるものを特異アファイン直線とよぶこと
にする。このとき、特異アファイン直線たちのなす集合の次元が期待される次元以下

であり、“余分”な特異点を持つものたちのなす集合はさらに小さい次元をもつこと
を示す。

蔓》roρ◎s三t拍n　2．1．亙を直線の因子類とする。

　ωγ⊂i∂司を力とた点で交わる有理曲線の集合とするとき、dinlγ≦2d＋ん一1。

　↓2ノγ⊂μ珂を特異アファイン直線であってA2内にordm仰Vη04εより悪い特

異点をもつかBの近くで5moo〃cでないものたちのなす集合とすると、dimγ＜2庇
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2 高議室能

(3) v c IJHIをB とただ I点で交わる有瑚山線で Bの近くで immersive＜：な
いもののなす集合とすると、 dimVく2d。

Proof.倒として、（3）を証明する。
主張が或り立たないと復定すると、次のような出器X、非持巽i議線Dと支底的射
j: lP'1 x D→Xが存在する： Xは p2のPε B,P1ぃ・・，P2d2 E lP'2¥Bでのプロ…
アップ、 c:= f(lP'1 x {p}) (pερ）として C～dH-l::Ei-mE、ただし Hは斑線
の引戻し、 Ei,Eは九，P上の例外国子、 deg((f…1 B)red/ D）く川、ただし Bc p2 
のXへの引戻しそ再び Bと書く。ここで Kp1×D十(f-1( B) )red三f吋Kx+B）が
成り立つから、部退に plx {p} (pは Dの一般の点）を掛けると矛語を簿る。 口

次に、後で使う変形に関する命題と補題を述べておく。

Proposition 2.2. ([Mr｝の Proposition3の log版jSをネター的スキーム、 X→s
:a:多様体の族、 Biを X 上の Cαrtier因子、 C－十Sを平坦かつ prひperなスキ…ム
腕、 1>iを C上の Cartier因子で S上平坦なものとする。ファイパーを Xs等と
く。

入イを、射 f:Cs→Xsであってスキーム論的に f-lBi,s 5,;; D;,sかつを意、の I
について f(niEJS'I』ppD;,s）の近くで Bi,s(iεりたちが S上正親交差しているもの
たちをノfラメタ…付けするスキ…ムとする。（特に、 Iニゆについては Xが ！（Cs)
の近くで S上滑らかになっており、 1= {i｝については B;,sが J(SuppD;,8）の近く
でS上滑らかになっているものとする。ノ
λイの点［f:Cs→Xs] について、 J*Tx.の昆孫自患な蔀分譲アを次のように講
成する： Pが向転rSuppD;,sに含まれ、他の Di,sに含まれないとき、仇を Di,sの
ま主義式、（町）；εJul，を、 tεIについて B;.s= （町広 0）となるような座標系として、
Pの近くで

'T = I EBiEん泊三 lEB I EBiEI' Oc. ~ l 
1 守 σX;I ¥ -OX; J 

》れは φi,Xiの取り方によらない。
このとき Msの［！］での接空間は H0(C8,T)に向型で、 M の［flでの完備化は
H0(C8, ／）× Sの兜備化の中で h1(Cs，η本の方特式で定義される。

Proof. [Mr］の Proposition3と問線。 口

Remark ..上の主主義で P の近くで j*B;,sニ D；，.ならば、アは f*'.Tx. (-log LiEI 
B;,s）になる。

Lemma 2.3. X を曲面、 Biを Xl：の Cαrtier凶子、 C を械が；＿］ 2次曲線、 Diを
c jこの Cαrtier悶子とする。 f:（ブート X をSuppDiの近くで j*B;= D；が成り
ち、任意の Iについて J(niEISuppD；） の近くで βz戸ε1）たちが正規交差している
ような軒とする。

f*Txの局所告患部分着 7を、 n;e1SuppDiiこ含まれ、憶の Diに含まれない点
Pの近くで Tx（ーlogL:iEIBi）によって定める。
次のことを依定する：

Uが既約のとき、 fは Suppl::Diの外で immersive、＃Suppl::D；三3かて〉
deg／と 1一＃Supp乞D；、
C = C1 u C2が可約のとき、 fiまSuppl::ムの外で各或分上で immersive、
子学S1tppL D; le. s 3、deg'Tlc1と1一千手Suppl::Ddc1、＃Suppl::Ddc，壬2かっ
deg/le,三2一千￥SuppI: D; le, o 
このとき、 H1(C,T) = 0、 1t0(C,T)ニdeg／十2。 口
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正脱イヒが _Alになるアファイン平副l刷綿 3 

§3 Ma = d.ma 

Definition 3.1. BコJP>2をi駐車泉とする。また P1，・・・，P2aE 1P'2¥BとPoεBを ー
般の位置にある点とする。このとき、

Ma= #{CldegC = d,P1γ .. ,P2aξC,(C＼β）v S:! A1}, 

md = #{CldegC = d,Pi,・・・ 3九d 1,PoモC,(C¥B)" S:! A1} 

と定義する。

Theorem 3.1. Ma = d.md. 

Proof.九dをPoに近付けるとき、 Proposition2.1を使うと、九，...,P2dを通る特
異アファイン直線の極｜視はPi,...，九d-1,Poを通る特典アツァイン直線であることが
わかる。さらに Proposition2.2を使うと次のことがわかる： p2をPi，・・・，P2d-1,Po 
でプローアップしたものそ S、E；を例外曲線、 8をBの引き際し、 JIを直線の因子
類の引き戻しとする。また、 Qo,Q1,Q2ξJPlを異なる点とする。 N を射f: JP>l→S 
で、あって Im（！）～ （dl/-2：ι〉かつJ（♀i）εEi,f（♀dE E2,J*B = dQoなるもの
をパラメタ一位汁するスキームとすると、（dimN= 0であり） Md= deg No 
［！］を N の点とするとき、 Proposition2.1(2）により fは immersive、Lemma
2.3、Proposition2.2によりょの N の定義で j*Bニ dQoを外してえられるスキー
ムM は［！］で非特異、 d次光マある。
{Qo｝×λfの、 IP'l×M における [f］の近傍での定義方組式t、SのPoの近くで
の座標系 （x,y）が次のようにとれる： Ea= (x = 0), B＇山 （yニ O)(B':= B一Ea）、
univer叫lIIl 

mM,[/j、krf_ mM,[/jo So口・ ＂＂＝ Sa2二 s=Oは g-1E2 Qo、g-1B' 2 (d -l)Qo 
なる射9たちからなる M の部分スキームを定義するが、 Lemma2.3、Proposition
2.2からこれは［！］で被約な点となり、 soγa・，ScJ-2, S はM の [f］の近くでの座標系
とまる。

一方 N i立がlxyすなわち SSo= 881 -So ＝・・・＝ ssd-2…Sd-3ニお－ ScJ-2ニO
で定義されるが、これの次数は dである。 ヨ

§4 Ma, maの再帰的公式

次の定理を証明する：

Theorem 4.1. d > 2のとき、

nd二時五，l>Dk2mkm1 {z ( ~~ = i) 、Et〉
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そのために、まず4点討さ A1のおoduliのある partialcornpactificationを議或
する。

Mo＝ルfo,5を種数0、6点付きの安定曲線の moduliZ夜間とし、曲線の族向：
Uo→Mo、切断σ；: Moサ Uo(i = 1,2,3,4,5）が universalfamilyをなしていると
する。以下、 α，Aγ，dを 1,2,3,4の置換とする。まず Ea（α，/3;1,0)=Eo（γ，5;0, 1) 
を、 Moの点であって対応する山線が可約かつσiが｛｛α，β，5｝，｛γ，5｝｝のように分か
れているようなものの軌跡の閉包とする。
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4 高橋宣能

次に以下のような帰納的撒作をん十li十k2十h主dである限り行なう； Ei（α，A
k1, l1）と E；（α，{3;k2,l2）が交わるとき、その交点をブローアップしてM叶1とし、例外
曲線を E叶 i（α2β＇k1十l1,k2十／2）、 Ei（α，{3;k1,l1）のpropertransformをEi+1（α，β；
k1' l i)などとする。このようにして、最終的に得られるell閣を Mnとすると、すべ
ての互いに素な k,l 2: 0で k十lSc dをみたすものに対して索協子 E11(a，β；k,l）が
持られる。

長二 Mn、E(a,{3; k, l)日 Eするい，{3;k,l）とし、 Eを、対応するit1J議会f可約である
ような点の集合を台とするlなよの被約因子とする。

λ1(d) M¥(Supp(E - 2二宮（州市l))
(k十l)ld

u (E（α，{3; k, l）たちの交わり）），

E（α，!3; k, l) = E（α，{3; k, l) n Af(dJとする。

Lemma 4.2. 

2二件付）.E(l，以トE二件÷t).E(I,3; k, l). 
。
ピ： U’→ Af(d）を Uoの basechangeとする。また、 kl::/O(resp. (k,l) = (1,0) 
または （k,l) = (0, 1））のとき、 F＇（α，{3;k, l）を、ピーi(E（α，{3;k, l）） の既約成分であっ
てσsから引き起こされる切断と交わる（resp.交わらない）ものとする。

Lemma 4.3. F’（α，{3;k,l) c U＇を E（α，β；k,l）上の切断につぶせる。それらすべ
てをつぶしたものをπ：U(d）→ Af(d）、引き起こされる切断を円とすると、 D:=

dσ5(Af(d））は Cartierであり、 E=E（α，β；k,l）仁次のようになる：
(k, l) = (1, 0）のとき、 tそ非斉次産標として E ~ JP'1¥{t口0,1,ooトπ－1(E)~ぎ
が×E、aa(E）ニ｛O｝×払匂（E)= {l} x E、σ，（E）出向（E)= {(t, t見、 σ5(E）ニ
{oo} x E。
klヲ正Gのとき、 tを非；斉次穣擦としてEさ P1¥{t= O,oo｝、 Y1,Y2を非斉次産諜と
してπ1(E)~ {Y1Y2 = 0} C 1P'2 x E、σ白 （E)= {(oo, O）｝×E、町（E)={(l,O）｝×E、
σ1(E) = {(O, 1）｝× E、内（E）口｛（O,oo）｝× E、σ5(E）口｛（O,O)}xE、

DJn-l(E) 
tb __4_ ~ 
{y;-1 十tk+iy｛巴＝ O} n (A2 x E) 

口

Definition 4.1. d 2: 2について、 M=M(d）とおき、 PiE lP'2(1 $; i壬2d-1）を
一般の位量にある点、 l1,l2 c F を一般の位置にある直線とする。 X をJP2の凡で
のブローアップ、 Eiを鍔外関子とする。このとき、

N:={fε llomM(U,X×M)jlm(J）～dH-2：ι 
σi('i = 1, 2）の近くで f川＝σ；，f事E1＝σ3,f*E2＝σ4, j* B = D, 
J は birational},

（に然るべきスキーム構造を入れたもの）とする。 p:N→M を自然な射とする。
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正規化が A1になるアファインヂ岡山線 5 

Lemma 4.5. (1) p-・l E(n, /3; k, l）の近くでNは純 I次元完全交差スキーム、 P-1E(
α，/3; k, l）は有限集合。
{2｝自然な射 N→M はお（α，/3;k, l）の近くで prope1・0
Proof. (1) Proposition 2.2より N＇；ニ p-1E（α，《k,l）の次元がOであることを示せ
ばよいが、これは店、oposition2. lと Lemma4.3からわかる。
(2) N の点の設が E（α，/3;k, l）に近封くときその極i壌が N に入っていることが
Proposition 2.1および Lemma4.3から示される。

次の補題により Theorem4.1が示される；

Lemma 4.6. k十lニエ d、k口 k'g,l = l'g、k',l’は互いに議とすると p-1(E（α，/3;
k’J’））は被約。したがって、

degp-1(E(l,2;0, 1)) =Md, 

(k',l') =I (0,1）のとき

degp-1陀山ト〆（( 2d2~ 3) Mk mt 十（；~＝ i)mkM1),

何 p 1 (E(lヲ川う）＝ g州
. Proof. Proposition 2.1、2.2、Lemma2.3、4.3を使って般初の主張を得る。
以下、 degp一1(E(l,2; k', l')), kγヂ0について説明する。その他の場合も同様。
p-1(E(l,2; k’J’））の点は k次の特異アファイン直線引と l次の特異アファイン
直線 C2であって C1nB＝ニ C2nB、PしP2εC2、P；εC1UC2であるようなものを
あたえる。＃｛ijP；εCi}が 2kであるか 2k-lであるかによって、そのような組合
せの数は上の式のかっこのなかの第 1項および、第 2項であたえられる。た2Iまσi,a2
の京り方、 giまtの殺り ｝jに対応する。 ロ
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