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差分微分方程式の形式で記述されるモデル方程式は多く，時間遅れ微分方程式はその典

型である．時間遅れを伴う自然現象は数多く知られており，交通流［7]や神経科学［4]の他

に，新型コロナウイルスの伝播［6],景気循環や経済成長における投資遅延の効果 [3]が挙

げられる．その他，空間 1次元における偏微分方程式に対して空間微分を離散化すること

でも，差分微分方程式は自然に現れる．これらの現象に対する数理モデルには，時間周期的

な挙動を持つ解や，状態変化と対応する遷移層を含む解が現れるものもあるが，一般にこ

のような解を厳密な解析により構成することは難しい．

時間周期解や遷移層を表す解の構成において，力学系理論がこれまで有効に機能してき

た例えば自励系のモデル方程式では，相平面解析が強力な解析手法となる．しかし，差分

項を含む系への適用は一般に困難であり，差分微分方程式の解析が難しい一因である．本

研究では差分微分方程式に対して自己誘導関数という新しい概念を導入し，差分項を含む
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部分と含まない微分方程式に分割する方法論を提案する．この分割で与えられる微分方程

式には標準的な力学系理論が適用可能であり，解析が容易になる．また，我々はこの方法を

交通流分野においてよく知られている最適速度 (OV)モデルに対して応用し，遷移層を持

つ解の構成が可能となることを示す．

本稿の構成は次のとおりである． 2節ではまず， ovモデルにおける渋滞相と対応する
時間周期解が満たすべき差分微分方程式 (2)を導入する．この方程式に対する数値計算結

果から，遷移層の特徴を指摘する（図 1(b)参照）．その上で自己誘導関数gを導入し，（2)

を(5)と(6)の2つの問題に分ける．この 2つの問題を（7)の下で考え，解の存在を主張

する（定理 1).定理の主張の後に証明の方針を詳しく述べる． 3節で定理 lを証明する．

2 交通流における最適速度モデル

交通流分野でよく知られている OVモデル ([l])とは，

x~ = a(V（△咋）ー x~), n = l,..., N (1) 

である．この方程式を区間長 Lのサーキットで考え，前方の車との車間距離を表す関数

△咋(t)= Xn+1(t)一卯（t)がtについて周期的で，かつ△Xn(t)=X(ct+n-l)を満た

すと仮定すると，

岱X"-a(V(aX) -V(X)) + acX'= 0 (2) 

が得られる．ここで X=X(s)は周期 N の関数であり， c>Oである．シフト作用素 5

は車閻距離△Xnから自然に現れ，関数ゃに対し，［びゃ］（s)三'P(s+ 1)で定義される．多

くの場合，ov関数 Vにはシグモイド型の関数が使われる．例えばfJ,Vo, l > 0, M E屈
に対して

Vo 
V(x) = ~(tanh[f3 (x -l)] + M) 

2 
(3) 

で与えられる．（2)における周期解は，（1)において自己組織的に形成される波の伝播，い

わゆる渋滞と対応するため重要である（図 1(a)). [8]では周期解が構成されているが，

OV関数に階段関数を適用するといった強い条件が課されており，解析的なアプローチに

よる研究結果としては不十分である．

(3)を仮定して数値計算を行うと，（2)における周期解 X が確認できる（図 1(b)).こ

の結果をさらに詳しく見ると， Xがある定数 X1，ふに近い状態を取る領域と，それらを

結ぶ遷移層を持つ領域 I1,hに分けられ， hでは単調減少， I2では単調増加であることが

観察できる．さらに， N を大きくすると， I1,hの幅はほとんど変化せず， cNはある定数
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(a) (1)における渋滞現象 (b) (2)における周期解

図 1ovモデルにおける数値計算結果． OV関数に (3)を用い， Vo= 0.0336, 
(3 = 89.7, l = 0.025, M = 0.913, a= 1.6とした．（a)は（1)に対する結果を示して

おり， L=lの長さを持つサーキット上を N=40台の車が走行する状況を表す．図中

の赤丸は各車のサーキット上の位置と対応し，矢印は各車の進行方向を意味する．（b)

では，（2)を区間 [O,N]における周期境界条件の下で考え， N= 20（点線）， N= 40 

（実線）に対する結果を示しているただし横軸の幅を揃えるため， s/Nを用いて表示

していることに注意する．

に漸近する．以上の考察の下，本研究では c,X1,X2を決定し，遷移層に対応した (2)の解

を構成し，（1)における渋滞相を数理的に特徴付けることを目標とする．

hにおける遷移層を念頭に置き，適当な soに対して X(s)= X2 -u(s -so))によっ

て関数 u= u(s)を導入することで，（2)から

c2u" + a(V(X2 -cru) -V(X2 -u)) + acu'= 0 (4) 

が得られる．以下では，（4)における単調減少な解を構成することに焦点を当てる．ここで

(4)を異なる視点から捉える．求めるべき解 uは単調減少であるので逆関数を持つ．する

と，［mul(s)は U の関数とみなせるので，

g(u(s)) = a(V(X2ー［叫(s))-V(X2 -u(s))), (5) 

及び，g(O)= 0によって関数g= g(u)を導入することが可能である．このように導入さ

れるgのことを「自己誘導関数」と呼ぶこととする．以上により，（4)の解 (u,c)を求め

ることは，（5)と
c2u" + g(u) + acu'= 0 (6) 

を同時に満たす (u,c,g)を求めることに等しい

本稿では，パラメータ n>0を任意に与え，f3が十分大きいと仮定する．このとき，条件

u'(s) < 0 (s > -1), u(-1) ='f/, u(O) = ~' lim u(s)eas/c > 0 
S→OO 

(7) 
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の下で，（5)と(6)を s> -1で考える．さて，（3)でf3→ 00とすることで得られる階段

関数を OV関数として用いた場合，自己誘導関数はg(u)= go(u)三aVoX[,,,/2,,,,J (u)とな

る．ここで， X［n/2,n](u)は
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を満たす定義関数である．g=g。の場合には (6)を直接解くことができるため，（5)-(7)

を満たす解（u*,ら）を具体的に構成できるまた，（＜ー2)e'+2 = 0の一意解 (>0に対

して，月三 2Vo(/aとするとき， n>りであれば叫（ー1)< 0, 77 =りであれば叫（一1)= 0 

が成り立つ（補題 1).なお， n＝月に対する（広，ら）は，［8]で構成されているものと本質

的に一致することに注意する．

（叫ぶ）から得られる情報を用いて，任意の n>りに対して以下の定理 1を証明するこ

とを日標とする．定理では， VEび（罠）に次を仮定する．

(Al) V はパラメータ 0に依存し，ある l,Vo > 0, Vi E賊に対して，各点 XE罠で

lim V(x) = VoH(x -l)＋いを満たす．ここで H は， X < 0で H(x)= 0, 
/3→OO 

x>Oで H(x)= 1を満たす階段関数である．さらに，任意の 6。>0に対して，

lim sup IV'(x)I = 0が成り立つ．
/3→°° |x-l 26。

(A2) x E罠で V'(x)> Oである．また， 0に依存しないある定数 m1,m2が存在して，

m1 ::; V(x)::; m2を満たす．

定理l.VE Cパ艮）が (Al),(A2)を満たすとする．任意に n＞りを与え， X2= l +17/2 

とするもし 0が十分大きければ，（5)-(1)を満たす解 (u,c,g)が存在する．

次節で定理 1を証明する．ここで，証明の概略について述べる．まず，（u*,c*)を具体的

に構成する（補題 1).次に，（u*,ら）を用いてある関数のクラスgを定義し，自己誘導関

数gが満たすべき条件を示す．次に，任意のgEQに対して (6)と（7)の解 (u,c)が一

意に存在することを示す（補題 6).この議論において，（6)を (16)に置き換え，¢= rp(u) 

を導入することが重要である．ここでも u(s)の単調性が必要である．（16)の導入の際，ま

ずは u=O付近での（6)における解の振る舞いを詳細に決定する必要がある．しかしな

がら，gE gに対しては連続性のみが仮定され， C1級は保証されないため，詳細な情報を

得ることは一般に困難である．この点を解消するため，パラメータ 8>0を持つカットオ

フ関数心を自己誘導関数に人工的に加える（（12)や (20)を参照）．補題 6で得られた
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(u, C)を用いて新たに自己誘導関数を導入することで，（20)で写像 Tを定義する最後

に，この写像に対して Schauderの不動点定理 ([5])を適用し，（23)と（7)を満たす (u,c) 

の存在を保証する（定理 2).ここまでの議論では，カットオフ関数心が自己誘導関数に

付与されていたそこで， 6→ 0と極限を取ることによりカットオフ関数を取り除き，最
終的に定理 1を示す．

3 定理 1の証明

まず (u*,ら）を具体的に構成し，りの導出過程を明示する．前節で述べたように，

((-2)e<: + 2 = 0を正の範囲で考えたとき，一意解 (>0が存在することに注意する．

補題 1．もし n2りであれば，g=g。に対する (6)と (7)は一意に解（広，ら）を持
つ．さらに，叫は s2: -1で単調減少であり， n=りのとき必(-1)=0,ry>りのとき
u:(-1) < 0を満たす．

Proof. v(z) = u(cz)と変数変換することで，g= goに対する (6)は

v" + go(v) +av'= 0 (8) 

と書き換えられる．（8)の解 vが， v(O)= ry/2, lirnz→= v(z) = 0であり，かつ，ある

Zo < 0に対して v(zo)= rJを満たすとすると，

v(z) = {::1az-e―az)-Voz十急―az, Zo三z< O, 

-e, z 2 0 
2 

と表されるただし，TJ,Zoは

n ＝性（1-e―az□)-Vozo＋勾―azo
a 2 

を満たさなければならない．これをnについて解くと，

2Vo e―azo -l + az。
n = a e-az。-2 

(9) 

(10) 

を得る．ここで関数 h(〈)三 (e(-1 -() / (e(-2)を定めると，（10)はrJ= 2Voh(-azo)/a 

と同値である．簡単な計算から，

((-2)e(+ 2 
h'(<)三＝0 

（ぷー 2)2
(11) 
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は一意解(~ 1.59を持つ．ここで，り＝ 2Voh(()/a> 0, z。=-(/a< 0とおく．
方，ゑ。＝一(log2)/a< 0とすると， e―azo_ 2 = 0を満たす． log2~ 0.69に注意すれば，

芝。＜る。である．したがって，芝。:SZo <る。である場合に限り，（9)で与えられる vは，（8)

を満たす Z2: Zoで単調減少な解であり，nは (10)で与えられ，nこりを満たす．最後に，
c = -1/zo, u(s) = v(s/c)とすることで，補題が成り立つことが分かる．

注意l.(11)は/8]の式 (15)と本質的に同じである．

口

n ＞りを任意に与える．広は s2:ー1で単調減少であるので，広は逆関数 u*-1を持つ．
ここでg*を

g*(u) = a心 (u)(V(l+ ~―叫 (u;:-1(u) + 1)) -V(l + ~ -u)), (12) 

及び，ル(0)= 0で与える．ここで 8> 0は十分小さいパラメータであり， x6 € COO（賊）

はカットオフ関数で， u<oに対して心(u)= 0, u > 215に対して心(u)= 1を満たすと

する．（12)でu＝叫（s)を代入すれば，

g心（s))＝叩（広(s))(V(l+]―叫(s+ 1)) -V(l + ~―叫 (s))) (13) 

が成り立つことに注意する．

次に，(3,0と独立な定数釘，E2> 0 を十分小さくとる．f3， 0,C1,e2 と独立な妬€

(o, TJ/2)，西€（n／2,n) を任意にとる．砂が n に十分近いとする（補題 5 参照）．区間 I

上の連続関数gに対して与えられる連続関数ノルムを llgllc(I)三 8tiPuEIlg(u)Iで与え，

g三{gE C([O, TJD I O :S g(u) :S a(m2 -mり(uE [O, TJD, g(u)三0(u E [O, 15]), 
g(u) :S s1u (u E [O,ii1]), Ilg-g』|C([O，西］） Se2} 

を定義する．以下の補題で示すようにg*€ gであるため，gは空ではない． C([O,'f/])上

のノルムによってgに距離を与えると，gは有界な閉凸集合である．

補題 2.nこりを任意に与えると，以下が成り立つ．

(i) g*は［0,TJ]上で連続で，非負である．

(ii) u E [O, o]に対してg*(u)= 0である．
(iii) u E [O,'f/]に対して佑（u):S a（四—加）である．

(iv))im g*(u) = go(u). 
B→OO 
(v)(3,6と独立な定数臼を十分小さく与える．f3，0,C1と独立な定数妬<TJ/2を任意

に与える．このときf3が十分大きければ， U € ［O直1] に対してg*(u):S釘U が成

り立つ．
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Proof. s 2: -1で広（s)は連続で，単調減少，かつ lim8→oo叫(s)= 0であるので，（i)が

成り立つことは明らかである．カットオフ関数 X8により，（ii)が成り立つことも明らか．

(iii)は (A2)より成り立つ．（Al)により，

f31四9＊比（s))= ax凸 (s))(H(i―叫(s+ 1)) -H(i―叫(s))). (14) 

が成り立つ．叫が単調減少で広(0)= ry/2であるので，（iv)を得る．

叫(s1)＝元を満たす釘＞ 0を取る． u*は単調減少であるので， s2: s1で広(s+ 1) < 

叫(s)'.S妬が成り立つ．f3が十分大きいとすれば，（Al)により supUE(Oぷi)aV'(l+ry/2-

u)'.S E1を得る．平均値の定理により，ある 0E (u*(s + 1），叫（s))が存在して，

g心（s))＝叩（叫(s))V'(l+ i -0）（叫s)一叫(s+ 1))こ紐＊（s)
が成り立っため，（v)を得る． ロ

g E gを任意に与える． C > 0とする． C は後で決まる定数である． uE [0,6]で

g(u)三0であるので，（6)の解 u(s)は， u(s)S 6である限り u(s)= ue―as/cと表され

る．ここで 0はある正定数である． uは単調減少であるので，

¢(u(s)) = -cu'(s) (15) 

によって関数¢ = ¢(u)を定義できる． limS→00u(s)= 0を考慮し， ¢(0)= 0とす

ることで，¢は uE [O, fJ]上で well-definedである． （15)の両辺を微分することで

¢'(u(s))u'(s) = -cu"(s)を得る．したがって，¢は

竺＝ a-~ (16) 
du ¢ 

と¢(fJ)= afJの解とみなせる．（16)の右辺は，¢cf 0で C1であるので， ¢>0である限
り，解¢を u> fJに延長することができる．ここで，gが局所リプシッツ関数とは限らな

いため，（6)における解の存在と一意性は，［2]にあるような常微分方程式の一般論では保

証されないことに注意する．以下で，解¢は U=nまで連続的に延長でき，正であること

を示す．

まず次の補題で，如(u)=auが (16)における優解であることを示す．

補題 3.u 2: 0に対して ¢(u)2: 0である限り，の(u):S如（u)が成り立つ．

Proof.心三¢ー如とする．明らかに O:Su:SfJで心三0である．一方， U2 6で

d心g(u)
ー＝一:S0 
du ¢ 
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が成り立つ．したがってゆ（u)：：：：：心（<5)= 0を得る．

区間 [O,77]を
[O, ri] = [O，妬lu ［妬，恥lu ［恥，n］

口

の3つに分割する．第 1区間における (16)の劣解を与えよう．/'i,= (a+~臼）／2

に対して，切＝ ¢l(U）三邸とする．釘＞〇は十分小さいので， K はaに近い値を取り， a

よりも小さい．また，切は u>Oで

d向 2釘 U
=a-=;-::- (17) 
du 切

と初期条件切(0)= 0を満たす．次の補題では， ¢lが［0，妬］で劣解であることを示す．

補題 4.[O，妬］でrp(u)2:切(u)が成り立つ．

Proof. a> /'i,であるので， 0<u:Si5でrp(u)>切(u)が成り立つ．そこで，背理法を用い

て補題を証明する．ある Uo> l5が存在してrp(uo)=切（Uo)が初めて成り立ったとする．

すると (drp/du) (uo):::; (dr/>l/du)(uo)でなければならない．しかしながら，g(u):S釘Uで

あるので
d¢ d切 2e四o g(uo) 2c四o-g(uo) 
-(Uo) - (Uo) = - = > O 
du ¥-v, du 切(uo) rp(uo)¢>(uo) 

が成り立つが，これは矛盾である． ロ

(15)において (u,c) = (u*,ら）を考えることで，¢*を導入する．するとかは，g(u)= 

go(u)に対して (16)を満たす．（9)における具体的な表示を用いることで，［元，n]で

¢* >0が成り立つことが分かる．すると，以下の補題で述べられるように，¢はかで近似

される．ここから補題 8の証明まで，(3'i5,釘， E2,g直1，砂に依存しない一般的な定数を C

で表し，区別しないこととする．

補題5.T/ー励が十分小さいとし，釘が十分小さいとすると，/3,8，釘，ど2,g亙1，砂と独立な

定数C>0が存在して，［妬，砂lで1¢(u)ーか(u)I:S Cc2と，［砂，n]でゆ(u)ーか(u)I:s; 
C(n一切）が成り立つ．

Proof.ゆ三の一¢*とおく．すると心は

d心g(u),go(u) go(u).,., go(u) -g(u) 
ー＝— + ＝ 心＋ （三p心十q)
du ¢ か のか ¢ 

を満たす．この式から

叫）＝ゆ（妬） ＋Ju(p(w)心(w)+ q(w))dw 
ii1 

(18) 
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を得る．補題 3,4により，釘が e2に対して十分小さければ伽（面）1:::;c釘<e2が成り
立つ．ここで

Uo三 max{uE［面回］ 1 |心(u)|:SVE2 (u E［妬，0］)}

を与える． I心（妬）I::; c2により， uo＞面が成り立つことが分かる．もし e2が十分小さけ

れば， UE［妬濯o]で¢(u)2 ¢*(u)一［可2cであることが簡単に分かる．また，補題 1,

2によって，p=p(u)とq= q(u)が uE［妬，Uo]で|p(u)I:SC, lq(u)I :S Cc2を満たす
ことが分かる．すると， Gronwallの不等式によって uE［妬，Uo]で伽(u)I:S Cc2が成り

立っため， Uoは励と一致する．補題の残りの主張も同様に成り立つ． 口

補題 3-5から， uE[b,T/]に対して，（16)の解¢は連続的に拡張され，正であることが

分かる．この事実により以下の補題が成り立つ．

補題 6.補題 5と同じ仮定の下で，（6)と(7)を満たす解 (u,C)が一意に存在する．

Proof．補題 5により，（16)の解¢は uE[b,T/]で well-definedであり，正である．常微

分方程式における一般論から，¢の一意性は明らかである．次に，

v'(z) = -cf>(v(z)) (19) 

をv(O)= ry/2の下で考える．¢がび級であることから，ある zo< 0 < z1が存在して，

(19)はzoS z S z1で一意解 vを持ち， v(zo)= TJと v(z1)= Oを満たすことが分かる．

さらに， Z2 Z1で v(z)= Oe―azとおく． c=ー l/zoに対して u(s)= v(s/c)を与えれば，

U は (6)と（7)の解であることが分かる．

次に解の一意性を示す．（6)と（7)を満たす解 (u,c)が存在したとする．（15)において

(u, c) =（紅）を考えることで，輩を導入する．すると忍は，

d忍g(u)
- = a -
du 匂

と輩(o)= aoを満たす．（16)における解の一意性から，畜は¢と一致せねばならない．し

たがって(fl,c)は，（u,c)と等しいことが分かる． 口

注意 2.{16)の導出と補題 6における証明から分かるように，各g€ gに対する (15)

によって，（u,c)と¢は 1対 1に対応することが分かる．ここで，（u,c)は (6)と(7)を

満たす解であり，のは (16)の解で， uE [0,8]においてcp(u)= auを満たすものである．

次に，補題 6で与えられた解 (u,c)に対して， c>Oを評価する．
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補題 7.補題 5と同じ仮定の下で，/3,<5，釘， E2,g直1，砂と独立なある釘，函＞〇が存在し

て，釘:SCさで2が成り立つ．

Proof. [-1, 0]で (15)の両辺を積分すると，

゜c 汀—T/) = -J_~ ¢(u(s))ds 
-1 

を得る．補題 5により¢は uE [TJ/2, T/]で一様有界である．よって，補題 7が成り立

つ． 口

補題 6で与えられた解 (u,C)に対して， u(s)＝妬を満たす s>Oが唯一つ定まる．次

に，この 5を評価する．

補題 8.補題 5と同じ仮定の下で， 9,d，釘，E2,g，切と独立な祖，西＞〇が存在して，

祖＜ s~ 西が成り立つ．

Proof. [O, s]で (15)の両辺を積分すると，

噸1-~) = -18 ¢(u(s))ds 

が成り立つ．前の補題と同様にすれば 5に対する評価を得る． 口

g € gに対して，補題 6で与えられる解を (u,C)とする．gへの依存性を強調するた

めに， U= Ugと表す． u9(s)はsについて狭義単調減少であるので， uE (O,ry]に対して

(l(u;g) = u9(u;1(u) + 1)を定義できる．また(l(O;g)= 0とする．ここで，写像 Tを

[Tg](u) = axli(u)(V(l + ~—CJ (u; g)) -V(l + ~ -u)) (20) 

で定義する．（5)と同様に，

[Tg](u9(s)) = ax凸 (s))(V(l+ ~ -u9(s + 1)) -V(l + ~ -u9(s))) (21) 

が s2 -1で成り立つことに注意する．次にTの性質を調べる．

補題 9.補題 5と同じ仮定の下で， T：g→gは連続である．

Proof.まず，gE gに対して TgE 9が成り立つことを示す． （6)の解 u9(s)は

び（［ー1,oo))で単調減少である．したがって， TgE C([O, ry])である．また，［O,ry]におい

て0:S [Tg](u) :S a(m2 -m1)が成り立つことは，（A2)により明らかである．カットオフ

関数心により，［0,i5]で [Tg](u)= 0であることも自明である．
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次に uE (0直1]に対して [Tg](u)< E1uを示す． まず，［Tg](u)三 0であるので，

u E (0, 8]でこの不等式が成り立つことは明らかである．次に，不等式が成り立つことを背

理法によって示そう．ある UoE (8，ii1]が存在して，［Tg](uo)＝釘Uoが初めて成り立った

とする．平均値の定理から，あるiiE (a-(uo; g), uo)が存在して，

T/ -¥/ I ¥¥ - TTfl,,  T/ 
釘u0= a心 (uo)(V'(l+――町(uoーa-(uo;g))S aV'(l十一ー砂）uo

2 2 

が成り立つ．したがって釘 SaV'(l + ~ -u)である．一方で，（Al)により，この不等式
2 

の右辺はf3→CX)で 0に収束するため，矛盾である．

次に［ふ恥］で l[Tg](u)-g*(u)Iを評価する．以下， Cは(3,6，釘，E2,g，面，面と独立

で，一般的な定数とする． Ugと u＊は［ー1,oo)から (0,TJ]への全単射な関数であるので，

各 sに対して u9(s)=叫（ふ）を満たすへが唯 1つ存在する．ここで 6。=n -U2とお
き， u9(s)=広（へ） E ［ふら］が成り立つ場合に u9(s+ 1) S TJ/2 -C8。であることを示す．

U =Ugに対して¢>= rp(u)を（15)により定義する．［ー1,s]で (15)の両辺を積分すると，

c(n -6。-n) 2 -JS ¢(Ug(O))d0 
-1 

を得る．したがって，補題 5により C8。ss+lを得る． Ugが単調減少で u9(0)= TJ/2 

であることから，平均値の定理によりある sE (0, C8o)が存在して

u9(s + 1)s u9(C伽）＝叫0)+ u9(C80) -u9(0) = ~ + u~(s)C8。 s ~ -C8。

が成り立つ．上と同様に，広(s*+ 1) s TJ/2 -C8。も成り立つ．以上により，f3が十分大
きければ (A2)により

l[Tg](u9(s)) -g心（い）IS alV(l + ~ -u9(s + 1)) -V(l + ~―叫（ふ＋ 1)))1
さa sup IV'(l + u)llu9(s + 1)一叫(s*+ 1)1 S c2 
uE(Ciio,oo) 

が成り立つ．したがって TgE gであることが分かる．

Tの連続性を示すためにまずは準備をする．gn,g€ gを取り， n→ 00でgn→gが

C([O, 77])で成り立つと仮定する．これ以降， Cはnにも依存しない一般的な定数である

とする．gnとgに対して補題 6で与えられる (u,c)を，それぞれ (un,Cn)と(u9,c)と

表す．簡単のため， Ugn の代わりに Unと表していることに注意する．次に，（Un,Cn)と

(u9,c)に対して (15)を用いることで，叫と¢を与える．ここで Unと如について調べ

る．まず [0,8]で9n(u)= g(u) = 0であるので，如(u)= ¢(u) = auが成り立つ．一方，
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補題 4,5により，もし e2とn一切が十分小さければ，［8/2,TJ]で如2':Cと¢ 2': Cが成
り立つ． n→ ooにおいてgnがgに収束することから，（16)により叫→ ¢が C([O,TJ]) 

で成り立つことが分かる．（15)と補題 7,および，［8/2,TJ]で1>n2 Cであることから， n

に依存しないある蹟＞ 0に対して閲（球）三 6が成り立つ．すると，ある SnE［函，s司

が存在して，叫(sn)= 8が成り立つ．ここで s1は補題 8で与えられたものである．した

がって， S> Snに対して閲(s)= 8ea(s-sn)/cnと表される．

以上の準備の下で Tの連続性を示す．補題 5と7により，（Uか en)は

||四||c（［一1,=))+||心||c（［ー1,=))+ lcnl :SC 

を満たすことが分かる．したがって， Ascoli-Arzelaの定理により，部分列 (Unk'Cnk'Sn』

と(u,c,s)が存在して， K→ ooに対して Unk→iiin C([-1, s応），伍→ c,Snk→ 5 

が成り立つ． s> sでは u(s)= 8ea(s-s)/cと書き下せることに注意すれば， Unkが

C([-1, oo))で 0に収束することが分かる． n→ ooに対して伽は¢に収束するので，

(u,c, ¢)は (15)を満たすことが分かる．したがって (u,c)は，gに対する (6)と（7)の解

となるが，補題 6で示した一意性の結果から，（U,c) = (u, C)が成り立つ．これは n→ OO 

で（Un,Cn)が (u,C)に収束することを示しており， Tgn→ Tgを得る． ロ

次に Tがコンパクトであることを示す．

補題 10.補題 5と同じ仮定の下で， Tはコンパクトである．

Proof. 9n E gを取る．簡単のため， Cは nに依存しない一般的な定数を表すとする．

Tgn E gであるので， nに対してTgnはuE [O, TJ]で一様有界である．ここで， d[Tg』/du

も同様に一様有界であることを示す．gnに対して補題 6で与えられる解を (un,Cn)と表

す． Ugnの代わりに珈と表していることに注意する．如を，（Un,伍）に対して (15)で

与えられるものとする．g= 9nとUg= Unに対する (21)において，両辺を sで微分す

ると，

d[Tg叫
du 
（Un(s))叫(s)

= -ax/j旧(s))(V'(l+ ~—叫(s + 1))叫(s+ 1) -V'(l + ~―知(s))叫 (s)) (22) 

+ax紅珈(s))心(s)(V(l+ ~―知(s+ 1)) -V(l + ~―知(s)))

を得る．ここで％を四(sn)= 8によって与える．もし S2': Snであれば，四(s)= 

8ea(s-sn)/cれと表され，四（s)は6以下である．したがって，心（叫（s))=必（知(s))= 0 

が成り立ち，（d[Tgn]/du）（叫（Sn))= 0である．一方，補題 9における議論と同様に考
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えることで， uE [8,ry]では叫2:Cである．これは，補題 7により， 1心(s)I2: Cを

意味する．したがって，（d[Tgn]/du)(u)はnに対して uE [O, rJ]で一様有界である．す

ると， Ascoli-Arzelaの定理により，あるgE C([O, ry])が存在して， n→ CX)に対して
II [Tgn] -9llc([O,'f/])→ 0が成り立つとできる．もし必要であれば， 9nに対する部分列を取

るものとする．gは閉であるので，gEgである．したがって Tはコンパクトである． ロ

ここまでに得られた結果をまとめると，以下の定理が得られる．

定理 2.(Al), (A2)を仮定する． n>りを満たすnを任意に与える．もしf3が十分大き
く8>0が十分小さいのであれば，ある (u,C)が存在して，

C%” ＋叩（u)(V(l+ ~— au)-V(l+~-u))+acu'=O, s>-1 (23) 

と (7)を満たす．

Proof．補題 9,10とSchauderの不動点定理を用いれば， Tの不動点g,すなわち，

如）＝叩(u)(V(l+ ~— a(u; g)) -V(l + ~ -u)) (24) 

を満たすgが存在する．補題 6により，このgに対して（6)の解 (u,c)が存在する．以上

により，（u,c)は (23)と（7)を満たすことが分かる． ロ

ここまで (5)にカットオフ関数心を考慮したものを考えることで，定理 2を示した．

最後に，定理 2で与えられた解に対して 6→0と極限を取ることで，定理 1を示そう．

Proof.定理 2で与えられる (6),(7), (24)の解を（四， C8,98)と表す．伽は（四， C[j)に

対する (15)により与えられるとするまず，補題 3,4により，四（s)さ妬である限り

K四(s)S -c15u~(s) Sa四(s)が成り立つ．ここで四（815)=妬を満たす的を取る．する

と， s:2: s0で
妬e―a(s—恥）／c6 く四（s) -c::::妬e―氏(s刃）／c8 (25) 

が成り立つ．さらに，補題 5によって，四と叫がふ＞ 0に対して sE [-1, oo)で一様有

界であることも分かる．すると，（23)により翡も一様有界である．

ここで 8→0と極限をとる．必要であれば§に対する部分列を取るものとするが，新
たな表記は用いないものとする．補題 7,8で得られた C(iと 56に対する一様評価から，

C8と函はある cと5に収束することが分かる．次に， Ascoli-Arzelaの定理により，各

R>O に対してある紐€び（［ーl,R]) が存在して，

||四-闘||C([-1,R])+ llu~ — u公 llc([-1,R]) → 0 
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が 8→0に対して成り立つ．さらに，対角線論法により，ある uE C1([-1, oo))が存在し
て， 8→0のとき四が uにび([-1,oo))で収束することも容易に分かる．最後に，（23)
において 6→ 0とすることで， uE C2 ([-1, oo))であり，（u,c)が（4)と（7)を満たすこ
とが分かる．したがって，定理 1が成り立つことが示された． 口
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