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1. Introduction 

本稿では、 2025年1月21日にRIMSで著者が講演した、モックモジュラー形式
のp進理論に関する内容を概説する。

本稿の主役であるモックモジュラー形式とは、 RamanujanがHardyに記した最
後の手紙に登場するモックテータ関数を起源にもつ。モックテータ関数とは、モジュ
ラー形式ではないが、モジュラー形式に似だ性質を持つq級数である。 Ramanujan
は自身の手紙にはその定義を述べていなかったが、 2002年にZwegers氏によってモッ

クテータ関数の数学的枠組みが与えられた[16]。彼はモックテータ関数が調和Maass
形式と呼ばれる関数の正則部分として解釈できることを発見した。これを踏まえ、

現在では調和Maass形式の正則部分のことをモックモジュラー形式と呼んでいる。
一般にモックモジュラー形式の係数は代数的ではないと考えられており、p進的
な性質に関しての研究はあまり盛んには行われていなかった。しかし、 normalized

newformg ES直o(N))に対し、ある種の代数性を満たすモックモジュラー形式F+(q)
が存在することがわかった。(cf.Definition 2.4)さらに、このgから定まるモックモ
ジュラー形式F＋をgやg| ％のEichler積分である局（q)=どn>O(n)l-kag(n)qnゃ
Egivp(q) =どn>O(pn)l-kag(n)q加の二つを用いて補正してあげると、p進モジュラー
形式が得られることが知られている。著者は補正の際に現れる Egivp(q)の係数a，に
着目し、gが虚二次体Kに虚数乗法を持ち素数pがKで惰性する場合に、その性質
を調べた。本稿の内容についてより詳しく知りたい方は、著者のプレプリント [14]
を参照していただきたい。

2.調和Maass形式の基本的な性質

本セクションでは、調和Maass形式の基本的な話について述べる。調和Maass

形式についてより詳しく知りたい方は、 [3][6]を参照していただきたい。まずは調
和Maass形式の定義について述べる。

The author was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP23KJ1720 and WISE pro-
gram (MEXT) at Kyushu University. 
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Definition 2.1 ([6]). F: IHI→ Cをsmoothな関数とする。 Fが以下の 3条件を満
たすとき、 Fを重さ KレベルNの調和Maass形式と呼ぶ。 (kE 2N、NENとする。

(l)F(~) =(cT+d)ザ（T）が全ての r=(~~)E 恥(N) で成り立つ。

(2)ふF=O。ただし、ふ＝一y2(f, + ~) + iky（嘉＋i嘉）である。
(3)ある多項式 P00(z)E C[q―1]とE>Oが存在して、

F(T) -P00(T) = O(e―cY) (y→ oo) 

が成り立つ。また、 00以外のカスプでも同様の性質を満たす。

重さ KレベルNの調和Maass形式全体の集合を Hkげo(N))と書く。ここで注目
すべき条件は(2)である。古典的なモジュラー形式やカスプ形式では上半平面上正
則な関数を考えていたが、調和Maass形式ではそれよりも広いクラスの関数を考え
ている。実際、カスプにのみ極を持つモジュラー形式を弱正則モジュラー形式と呼
ぶが、弱正則モジュラー形式は自然に調和Maass形式になる。
調和Maass形式FEHばo(N))はフーリエ展開を持つことが知られており、そ
れは正則部分F+(q)と非正則部分F-(q)の和に分解される。正則部分F+(q)のq展
開は

F十（q):=どか(n)qn
n:≫-oo 

という形をしている。また、部分和どn<Oか(n)qnをFの主要部と呼ぶ。一方、非
正則部分のq展開は係数に不完全ガンマー関数などが現れる。しかし、 Fの重さが0
の場合F-(q)のq展開は

『(q)=La―(-n)『
n>O 

と簡単に書けることが知られている。ここでqはqの複素共役である。本稿の主結
果では重さ 0の調和Maass形式しか登場しないため、この形だけ目を通していただ
ければ十分である。まとめると、重さ 0の調和Maass形式のフーリエ展開は

F(q) = F+(q) + F-(q)＝ど。十(n)qn＋どa―(-n)『
n~一oo n>O 

という形をしている。本稿の主役であるモックモジュラー形式を以下のように定義
する。

Definition 2.2 ([3, Definition 5.16]).非正則部分が0でない調和Maass形式の正則
部分を、モックモジュラー形式と呼ぶ。

次に、調和Maass形式の性質を調べる際に重要となる 2つの微分作用素を紹介
する。重さ KレベルNの弱正則モジュラー形式の空間をML(r0(N))と書く。前述
の通り調和Maass形式の定義から、 ML(ro(N))C Hkげo(N))が成り立つ。特に、弱
正則モジュラー形式は非正則部分が消えている調和Maass形式と解釈できる。 2以

上の自然数Kに対して、 6-k:= 2iy2-k（羞）と定め、 D:= ~着と置く。このとき、
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これらの微分作用素は

Dk-1 : H2-K(「o(N))→関(fo(N)),

e2-K :H2-Kげo(N))→Sばo(N))

という写像を定める。また、

nk-1(F―) =0, 6-k(F+) = 0 

が成り立つことも知られている。つまり、 Dに 1は調和Maass形式の正則部分のみ
を、 e2-Kは非正則部分のみの情報を抜き取ってくれる。

Theorem 2.3 ([5, Corollary 3.8]).写像 e2-K: H2-K(「o(N))→ふ(「o(N))は全射
であり、その核は Mい（恥(N))である。

この定理のおかげで、古典的なカスプ形式をe2-Kで調和Maass形式に持ち上げ
ることができる。次に、 normalizednewform g E skげo(N))に対して、goodfor g 
という概念を定義する。これがIntroductionで述べたnormalizednewformに対応す
る代数的なモックモジュラー形式を与える。

Definition 2.4 ([3, Definition 7.5]). g E Sk(「o(N))をnormalizednewformとし、
的をgのヘッケ体とする。 FEH2-k（恥（N）)が以下の 3条件を満たすとき、 Fを
good for gと呼ぶ。
(l)Fのooにおける主要部はFg[q―1]の元である。
(2)oo以外のカスプでは、主要部は全て定数である。

(3)6-k(F)=』万が成り立つ。
11911 

ここで、主要部とは調和Maass形式の正則部分F+(q)＝こ◎-00か(n)qnの0以
下のべきの部分和ど王0か(n)炉のことである。また、 Fがgoodfor gのとき、そ
の正則部分を本稿ではgoodliftと呼ぶ。

Proposition 2.5 ([6, Proposition 5.1]). g E品（「o(N))がnormalizednewf armな
らば、goodfor gとなる調和Maass形式 FEH2-kげo(N))が存在する。

Remark 2.6. normalized newform gに対して、goodfor gとなる調和Maass形式
は一怠ではない。

good for gの定義は主要部、つまり 0以下のべきについてのみ代数性を要求して
いた。しかし、gが虚数乗法を持つ場合は全ての係数が代数的になることが知られ
ている。

Theorem 2.7 ([9, Corollary 1.2]). g E Sk(f0(N))を虚数乗法を持つ normalized
newformとする。 FEH2-kげo(N))がgoodfor gならば、 F+(q)の係数は全て Fg
に属する。

この定理により、虚数乗法を持つnormalizednewform gから、（一意的ではない
ものの）係数が全て代数的なモックモジュラー形式F+(q)が構成できた。以降では、
この代数的なモックモジュラー形式の持つp進的な性質について触れていく。
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3．モックモジュラー形式を用いたp進モジュラー形式の構成方法

本セクションでは、gが虚二次体Kに虚数乗法を持ちpがKで惰性する場合に、
[4] [7] [11] [12]などで得られている結果を簡単に紹介する。より詳しく、gのgood
liftからp進モジュラー形式を構成する方法について紹介する。本セクションでは、ま
た、代数閉包豆Pと埋め込み l：豆→豆Pを固定する。本稿では、q級数A(q)Eら((q))
がp進モジュラー形式のフーリエ届開であることを、次で定義する。ある0係数の
弱正則モジュラー形式の列(Bn(q))が存在して、q級数として (Bn(q))はA(q)にp進
的に収束する。また、ら((q))の作用素％を以下のように定める。

Vp (nと00a(n)qn)=nこ00a(n/p)qn
次にgとgl％の Eichler積分を以下で定める。

疇） ：＝ど砧冗(n)q叫
n>O 

Egivp(q) :=ど（pn)l一冗(n)q四
n>O 

ただし、 a9(n)はgのn次のフーリエ係数である。 Fをgoodfor gである調和Maass
形式とする。各p進数1Eらに対して、形式的べき級数F"IEら((q))を

瓦：＝ F+-1EglVp 

と定める。けを x2- ag(p)X + pk-1＝炉＋pの根とする。(pがKで惰性している
ため、 a9(p)= 0が成り立つ。）このとき、以下の定理が成り立つ。

Theorem 3.1 ([4, Theorem 1.3]). pはNを割らない素数であるとする。このとき、
gにのみ依存するある一意的なp進数％が存在して、 Fa9はp進モジュラー形式の
フーリエ展開になる。更に、 agは以下の式で与えられる。

a庄—1(F)(P2m+1).
CYg = l虹{32m

ただし、 a庄—l(F)(n) は Dk-l(F) の n 次のフーリエ係数である。

更に、 L.Candeloriと F.Castellaはモックモジュラー形式の幾何学的理論を整
備し、瓦，がより強く過収束モジュラー形式になることを示した [7]。このp進数ag
に対して、著者は以前に以下の定理を示した。

Theorem 3.2 ([15, Theorem 1.5]). pを2Nを割らない素数で、 dimSkげo(N))= 1 
と仮定する。このとき、pがKで惰性するならば、 a，はp進単数である。

まとめると、gから定まる代数的なモックモジュラー形式F+(q)と、gから定ま
るp進数agを用いてp進モジュラー形式 Fa9が構成された。著者の本稿における主
結果は、gが重さ 2の整数係数の場合に、 a，が0でないことを示し、そのp進付値
をある写像の次数で記述したことである。
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4.重さ 0のモックモジュラー形式のp進的性質

本セクションでは、 [11]で得られた結果を、gE S2(「o(N))が整数係数で虚数
乗法を持つ場合に紹介する。参考文献として、 [1][11]の二つが挙げられる。まず、
gES虹o(N))を整数係数で、虚二次体Kに虚数乗法を持つものとする。そして、
F E H。（恥（N))をgoodfor gであるとする。まず、 F+(q)のp進ホッジ分解とも解
釈でき得る結果が知られている。

Proposition 4.1 ([11, Proposition 5]). pを Nを割らない素数とする。このとき、
ある一意的なp進数入p,μpEらが存在して、

(4.1) p+(q)—入PE9(q) -μPE9ivp(q) E Zp((q)) @(Qp 

が成り立つ。

著者はこの結果のフロベニウス部分の係数μpに着目し、それがagと一致するこ
とを示した。

Theorem 4.2. pがNを割らず、 Kで惰性するとする。このとき、 (4.1)において、
入p=O、恥＝ CYgが成り立つ。

この定理から、p進数 CYgを調べるには、 F+(q)のp進ホッジ分解を研究すれば
よいことがわかる。しかし、gのgoodlift p+ (q)は抽象的に与えられており、その
具体例ですらほとんど計算できていない。そのため、 F+(q)を直接扱うのではなく
杓(q)に近しい別の対象を用意し、それのp進ホッジ分解を研究する。この別の対
象が、後述のN+(q)である。
gは重さ 2の整数係数normalizednewformであるので、周期格子Aとmodular
parametrization ¢ : X。(N)→C/Aが

A :={JOOT(OO) 2mg(T)dT | 1 E「,(N)}
ioo 

¢ : T →-J珈ig(T1)dT1mod A 

で定まる。 zECに対して、 Weierstrass(-functionを((A,z)と書くことにする。よ
く知られているように、〈(A,z)はA周期関数にはなっていない。しかし、適切な
補正を行うことで、 A周期的な関数が作れる。 a(A)をAの基本平行四辺形の面積、
S(A)を重さ 2のアイゼンシュタイン数とする。つまり、

1 
S(A)：＝四ど入叶入I2s

入EA¥{O}

である。これら二つの量を用いて関数R(z)を

R(z):=((A, z) -S(A)zー百
7 

a(A) 

で定義する。これはA周期関数となる。周期性のおかげで、 R(z)はC/A上の関数
と解釈でき、 modularparamitrization ¢との合成N:= Ro¢ を考えることができ
る。ここで、 Nのq展開N(q)をR(E9(q))で定義する。すると、 N(q)は自然に

7f 
N+(q) := ((A, Eg(q)) -S(A)恥(q), N-(q) := -~E9(q) 

a(A) 
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の二つの和に分解される。ここで、 Nがgoodfor gになっているのではないかと考
えた方がいらっしゃるかもしれない。しかし、調和Maass形式は極をカスプにしか
持たないが、 Nは上半平面上に極を持つ可能性がある。つまり、 E9(q)= 0となる
Tが存在する可能性がある。しかし、 N(q)とgoodfor gな F(q)は級数として全く
の無関係ではなく、次の結果が知られている。

Proposition 4.3 ([11, Proposition 2]). modular parametrizationのの次数をQと
置く。

N(q) -C9F(q) = N+(q) -C9F+(q) E Q((q)) 

が成り立ち、ほとんど全ての素数pに対して

N+(q) -C9F+(q) E Z瓜(q))

が成り立つ。

著者はこの結果を改良し、以下を示した。

Theorem 4.4.全ての Nを割らない惰性する素数pに対して、

N(q) -C9F(q) = N+(q) -C，炉（q)E Zp((q)) Rふ

が成立する。

この定理によって、 F+(q)のp進ホッジ分解を調べるという問題は、 N+(q)つま
り((A,Eg(q))のp進ホッジ分解を調べることに帰着できた。 Weierstrass(-function 
のp進ホッジ分解を調べるには楕円曲線C/Aの形式群を用いるのが有効である。そ
のため、次のセクションでは形式群のクリスタリン・コホモロジーについて紹介する。

5.形式群のクリスタリン・コホモロジ一

本セクションでは、楕円曲線に付随する形式群のクリスタリン・コホモロジ一
について触れる。本セクション執筆において、 [2][13]の論文を参考にした。アを
1 次元の均上の形式群とし、その加法を〶で書くことにする。アから二つの空間
z1(F）、が（F）を、

ZパF):= {w E 0易p[X]/ZpI Fw(X EBY) -Fw(X) -Fw(Y) E Zp[X]} 

B立）：＝｛dfE偽p[X]/ZpI f (X) E叫X]}
で定義する。ただし、凡はwの形式的な原始関数であり、 Z1(F)の元を第二種微分
という。この二つの空間を用いて、アのクリスタリン・コホモロジーHJris(F/尋）を

H年(F広）：＝Z立）/B立）

で定義する。これは.ZP上の加群になる。この加群の特筆すべき点はフロベニウス作
用が存在していることである。実際、ゃをQ』X]の自己準同型でf(X)をf(Xりに
写すものとする。すると、¢はHJris(F/為）にcp（どifidg』＝Licp(f』dcp(gi)で作用
する。

Proposition 5.1 ([2, Proposition 2.3]). Fの高さを hとすると、 Hlris(F/Zp)はラ
ンク hの自由 ZP加群になる。また、 wをアの不変微分で w*:=p―lcp(w)としたと
き、 H如（『広）の基底としてcp如＊（O~ i ~h-l) が取れる。
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C/AのWeierstrassモデルとして

(5.1) E: 炉＝ 4企—g2(A)x -g3(A) 

を取り固定する。これは5以上の素数pに対して、 ZP上のモデルとなっている。(cf.
[8, Section 2.14].)以下では、 P2 5はKで惰性し、 Weierstrassモデル (5.1)は万で
良還元を持つとする。また、方をパラメータt= -2x/yとする形式群とする。 Eの
形式logを入（t)と記し、不変微分訊t)と微分形式rj(t)を

dx dx 
訓t):=―’rj(t) := x=  
y y 

で定義する。

Lemma 5.2 ([2, Lemma 3.4]).恥（t)を

dt 
恥（t)：＝rj(t)-戸

としたとき、rfo(t)は第二種微分である。

今、pはKで惰性するのでEは超特異還元を持つ、つまり Eの高さは2である。

その為、 Eの基底として｛訓t),w*(t)}が取れる。次に述べる定理は、 agのp進付値
を決定する上で極めて里要である。

Theorem 5.3 ([2, Corollary 3.8]).枷（t)EH詞（t広）が

恥(t)= A1w(t) + A2正(t)in H品（幻勾

という表示で書けるとき、 w*(t)の係数A2しまp進単数である。

6.主定理の証明のスケッチ

本セクションでは、これまでに紹介した事実を用いて主定理の証明の簡単な概略
を与える。本稿の主定理は以下である。

Theorem 6.1. g E S2げo(N))を整数係数の normalizednewf armで虚二次体Kに
虚数乗法を持つと仮定する。p2: 5で Weierstrassmodel (5.1)はpで良還元を持つ
とする。このとき、pがKで惰性するならば、 C四gはp進単数である。

形式的べき級数Eg(q)は本田タイプがX臼pであり、 X汀pはアイゼンシュタイン
多項式である。このことからあるZP上の形式群gでその形式logが尻(q)になるもの

が存在する。特に、gの不変微分として Wg(q)：＝嘉局(q)が取れ、喝（q)=嘉Egivp(q)

＾ が成り立つ。ところで、 Eの形式logも本田タイプがx2+Pである。そのため、本
田理論により形式群アとgは同型であり、同型写像はf(q):= exp丘ologgで与えら
れる。同型写像

f* : H1ris⑰／勾→H年(g厚p)
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は簡単な計算により、あるp進単数eを用いて

贋（t))＝嘉（—((A,E9(q)) + T(q)) 
d 

fね(t))= w9 = -i-=Eg(q) 
dq 
d 

叩＊（t))= ew; = e両均Vp(q)

が成り立つことがわかる。よって、

枷(t)= A心(t)+ A2正(t)in HJris⑰／島）

にJ*を作用させることで、

よ（—く(A,Eg(q))+ T(q)) = A` Eg(q) + eA 量̀(q)
が成り立つことがわかる。上式の両辺を形式積分して、J(q)E Zp[q]Xに注意すると、

(6.1) ((A, E9(q)) + A1E9(q) + eA2E9ivp(q) E Z乱(q))⑳Qp

が得られる。これが求めたかったく(A,E9(q))のp進ホッジ分解である。定理4.4より、

C9F+(q) + (S(A) + A1) Eg(q) + eA2E9ivp(q) E Zp((q))⑳Qp 

が得られる。両辺をC，で割ることにより、

F+(q) + c;1 (S(A) + Ai) Eg(q) + c;1eA2E9ivp(q) E Zp((q))⑳Qp 

となる。 a，はF+(q)のp進ホッジ分解におけるフロベニウス部分の係数であったこ
とを思い出せば、

C9a9 = eA2 

が成り立つ。 eもA2もp進単数であったため、 C,agもp進単数になる。

Remark 6.2.著者が本稿に関するプレプリント ([14])をarXivにアップロードし
た後、 PavelGuerzhoy氏から同様の結果を同様の手法を用いて示したと連絡をいた
だいた。(cf.[10])彼のプレプリント ([10])では、一般のnormalizednewform g E 
S2げo(N),Q)とほとんど全ての素数pに対してμP# 0 in (4.1)が示された。（著者の
結果では、虚数乗法の仮定はあるものの定理の成り立つpの条件を明記している。）
今回の結果に興味を持たれた方は、著者のプレプリントと合わせて参照していただ
きたい。
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