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本稿に閑する研究の背景について述べる． 1つ以上の有理基点付き 3点抜き射影直線の幾何的エター

ル基本亜群には，基礎体の絶対Galois群が自然に作用する．甚礎体が数体の場合， Belyiの定理より，こ

のGalois作用は忠実であり，その作用の様子は Galoisアソシエーター（もしくは伊原アソシエーター）

と呼ばれる非可換1コサイクルにより記述されるよって， Galoisアソシエーターの振る舞いを調べる

ことが数体の絶対Galois群の構造を詳細に記述するという観点から問題となるが，この問題を究明する

ために， 1980年代に V.Drinfeldや伊原康隆により， Grothendieck-Teichmuller理論が創始されたこ

れはDrinfeldによる KZ微分方程式の理論の Galois側（エタール類似物）に相当する．

Galoisアソシエーターの挙動を解析するために，しばしば組合せ副有限群論の手法が用いられる． 1980

年代末頃に，伊原康隆や G.W. Andersonによりベータ関数（やガンマ関数）のエタール類似物が導入

され，その数論的な性質がAnderson,Coleman,伊原ー金子ー行成らにより解明された．これは， 3点抜

き射影疸線上の (0,1)実区間に沿った道に付随する Galoisアソシエーター (Drinfeldアソシエーターの

エタール類似物）を，副有限Fox自由微分を通じて 2変数のベキ級数と捉えることで定義される．また，

その［進Taylor係数は本質的にf進Soule指標と呼ばれる絶対Galois群J::の関数で記述される．£進

Soule指標はRiemannゼータ値の£進エタール類似物であり高次£円単数の数論と密接に閑係する．

そのような背景の下，本稿の主役である£進Galoisポリログは，任意の素数£に対して，従来の複素ポ

リログの£進エタール類似物として， 1999年頃に Z.Wojtkowiakにより導入された，絶対Galois群J::の

£進特殊閑数である．この関数は，中村博昭と Wojtkowiakにより導入された一般化£進Soule指標と呼

ぶべき関数 (C進Galoisポリログ指標）で記述され， 3点抜き射影直線上の標準的な接基点団を有理点

zに結ぶ道に付随する Galoisアソシエーターの£進Magnus展開係数（所謂，£進反復積分）として定

義される．これは従来の複素ポリログが3点抜き Riemann球面上の道に沿った複素反復積分の母閲数

である KZアソシエーター (i.e.,KZ微分方程式の基本解）における適切な項の係数であることの f進

エタール類似であるさて， Galoisアソシエーターの振る舞いを理解するために，その£進Magnus展開

係数である f進Galoisポリログの関数としての性質（関数等式など）を調べることが問題となる．

本稿では，い進Galoisポリログの関数等式について議論する．元来，複素ポリログの関数等式に関する

研究は， L.Eulerに始まる 250年以上の長い歴史があり， L.Lewinの著作 [Le81]に見られるように数多

くの関数等式が知られている．一方， f進Galoisポリログの関数等式に関しては，中村博昭-Wojtkowiak

の先行研究によりいくつかの典型的な関数等式が証明されていたが，そのリストの追加が課題とされて

いた筆者は，中村Wojtkowiakの先行研究を踏襲し，未解明であったf進Galoisトリログの Landen型

3項関数等式と Spence-Kummer型9項関数等式を導出した．本稿では，［NS22](arXiv:2210.17182,中

村博昭との共同研究）と [Sh23](arXiv:2307.09414)に基づき，それらの結果を報告する．
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2 複素ポリログとt進Galoisポリログ

この章では，複素ポリログと£進Galoisポリログの類似に着目しつつ，両者の基本事項を述べる．

2.1 複素多重ポリログと複素KZアソシエーター

この節では [D90],[F04], [F16], [NW12]に基づき， KZ微分方程式の理論の観点から複素多重ポリロ

グの復習をする．まず記号の準備を行う．連結な位相多様体V(C)およびV(C)上の 2つの基点b,＊に

対して， bを＊に結ぶ V(C)上の道の（端点を固定するホモトープによる）ホモトピー類のなす集合を

吋op(V(C); b,＊)とする．さらに，,1E 7r四(V(C)；b,*）と乃 E7r四(V(C)；＊,＊'）に対して，道の合成
,1 ・,2 E吋op(V(C); b,＊'）を左側の道,1から順に合成するものと定める．
3点抜き Riemann球面上の接基点団を zに結ぶ道のホモトピー類'E7r四(1P'1((['.)¥{0,1, oo}；孔z)
に対して， W:＝乎eo十 f!-te1とし， Tに沿った複素反復積分の母関数 (Chen'sformal power series) 

帽 (eo，釘）＝（1＋言［三゚ pEC〈〈eoeり〉(1) 

を考える．非可換幕級数Gz,7(eo，釘）は形式的KZ(Knizhnik-Zamolodchikov)方程式と呼ばれる微分
司

方程式と密接に関係する形式的KZ方程式とは z= 0, 1,ooを確定特異点に持つ Fuchs型微分方程式

(2) 羞G=（□＋ z e1 1) G 
であり，ただしGはある複素領域上のC〈〈e0,eり〉に値を持つ複素解析関数を表す．このとき， G訂(eo，釘）
はzに関する漸近挙動

G訂 (eo，釘）~ exp (log(z; 1) ・ e0) (z→0) 

で特徴付けられる KZ方程式の基本解になっている．ここで， exp(log(z; 1) ・ ea) = I:こ。螂］四）碕
であり，対数関数log(z;,)を道1に依存する形で log(z;,):= J.誓・；『と定めているなお，道怜 E
吋op(回(IC)¥{O,1, oo}；可団）は所謂dch("droit chemin")と呼ばれる道であり， 1元集合からの自然

な埋め込み吋op(JP'嘔）＼｛0,1,oo｝菰団） →7r四(lP'1(1C)¥{0,1, oo}姐団）の像として定義される．

非可換幕級数G訂(eo,e1) E IC〈〈eo,eり〉を道,E吋op(lP'1(1C)¥{O, 1, 00｝可，z)に付随する KZアソ
シエーターというまた，各,E吋op(lP'1(1C)¥{0, 1, oo}韮，z)に対して

(3),':=怜・虹(,)E平 (lP'1(1C)¥{O,1, oo}孤 1-z) 

と定めるただし，¢苅 EAut(『（IC)¥{O,1, oo})は針記） ＝1-tで決まる自己同型である．ここで，

k=(k1,---,kd)E田に対して，複素数Lik(z;1）を以下の複素反復積分で定める．
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このとき， G訂(eo，釘） EC〈〈e0,eり〉が以下のように展開されることが定義から確かめられる．

(6) 
OO K OO 

帽 (eo，釘） ＝1＋t logk;;91)叫＋こ log(1k]m'）咋ーとい（z;1)e合―1e1
k=l k=l k=2 
00 

＋区（一l)d ▽
 

Lik(z;,)e信出・.・eが―1eo+ ・ ・ ・. 
d=2 k=(k1,．．．，位）E(Z≫)d

複素数Lik(z;T)およびlog(z;"()は道のホモトピー類'YE吋op(lP'1(C)¥{O, 1, 00｝;m,z)の取り方に依
存することに注意する．こうして得られる写像

Lik(z)：平 (lP'1(C)¥{0,1, oo｝；叩）→C,'Y→ Lぼ(z;'Y)

を指数Kの複素多菫ポリログという特に，指数Kの多童ゼータ値を以下で定義する．

(7) ((k) := Lik（砥怜） E R. 
多重ゼータは本来ある種の級数 (cf.[Ka90]）で定義されていたものであるが，以上のような複素反復

積分による多重ゼータの捉え方はDrinfeldや Kontsevichらによって発見された見方であるなお，道

dch (i.e.，幅 E吋op(lP'1(C)¥{O,1, oo｝韮叫）に付随する KZアソシエーター

知 (eo，釘） ：＝ G〗紐 (eo ，釘） EC〈〈e0,eり〉
はDrinfeldアソシエーターと呼ばれ，多重ゼータ値の最良の母関数として認知されている [F11],[Ka90]. 

Remark 1. 組（21r✓□,％z) はアソシエーター関係式と呼ばれる一連の関係式群を満たしており，

Drinfeldにより導入された C上の Grothendieck-Teichmullerトーサー M(C)の元を定める．

(2T□,%z) E M(C) ：＝｛(µ,¢)［三］〗：fF1、:6]二';1〗:{：:：:t:｝｝ • 
集合M(C)には自然に副代数多様体の構造が入る．

Remark 2. G';/ (eo，釘） EC〈〈ea,e1)〉の各係数はQ代数Q[{Lik(z;'Y)}k, log(z；'Y)]の元であることが司
[F04], [LM96], [N23]により証明されており，その明示公式が与えられている．低次の項の係数の様子は

以下の通りである．

(8) G訂(eo，釘） ＝1 + log(z;'Y)eo + log(l -z;'Y'）釘＋ log〗戸）幡― L砂 (z;'Y)eoe1

+ (Li2(z;'Y) + log(z;'Y)log(l -z;'Y'）)叫o+~'）臼＋ log3(z；勺）ef
6 

-L乃(z;'Y)e加＋（剛(z;'Y)-log(z;'Y)伍 (z；分）珈1eo+ Li1,2(z;'Y)eoei 

-(L硲(z;"()-log(z;"()L匂(z,7)-log2(z；ァ）lo2g(1-Z,T'）)噂

+Li2,1(z;"()e亨 1-（恥，2(z;"()+Li2,1(z;"()-~；ァ＇））ふ。
log3(1-z;'Y') 
＋ 

3 

6 
釘＋・..（高次項）．

2.2 £進Galois多重ポリログと l進Galoisアソシェーター

この節では，［W04],[W05], [NW99], [NW12], [NW20], [F07]に甚づき£進Galoisポリログの定義と

基本事項を復習する． fを素数とし， Kを複素数体Cの部分体とする．また，衣を Cにおける Kの代数
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閉包とし， GK:=Gal（万／K)を衣を基点とする Kの絶対Galois群とする．

Vをr上の代数多様体とし， bと＊を VのK有理基点とする．このとき，絶対Galois群GKがV上
のbを＊に結ぶ副£エタール道のなす副£有限集合叶―et(V;b,＊)に自然に作用する．

GK→Aut (7r茫(V;b,*))，び→ [1→ %（r,)・,• s,(r,)-1]. 

ただし， s.:GK→ 11'任(V,*）はK有理基点＊から mの関手性により生じる自然な準同型を表してい
る．ここで，固定したエタール道'E71'仔(V;b,＊）に対して，上述の Galois作用を記述する幾何的副£
エタール基本群叶叫V,b)に値を持つ GKの非可換1コサイクル

斤： GK→11'任(V,b)， び→炉：＝ァ・び(1)―1

を考える． f*,'Yを道1に付随する£進Galoisアソシエーターという．

以下では主に V=lP'ふ＼｛0,1, oo}かつ b= 01の場合を考える．ここで， 11'仔 (lP'枷＼｛0,1,oo},01)は

階数2の自由副f群Ff)であり， 0と1の周りをそれぞれ反時計回りに 1周する 1P'1(C)¥{0,1, oo｝上の

ループに対応する組 (lo,li)を位相的生成系として持つ．さて， zをlP'枷＼｛0,1, oo}のK有理基点とし，

,E吋op伊（C)¥{0,1,oo｝；土）とする．包含写像応'----+Cから誘導される比較写像

デ（戸(C)¥{0,1,oo｝；叩） →平 (lP'長＼｛0,1,oo｝；叩）

により 'E71'仔（咋＼｛0,1,oo｝；叩）と見なす．び E伍に対する肛 E11'f-et (lP'桐＼｛0,1,oo｝爪）の
挙動を見やすくするために， lo>--+exp(eo)：＝ I:':=o占喝， li>--+ exp(e1)かつ乗法的に定めた写像

亨（咋＼｛0,1,oo｝団） → Qt〈〈eo,eり〉

を考える．これをf進Magnus埋め込みという．これによる f;,7の像を取ることにより非可換幕級数

(9) 肛 (eo，釘） E如〈e0,eり〉

を得る．臣(eo，釘）は,E吋゚ P位(C)¥{0,1,oo｝孤，z)に付随する KZアソシエーター G詞(eo，釘） E 
C〈〈eo,e1〉〉の£進エタール類似物であり，

呪(eo,eリ：＝ f~贔 (eo,e1)E 如〈eo,eり〉
はDrinfeldアソシエーター衝Kz(eo，釘） EC〈〈e0,eり〉の f進エタール類似物である． ここで， k=

(k1,...，如） E配に対して，

(10) Lif(z;1,r,) := (-l)d ・ Coeffe炉―1e,..-eが―1e1位 (eo，釘）），

(11) く知） ：＝ Li{（恥戸）．
と定める．£進数Lif(z；,,r,)は道1の取り方に依存する．こうして得られる写像

虞 (z)：吋op佗(C)¥{0,1,oo｝河，z)X伍→ Q£, （位） →Li{(z;,, r,), 
,i: GK→Q｛，゜→ (如）

を，それぞれ指数Kの£進Galois多重ポリログおよび指数Kの｛進Galois多重ゼータ値（または£進

多重Soule元）という． l進Galoisポリログと複素ポリログの類似をまとめると表 1の通りになる． f進

Galois ゼータ値く［の基本的な性質の一つとして，これは£進 Soule 指標外~): GK→勾 (cf.[190]）や£
進円分指標Xi:GK→写を用いて以下のように記述される任意のび E伍に対して，

応）＝｛ （111:＿叫りk-1)！ （k：奇数），
2 ・ kl 
Bk(l-Xt位）り （k:偶数）
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が成り立つ．ただし，凡はこ00 阜炉＝n=O n! ~ - exp(T)-1 で定まる n次Bernoulli数である

次に，中村博昭Wojtkowiak([NW99]）により導入された一般化£進Soule指標(i.e.，｛進Soule指標の

ポリログ版）を導入しておく．各nE Z21に対して，ふ：＝ exp(加:コ） E衣と定め， zl/nを固定した
道,Eデ（炉(<C)¥{0,1,oo｝韮，z)に沿った zのn幕根とする．このとき，各kE厄1に対して£進
整数荘''Y位） E;z£ を以下の Kummerpropertyで定める．

喜 (6)＝ (J" （U(1 -＜ぷ心）ー1izl/£”心）／］1(1 -¢；；Pz位）Zl／炉心
ただし， Pz,-y:GK→ Z£ は7に沿った zの£羅根に関する Kummer1ーコサイクルu(z1/r)= z1/r, 
掌’位）である，こうして得られる

(12) ぇ『： GK→Z£

を一般化£進Soule指標（もしくは£進Galoisポリログ指標）と呼ぶ特に，任意の kE Zc'.1に対して，
～茄，8苅
XK は以下のように£進Soule指標 4いを用いて記述される．

韮，6m
XK ぴ） ＝ 1 -砂ー1心（CT) (CTEG砂

(13) 

また，£進GaloisポリログLi{(z)は一般化£進Soule指標荘'1を用いて以下のように記述される．

k-1 

Li{ (z;'Y泣） ＝ （ー1)K+1区Pz，位）m 荘’_2m位）
m! (k-1-m)! 

(u E G砂
m=O 

さらに， t 進 Galois アソシエーター f;•'I(eo，釘） E Q£〈〈X,Y〉〉は以下のように展開される．

00 00 K 

(14) 屈 (eo，叫＝ 1＋こ
(-pz，ん（O））K (-P1-Z,7'（グ）） K 
K！蟷＋こ K! e1 

k=l k=l 
00 ~z,T(]" OO 

—区 ~e1eい—区Li{(z；研）． e合― 1e1
k=2 
(k -1)! 

k=2 
00 

＋ど（一l)d ▽
 

Lil(z;,)eが―1釘..・e合1-1釘＋・・・ （び EG豆
d=2 k=(k1,...,kd)E(Z>1)d 

荀，6訪
Remark 3.任意のび E伍に対して，組 (x"に），f" ）および（知（ぴ），呪）はアソシエーター関係式
と呼ばれる一連の関係式群を満たしており，それぞれ副CGrothendieck-Teichmuller群GTtおよびQ£

上の Grothendieck-Teichmuller群 GT⑫)の元を定める．

入E写かつ fE［削，Fり］であり， X 

(x心）f門幅） E GT£ = {（入f)：［ド』6冒，ノ0]；エーター関係式を満たす｝

｛ 
μEQ；かつ'PE如〈eo,eり〉は群的であり，

(xふ），呪） EGT（如：＝ （μ，ゃ） ？心二言，。〗／エーター関係式を満たす｝
集合GTeおよびGT(Qりには2項演算が適切に定義され， GTバこ自然な副£群の構造 GT(Qりに自然

な副代数群の構造が入る．このとき，以下のような連続群準同型の列が生じている．

GK→GTe'---+ GT（如， び>--+(xe（(J'), f門幅）→ （xふ），呪）．
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Remark 4.複素側 G訂(ea,e1) E C〈〈e0,eり〉の場合と同様，［N23]により， f;''(ea，釘） EQe(〈e0,eり〉
の各係数はQ代数叫{Lil(z;1,a)h,Pz,,(a)］の元であることが証明されており，その明示公式が与え

られている．低次の項の係数の様子は以下の通りである．

(15) 

f:,, (ea,釘） ＝1-Pz,,(a)eo -Pl-z,,,(a)釘十 ~el-L唸(z;r, a)e卯1
＋ （尻(z;,,a)+Pz，位）Pl-z,,'(Cl))叩 o+ Pl-Z,T'(a)2ef -Pz，位）2ei

2 6 

-L唸(z;1,a)e加＋（2L唸(z;1,a)-p(z;1,a)Li如；亨））叩1eo+ Lii,2(z; 1, a)e碕
-（尻(z;1,a)+p(z；汀）L砂(z;1,a)+f!..!.，位）2塁―z，ァ＇（a)）噂
＋叫(z巧，a)e1eae1-（叫(z；位）＋叫(z;1,a)+f!..!.，位）p；-Z，亨）2)ふ。
_ Pl-Z,7'(a)3 3 

6 
釘＋...（高次項） （び EG幻・

3 ポリログの関数等式について

元来，占典的な複素ポリログの関数等式に関する研究は 18世紀末頃の L.Euler [El 768]や J.Landen 

[11780]の研究に端を発し，現在に至るまでその数多くの関数等式が知られている．本稿で扱うポリログ

圧 (z)およびLif(z)は（Bloch-Wigner-Ramakrishnanー価ポリログとは異なり）多価関数であり，その

枝の取り方が道のホモトピー類ァの取り方に対応する．したがって，これらのポリログのそれぞれの関

数等式は，関数等式に現れる主要ポリログ項を定義する 3点抜き射影直線上の道のシステムに依存する

ものであり，道のシステムの取り方を変えれば破綻して（低次項が別の形の関数等式になって）しまう．

その意味で，ポリログの関数等式は，道たちの精妙な幾何学的な均衡に基づくポリログたちがなす数論

幾何学的な現象の一つであると言える．さて，この章ではいくつかの先行研究を紹介する．複素ポリロ

グの基本的な関数等式として以下の Euler型2項およびAbel型5項の関数等式が挙げられる．

複素ダイログの Euler等式：

恥 (z;,)+L砂(1-z;,') + log(z; 1)log(l -z; 11)＝く(2).

複素ダイログの Abel等式：

Li2 (~;1i)-Li2 (G;1ii)-Li2 (~'勺iii) +L砂(x，叩） ＋ L砂(y;rv) 
= -log(l-x；訛）log(1 -y;礼）．

ポリログのそれぞれの関数等式は各々の背景となる幾何学を持つ．例えば， Euler等式は， JP'1¥{0,1,oo}

の幾何学を背景に持ち，その品対称性の一つ¢苅 EAut (JP'八{0,1,oo}),</>荀(t)= 1 -tから 2つの道の
システム｛,,,'}と KZアソシエーターの chainruleと呼ぶべき代数関係式

(16) 帽 (eo，釘） ＝ G訂'-y'(e1,ea)・ 転 z(eo,釘）
が生じるが，この閉係式における eoe1の項を係数比較することにより証明される．筆者はこの証明を

[F16]で学んだ．一方で， Abe]等式の背景となる幾何学は5標点付き射影直線のモジュライ空間M。,5の

幾何学である． M。，5は自然な 5つの射影pr2: M。,5→M。,4cC:'lP'八{0,1,oo}(i=l,...,5)を持つが，こ
の5つの射影から生じる lP'八{0,1,oo｝上の適切な道のシステム {"Y;};=i,ii,…,vとKZアソシエーターの 5
つの代数関係式 (chainrule)から Abe]等式が導出される．後者の証明については [NW12]を参照せよ．

以上の証明は， chainruleが一旦与えられてしまえば後は積分による解析的な方法を使わない代数的な

証明であるため，証明中の KZアソシエーターを£進Galoisアソシエーターに置き換えることで，その

£進エタール類似を辿ることが出来る．そこで，以上の関数等式の｛進エタール類似を見ていく．
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表 1:£進Galois多重ポリログと複素多重ポリログの類似

£進Galois側(£進エタール版） 従来の複素側 (deRham版）

z: lP'八{0,1,oo｝のK有理基点 z: lP'八{0,1,oo}のC有理基点

エタール基本亜群への£進Galois表現 形式的KZ微分方程式

f;''(eo,釘） E如〈e0,eり〉， G訂(eo，釘） E C〈〈e0,eり〉，

戸） Eデ（戸(C)¥{0,1,oo}孤，z)x GK ,E吋op（戸（C)¥{0,1,oo｝韮，z)

呪(eo,e1) E Qe〈〈eo,e1〉〉 妬<z(eo,e1) EC〈〈e0,eり〉

LiUz汀，び） EQi Lぼ(z;1)EC 

(し((J"）EQg ((k) E良

荘'7(<Y) E Zt -(k -1)! ・ Coeff k→ (G訂(eo，釘）op)EC e。e1

Lif(z;,,O') = P1-z,'Y'(O') E Zt Li1(z;,) = -log(l -z;,') E IC 

(盆（び）＝ー2・ B(22k k!) (x心）2k_ 1) く(2k)= -~ 2 ・ B(22k k!) (21rA)2k 

f;'7(eo,釘） = f~-z,-r'(e1, eo) ・叫(eo,釘） 帽 (eo，釘） ＝ G証zd(e1, ea)・ 転 z(eo,釘）

炉”,'Y (eo, e1) =肛（ea,eaa) ・ exp(二芹％）， z-z 1 99 
Got,'Y (eo, e1) = G訂(eo,eoo)・ exp （'Ir✓コ •eo),

e00 := log(exp（一釘）exp(-eo)) e00 = -e1 -ea 

GTt, GT((Qt) M(C) 

t進Galois周期 X£（r,) E Zt 複素周期 2八／二I€ C 



1
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1

表 2:関数等式とその背景幾何学

£進Galois側(£進エタール版） 従来の複素側 (deRham版） 背景となる幾何学

Li名(z；うりa)+Li名(1-z; 11, a)+ Pz,-y(a)p1-z,-y'(a) =＜名(a) L砂(z;,)+L位(1-z；,') + log(z;,)log(l -z；,') =く(2) lP'八{O,1,oo}':::'. M,。,4

N akamura-Wojtkowiak [NW12] Euler [El 768] の品対称性

Li1 (cl_ x)(l -y); 1i,び)-L心(G;,ii,び)-Li1 (~;,m, び） い ((1-x)心＿y);,,)-Li2(G;,ii)-Li2 (~;,,ii) 自然な 5つの射影

+Li~ (x; 1,v, a)+ L砂(y;,v,ぴ)＝ -P1-x,ァ：立）Pl-y,` a) +Li2 (x;1iv) + Lゅ(y;1v)= -log(l-X;ァいlog(l-y;,~) pr, ： M。,5→ M。,4
N akamura-Wojtkowiak [NW12] Abel [A1881] (i=l,...,5) 

L社(z；亨）＋Li!(1-z;7'，a)+ Li!（占；7”，叶ーく知） 恥 (z;,)+L叫l-z；ダ）＋ L防（土；,")-((3) 

= -(~(a)Pi-z,,'(o一） ＋らPz,,(a)Pi-z,,'(a)2-¼Pi-z,,,(a)3 = ((2)log(l -z; 71) -½Iog(z, 7)log2(1 -z; 71) + ¾Iog3 (1 -zd) lP'1¥{0, 1, oo} c::: M,。,4

廿L灼(z;"(,tJ)一森Pt-z,-,,(tJ)-¼Pt-z,-,,(0")2 Landen [Ll 780] の品対称性

Nakamura-S. [NS22] (Nakamura-S. [NS22]：アソシエーターによる別証明）

L・£(x(l-y)2) L-£()  L・£(x) 
紐 y(1-X) 2内1，び十匂 xy;,2，び十％一y;13,a (x(l -y)2).  (x)  Lt3 y(1 -X) 2国＋Li3(xy；匹） ＋Li3 :;;y ; 73 

-2Lo£ (x(1-y) T4び)-2Li£(~ ・ 15 a) —2Lt£ (1 -y 76び）
3 y(l -x)''3  x -1''3  1 -x'' 

-2Li3 -;14  -2Li3 -;15  -2Li3 -;16 (x(l -y)) (x(l -y)).  c-y) 
y(l -x) x -l 1 -x 

non-fano配置の補空間

-2Lt; (y(1x--y1)内7,a)-2L社（x；ア8,a)-2L社(y;"(g，a)+2<如） -2Li3 (y(1x--y1)内1)-2L幻(x;,s)-2L紐(y；而） ＋2((3) Vnon-fan。に付随する射

1 
= -pY,'Y，（a)2p号 'Y6（a)+2＜如）PY,'Y，（び）＋3PY,'Y9位）3 (l y) 社 1= log2 '(y; "f9)log1-x；'噴,6~ - ---;;-3 log(y;'Y9)-;;-3 log3(y;'Y9) f; : Vnon-fano→ M。,4

心(x(l-y))  £ (1  -y)  1 1 
-L X -1内5,a -Lt2 y(x -1）内7，び十 2P~`位) -3肋，7，（a) Spence [Sp1809], Kummer [K1840] (i=l,...,9) 

S. [8h23] (S. [8h23]：アソシエーターによる別証明）
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£進Galoisポリログの関数等式は，最初に中村博昭-Wojtkowiakの共同研究 [NW12],[NW20]により

体系的に研究され，その典型的なものがいくつか得られていた (Euler等式， Abel等式， inversion公式，

distribution公式）．中村-Wojtkowiakの先行研究では，｛進Galoisポリログの関数等式を導出するため

の複素の場合と同様の tensor-homotopy基準（関数等式が成立するための代数的ー基本群論的な十分条

件）および具体的な計算アルゴリズムが与えられている．彼等が証明したEuler等式やAbel等式の£進

エタール類似は以下の通りであり，表2のように従来の複素の場合と項同士が一対ーに対応している．

£進Galoisダイログの Euler等式：

Li名(z;1,o一） ＋Li名(1-z；ぅ/,O")+ Pz,7(o一）Pl-z,-y'(o一） ＝ ＜名(O") (O" E GK)-

£進Galoisダイログの Abel等式：

Lit (~;1;,CT)-Li~ (~;,ii,CT)-Lit (~;,iii, び） ＋ L心(x;,iv,び）
+Lit(Yi1v,CT) = -Pl-x,"i[)CT)P1-y;"(~(CT) (CT E G砂

これらの£進 Galoisダイログの関数等式の証明は複素の場合と同様である．つまり前々段落で説明

した複素の場合の証明において複素 KZアソシエーターを£進 Galoisアソシエーターに置き換える

ことで，£進 Galois側の証明がパラレルに得られるなお，その際，複素 KZアソシエーターの閑係式

帽 (eo，釘） ＝ G訊zd(e1, ea)・ <I>Kz(eo心）は以下の£進Galoisアソシエーターの関係式に置き換わる．

f~'"l(eo,e1) = f;-zd (e1,eo) ・ <I>~(eo,e1) (CT E GK)-

4 主定理とその証明の概要

トリログLi3(z)のLanden型3項関数等式と Spence-Kummer型9項関数等式のい進エタール類似を紹

介することが本稿の目的であった．それらを紹介する．本章でも fを素数とし， Kを複素数体Cの部分体

とするまた」てをCにおける Kの代数閉包とし， GK:=Gal（万／k）をKの絶対Galois群とする．また，

3点抜き射影直線上の標準的な接基点＊ E ｛而』こ，玉外に対して， 8.E吋op(1P'1(C)¥{0, 1, oo｝；団，＊）
を上半平面を通る道として定める．道ふはホモトピー類として一意的に定まることに注意する．

4.1 Landen型3項関数等式のf進エタール類似

Landen型3項関数等式の背景となる幾何学はJP'1¥{0,1,oo｝の持つ品対称性である．そこで， Landen

型3項関数等式を導出するために， lP'八{0,1,oo｝の次の 2つの対称性に着目する．

幅髯¥E Aut (JP'八{0,1,oo}），知(t)= 1 -t，戸（t）＝ t/1. 

このとき，各1戸匹 (JP'1(C)¥{0,1,oo｝；団，z)に対して， 2つの礼,"を以下のように定める．

、~
‘
‘
,
j
7

8

 

1

1

 

（
＇
ー
，

？1 :＝幅・虹(1)E 7r四(lP'1(C)＼｛O,1,CXJ｝韮，1-z), 

乎：＝鱗誓(,)E平 (JP'1(C)¥{0,1,CXJ｝可， z：1)． 
Theorem 4.1 (£進GaloisトリログのLanden型3項関数等式，［NS22]).zをlP'1(C)¥{0,1, oo}のK有

理基点とし，,E吋op(1P'1(C)¥{0, 1, oo}孤 z)とする．さらに，ァ＇および,"を (17)および {18)の通り
に定めるこのとき，任意の (7E GKに対して，以下の等式が成り立つ．
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f進Galoisトリログの Landen等式：

Lii(z;ry，(Y) + Lii (1 -z; ry', (Y) + Lii（二i;ry”，び）
＝ ＜詞—如）Pl-Z,"f＇（(Y) +炉，紅）Pl-z，亨）2-iPl-z,'Y位）3

1 —也心(z; 亨）—立Pl-Z,"f位）一 1P1-Z,"f' 位）］
Corollary 4.2 (C進Galoisポリログ指標の Landen型3項関数等式，［NS22]）．記号や仮定は Theorem

4.1と同様とする．このとき，任意のび EGKに対して，以下の等式が成り立つ．

一般化£進Soule指標の Landen等式：

_~,'Y 冠''Y位） ＋剋―z，ダ位） ＋滋―1' （び）

＝己叫）＋x（び）砂喩） ＋Pz，位）Pl-z，亨）2_¥(x（び）2ー1)

_ Pl-Z6'Y位） （x（ぴ）一Pl-Z,"f位）） （x（(Y)ー2p1-z,'Y’位））．

証明の概略を述べる．証明の鍵となるのは対称性年か％;;1E Aut(『＼{0,1,oo})から生じる以下の£

進Galoisアソシエーターの代数関係式 (chainrule)である．

(19) fT(eo，釘） ＝f;―z,'Y'(e1, ea).呪(ea,釘）．

(20) 戸”（ea,釘） ＝肛(ea,e00) ・ exp U-：位）ea)・
これらの関係式における両辺の係数比較を行うことにより，係数たちの関係式が得られる．その係数たち

の中には£進Galois多菫ポリログの項がいくつか現れる．その£進Galois多重ポリログの項を消去する

ように，係数たちのいくつかの開係式と Shuffie関係式を組み合わせることにより， Theorem4.1の£進

Galoisトリログの Landen等式が証明されるさらに (13)を用いて£進Galoisトリログを£進Galois

トリログ指標に書き換えることで， Corollary4.2の一般化£進Soule指標の Landen等式が証明される．

Remark 5.表2のように上で紹介した｛進GaloisトリログのLanden等式には 1つのダイログ項を含

む£進 Galois 特有の項が 3つ廿Li~(z;ry, (Y）ー占Pl-z,'Y'((Y)-¼P1-z,'Y'((Yげ現れている．この£進 Galois
特有の項は，中村-Wojtkowiak[NW12]により£進errortermと命名されているものであり， f進Galois

アソシエーターに内在する非線形性 (Baker-Campbell-Hausdorff和e00= log(exp(-e1)exp(-eo))の
高次項）に起因するものである．先行研究では具体的な関数等式においてり進errortermに高次項（ダイ

ログ項）が現れる現象は確認されておらず，本研究 [NS22]でそうした非自明な現象が初めて確認された．

4.2 Spence-Kummer型9項関数等式のt進エタール類似

次に Spence-Kummer型9項関数等式について議論する． Spence-Kummer型9項トリログ関数等式

の背景となる幾何学は， non-Farro配置の補空間

(21) （［ Vnon-Fano := Spec (K釘，S2's心(1-Sl)（1 -sり(sl-S2)（1 -S心）］）
の持つ対称性である． Vnon-Fan。の対称性により， Vnon-Fan。には以下の 9つの well-definedな射の族

{f;h=l,...,9（ただし f;: Vnon-Fano→ lP'玉＼｛0,1,oo｝)が付随している．

fi(s1,s叫：＝
釘(1-s2)2 

叫l-s1)2'

(22) f4(s1, s叫：＝
釘(1-s叫
叫1-s1)' 
1-S2 

h(s1, s2) := 
s2(s1 -1)' 

h(s1, s2) := s坪2,

f5(s1, s叫：＝，
釘(1-s2) 

s1 -1 

fs(s1, s2) := sぃ

S1 
h(s1,s叫：＝ー，

s2 

1-S2 
f5(s1, s叫：＝

1 -s1' 

fg(s1, s叫：＝ S2,
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我々は Vnon-Fan。の基点として， Vnon-Fan。の K(t)有理点 (t汽t)の上にある K有理接基点

(23) iJ: Spec (K((t)）)→ Vnon-Fano 
を採用する．各f,（v) (i=l,...,9)は表3のように lP'長＼｛0,1,oo}の標準的な K有理接基点と [N02,
§5.9]の意味で Galois同値～であり，この Galois同値により両者を同一視する． このとき，各10E 

吋0p(v:onn_Fano；訊（x,y))に対して， lP'1(1C)¥{0,1, oo}上の 9つの道からなるシステム{1ih=1,...,9を

(24) ％ ：＝ふ・庁bo)E吋op(1P'1(1C)¥{O, 1, oo}；韮f竺(x,y))

で定める．ここで， 6，E吋op(lP'1(1C)¥{0, 1, oo}韮，J竺（町）は表3のように決めている．

表 3：釘，．．．， ()g

t fh,Y) fi(t2, t) fi(iJ) ふE平 (JP'1(C)¥{0,1,oo｝可，fザ（町）

1 xy((1l一-のy)）2＇2 t 
可～ f直） ふ：＝ 1(=自明な道）(1十t)2

2 xy t3 可～ f亨） 82 := 1 

3 X 

y t 可＝ f亨） 妬：＝ 1 

4 xy((l1--xy) ) t 
可～ f亨） ふ：＝ 1 m 

5 
x(1-y) -t 2 

O→ o6 ~ f5（v) ふ：＝かO→oo x-1 戸

6 上 1 
団～ f虚） 如：＝幅1-x 戸

7 y(1 x--u ．1) -1 詞 ~f噌） ふ：＝ 8詞t(l+t) 

8 X t2 可～ f亨） 68 :＝ 1 

， y t 可＝Jg(if) 69 := 1 

Theorem 4.3 (£進 Galoisトリログの Spence-Kummer型 9項関数等式 [Sh23]).(x, y)をVnon-Fano

のK有理基点とし，,oE 7r臼(Vna:n-Fano国 (x,y)）とする．｛1ih=1,...,9を{24)の通りに定める．このと
き，任意のび EGKに対して，次の等式が成り立つ．

£進Galoisトリログの Spence-Kummer等式：

Li1(~>:,"/1,a) +L唸(xy;"(2,a)+ Li1 (~;"(3,a) -2Li1 (~;"(4,a) 

-2Li1（”□1□t2; "/5, a) -2Li1 G＿ー;; "/6, a) -2Li1 (-d2i)’→)-2L社(x;"(s,a)
-2Li1 (y; "/9, a)+ 2く如） ＝一PY,'Ye(a)2p昌，"/6(a)＋硲(a)pY,'Ye(a)＋伍，7，(a)3

-Li; （x(1-y) 1 -y 
x -1 汀5,6) -Li: （y(X -1);"(1,a) +ぅP11-＿了，'Y~(a) -~PY,'Ye(a). 

表2のように，この£進 Galoisトリログの Spence-Kummer等式には 2つのダイログ項を含む£進

Galois特有の項(£進 errorterm)が4つ出現しており，ここに£進Galois特有の現象が現れている．
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Corollary 4.4 (C進Galoisトリログ指標の Spence-Kummer型9項関数等式 [8h23]）．記号や仮定は

Theorem 4.3と同様とする．このとき，任意の aEGKに対して，次の等式が成り立つ．

一般化£進Soule指標の Spence-Kummer等式：

叫 1-y)2
2,T1 互"/3 叫 '-=-1U~• x(l-y) 

対(1-x) （O一） ＋又;Y,"/2(o一） ＋対 (a) -2ぇ炉―;;;j","14(a)-2又3x-1,T5(a) 

-2迂吾，"16(a)-2ぇ許伍"17(a) -2x戸 (a)-2釘 (a)+2̀ '叫）

= -2pY,"/9(a)2p号，喜）＋（1-：（び）:)PY,"/9(a)＋恥，"/9(a)3 
+ 2x(a)（喜p.,"/5位） ＋文戸二）） ＋x(a)％己亨）一恥，"/9(a).

証明の概略を述べる．証明の鍵となるのは， Landen等式の時と同様，£進Galoisアソシエーターの代

数関係式 (chainrule)である．道のシステム {,ih=l,...,9から以下の chainruleが生じる．

(25) f!'(x,y),"!, (eo,叫＝（ふ.Ji (f~x,y),"10). 炉）. f!'（v),8, (eo,釘）．
このchainruleを詳しく解析することにより Theorem4.3の関数等式が得られ，さらに公式 (13)を組み

合わせることにより Corollary4.4の関数等式が導出される．ここで，この chainrule (25)を詳しく解析

するために， chainruleに出現している 2変数£進Galoisアソシエーター

f~x,y),"!o E 1rf-et €町 (Vnon-Fano,v) 

を計算する必要がある．そのためには Vnon-Fan。の副£エタール基本群を求める必要があり，以下の図式

に着目するただし，以下の図式における VB3は恥型Coxeter配置の補空間であり， Kleinの4元群を

被覆変換群に持つ M。,5上の有限次エタールGalois被覆空間になっている．

凰＝ Specド［釘，S2's1況(1-sf)（1 -s3:(Sl -s分(1-S心）］）
open 

叫 if)C ，（Vnon-Fano, if),'lrl (VB3,が），， 'lrl(Vnon-Fano, if)• 

Gfian:S l feovく＿＿ ＿ ＿―-三三__＿ ＿ ＿〉 m(feov)[ 
(M。,5,fcovげ）） 1r1(M。,5,fcov(if)) 

さて， M。，5(C)の位相的基本群は (0,5)型の写像類群（すなわち 4次純ブレイド群凡をその中心で割っ

て得られる群）としてよく知られているよって，被覆空間の Galois理論と Reidemeister-Schreierアル

ゴリズムによる部分群表示法により， Vnon-Fan。の基本群を M。,5の基本群の部分商として実現する．そ

の結果として，特定の 4次純ブレイド B1,...，B6を位相的生成元とする 1rf-et(v;は~nn-fano直）の以下の表

示を得る（B,の定め方や表示における関係式の詳細は [8h23]を参照せよ）．

7r仔(v;;onn＿fano,v)=〈仄B2,B3' いくつかの関係式 ・
B4,B5,B6 

） 
この群表示を用いた£進 Galois アソシエーターの技術的な計算により，一先ずの目的としていた f~x,y),"!o
の計算が可能になる． f~x,y),"!o の低次の項の様子は以下の通りであるただし，ふ：＝ log(B;) とし，以

下の等式は 7r仔 (vnaonn-fanolv)のQ£ 上の完備f進Lie代数（の普遍包絡代数）における等式である．

log ((f~x,y),"!o) —1) =Px,"/s(a) ・ふ＋PY,"/9(a)・ふ＋ （Pl ー百，"l~(a)+PY,"!9(a)) ・X3 
+ Pl-X,"f位） ·ふ＋ Pl-y,"f~(a)・ X5 + Pl-xy,"f~ (a)・ x6 +・・・（高次項）．
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こうして 2 変数£進 Galois アソシエーター f~x,y) ，勺O E 1rf-et (Vnon-Fano,'V)の計算が達成され，£進Galois
アソシエーターの chainrule (25)を詳細に解析することが可能となる．

Remark 6.上述の証明における£進Galoisアソシエーターを複素反復積分の母関数 (Chen'sformal 

power series)に置き換えることで，従来の複素トリログの関数等式の新しい代数的証明が得られる．
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