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経路積分の配位空間の幾何学的な構造が量子論にどのように反映されるかを､｢谷の構

造｣ に注目して調べた｡1)摂動論とトンネル効果との関係､2)トンネル効果による量子

論的な不安定性､の2つの話題について､それがどのような幾何学的な構造から理解でき

るかを説明する｡

1 経路積分における谷とは

まず､｢谷｣を定義するO簡単な例として､作用Sが

S(I,y)-y2･去x2-x2y (1)

で与えられる場合を考える｡作用βを高さとして､この作用を書くと図1のようになり､

谷の構造がある｡この谷を式で表す為に等高図を考えてみる｡(図2) 各等高線上で傾き

図 1:S(I,y)-y2+1/2x2-x2yの谷

∑ i=1,2(∂S/83:i)2,(xl- I,x2-y)を極小化する点を考え､それをつなげると､ちょうど
谷に対応している事が分かる｡つまり､人をラグランジュの未定乗数として､谷上の点は

方程式

6(iS,(蛋)2-As)-0,
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図 2‥S(I,y)-y2+1/2x2-x2yの等高図

82S

,≒2aXi∂xj
∑ 壁 -堤 (21-I,x2-y)∂xj

(2)

で定義することができる｡

この方程式を量子力学や場の量子論の作用に拡張することは容易である｡作用が鞘 (丁)]
である量子力学系に対しては

/dT'

62S 6S

6q(T)6q(T')6q(T')

作用がSl¢(x)]である場の量子論に対しては

/dx′

62S 6S

64,(x)64,(x′)6¢(x′)

で､谷を定義することができる｡

-一一=-_㍗

- &̂ ,

(3)

(4)

2 摂動論とトンネル効果の関係

一般に量子力学の摂動論は漸近展開であり､その級数は収束しない｡例えば､分配関数

Z-/Dqe-Slql'g2

〔X〕
zp -∑cn92n, Icnln三㌢n!TZ,=0

を摂動論で計算すると

(5)

(6)

という級数が得られ､これはどんなに小さい結合定数gに対しても収束しない｡しかし､

この級数を形式的に収束させる事は可能である｡まず､

0〇
zp -Ecng2n
n=0

去nf.L∞dtStne-抽2 (7)
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と変形しておいて､その後､形式的に和と積分を交換する｡すると､

∞

zp - 嘉L∞dtF't'e-t'92,F(t'-n!.慧tn '8)

という表式を得る｡この時現れる和F(i)は元々の級数と異なって､tが十分に小さい場合

には絶対収束している｡そこで式 (8)の積分経路を適当な区間に変形すると､ZF;を数学

的に意味のある表式に変える事ができる｡

このようにして､発散級数を収束級数に変える方法はボレル総和法と呼ばれているが､

問題はその物理的な意味がはっきりしない事である｡以下では､このボレル総和法の物理

的な意味､例えば積分変数 tの物理的な意味が､谷の構造から明らかになる事を示そう｡

ボレル総和法の物理的な意味づけを考えることより､ トンネル効果と摂動論の関係も明ら

かになる｡

問題を具体的に取り扱う為に､次の作用で表される量子力学系 (図3)を考える｡

slq(T)i-/dTl;42･V(q)],V(q)-去q2(1-gq)2-egq･ (9)

まず､この模型の谷を式(3)で求めると､図4のようになる｡特徴的なのは､谷は トンネ

爪 q

図 3:非対称 2重井戸

ル効果を表す配位(R-0)と摂動論を表す配位(R- ∞)を両方とも含んでいる事である｡
この谷の寄与を取り入れて､分配関数 Zを評価しよう｡経路積分を谷からの寄与とその周

りの揺らぎの寄与とに分けて､先に揺らぎの部分を積分してしまうと､

Z-TIE-Jqf.e-HT.qi,-/Dqe-S(q)-TIL-W等 /.TdR(T-R,e-5(R,,g2

5(R,- 〈 言R_22e-R_Eg2R 芸二ou ,

となる｡更にt-i(R)+eg2Id7-q(T)で積分変数をRから‖こ変えると

Z-TIE-諾 /cvdte-i/92F(i,, F(i)-i
Tf:.I
1
丁7亨コ

t→ 0

(主宰 )Leln(岩 )i-1/3

(10)

,(ll)

となり､式 (8)に非常に似た形に直す事ができる｡更に､図5のように､積分経路Cvを

CpとCNPの和の形に書き直すと､

Z-TIE-N慧 /cpdte-i,92F(thTl曳 慧 /cNPdte-i,92F(i) (12,
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図4:谷の様子｡左図は谷上の作用をR-Jd7-Eq(T)】の関数として表しており､右図は谷
上でのq(T)の様子を表すoR-0では谷はq(T)-q+であり､q-q+の周りの摂動論に

対応する｡R- ∞ では､谷はq-q+とq-q_をつなぐinstantonのような配位になり､
トンネル効果を記述する｡

となり､右辺第1項は摂動論のボレル和Zpそのものとなる｡また､谷の配位には摂動論

的な配位とトンネル効果を表す配位の両方が含まれていたので､右辺第2項は必然的にト

ンネル効果の寄与ということになる｡

図5:積分経路｡xはx -1/3-2e-T/2で定義される定数

以上の考察から､ボレル総和法に物理的な意味を与える事ができる｡つまり､｢ボレル

総和法とは､谷の寄与を一部取り入れる方法であり､ボレル総和法における変数tの積分

とは､谷に沿った座標Rの積分である｣｡

式(12)で与えられるトンネル効果と摂動論の関係には､実用上､重要な応用がある｡ま

ず､この関係式を使うことで､励起状態を含んだトンネル効果や､非対称井戸に対するト

ンネル効果を計算する事が可能となる｡また､トンネル効果と摂動論の直接関係付くので､

トンネル効果の計算から､摂動論の高次補正が計算可能となる｡紙数の関係で､これらの

結果については紹介しきれないので､直接論文を見てはしい｡[1,2]

3 トンネル効果による不安定性

図6(a)の系を見てほしい｡q-0に静止している粒子は古典的には安定だが､量子論で

はトンネル効果で､q- ∞ の無限の彼方に飛び去ってしまい､二度とq-0の状態には

戻らない｡そして､この不安定性を反映してエネルギーに虚部が現れる｡このようにトン

ネル効果で不安定となる系に特徴的な配位は何であろうか?標準的なテキストには､負の

- 170 -



｢量子カオス:理論と実験の現状｣

(a) (b)
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図6:(a)トンネル効果で不安定になる系｡(b)トンネル効果で1次相転移をおこす系｡

モードの揺らぎを持つ古典解､いわゆるバウンス解が､そのような配位であると書いてあ

る｡[3】この考えは一見もっともらしいが､図3で示した1次元量子力学系と比べると､疑

問が生じる｡図3の系にもトンネル効果があり､バウンス解もあるが､エネルギーは常に

実数で､安定した系となっているからである｡

場の理論を考えてみると､問題は更に複雑になる｡(図6(b))この場合には､偽の真空

(め-o)はトンネル効果で本当の真空に崩壊してしまうと､決して元に戻る事はない｡つ

まり不安定である｡このように､同じ形のポテンシャルであっても､図3のような量子力

学では安定であり､図6(b)のような場の量子論では不安定であるということがある｡これ

らの違いを理解するには､バウンス解を調べるだけでは不十分である0

今回､この違いを理解するために､その配位空間の谷の構造を詳しく調べた｡その結果､

分かったことだが､安定である系と不安定な系とでは､谷の揺らぎの構造に顕著な違いが

ある｡不安定な系では､谷にゼロモードや負モードの揺らぎが無限個現れる｡一方､安定

な系ではこのような振る舞いは見られない｡したがって､系の安定性を決めているのは､

バウンス解とこの無限個の不安定モードの有無であると考えられる｡解析の詳細について

は､論文【4]に詳しく書くので､そちらを参照してもらいたい｡
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